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To  r  wort. 


Vor  wenigen  Jahren  wurde  die  dentsche  matbemati&clie  Litteratur 
dnrcb  eine  Bearbeituug  von  Faä  di  Bnmo's  ,^mleitung  in  die  Theorie 
der  binären  Formen"  bereichert,  so  däss  wir  nunmehr  im  Besitze  dreier 
Werke  sind  —  Salmon,  Clebsch  und  Faa  di  Bruno  — ,  deren  Inhalt 
sich  ttber  die  moderne  Theorie  der  In-  und  Covariauten  verbreitet. 
Das  vorliegende  Werk  steht  im  engen  Anschlüsse  an  Clebsch,  ja  es 
ist  aus  jenen  Ideen  hervoi^egangen,  die  schon  damals,  als  jenes  Buch 
erschien,  Gordan  in  demselben  niedergelegt  hatte.  Wa«  aber  zu  dieser 
Zeit  ab  coordinirte  Frage  auftrat,  ist  nunmehr  zum  Hauptziel  dieses 
Werkes  geworden ;  ich  meine  nämlich  die  grundlegenden  Untersuchungen 
über  die  Endlichkeit  des  Formensystems  und  die  damit  eng  verknüpften 
Fragen  über  die  Relationen  zwischen  den  einzelnen  Formen.  Das  ist 
der  ftmdamentale  Standpunkt  dieser  Vorlesnngen  geworden,  um  den 
sich  alle  andern  invariantentheoretischen  Fragen  gruppiren  und  von  dem 
aus  sie  hier  ihre  Beleuchtung  und  Bedeutung  erhalten  sollen.  Derselbe 
hat  eich  in  jeder  Richtnng  als  sehr  fruchtbar  erwiesen.  Durch  ihn 
aber  wurden  andererseits  die  Grenzen  bestimmt,  inwieweit  das  vor- 
liegende Werk  eine  Theorie  der  Invarianten  werden,  d.  b.  inwieweit 
die  sich  nun  bereits  mannigfach  gliedernde  Disciplin  eine  erschöpfende 
Behandlung  erfahren  soll. 

Es  ist  hiebei  natürlich,  dass  bei  dem  unverrückten  Festhalten 
gerade  dieses  Zieles  sich  Gordan  bei  all  seinen  Untersuchungen  der 
von  Arouhold  begründeten  Symbolik  bediente,  and  diese  Vorlesungen 
sich  somit  auch  der  Form  nach  an  das  treffliebe  Werk  von  Olebsch 
anschUessen.  Seit  dem  Tode  dieses  Meisters  ist  die  Invariantentheorie 
aber  völlig  selbständig  geworden.  Während  sie  sich  nach  ihrem  Ent- 
stehen aus 'der  Zablentheorie  ztmächst  an  die  analytische  Geometrie 
der  Ebene  anschloss,  iet  heute  ihre  Bedentut^  wesentlich  gewachsen. 
Sie  ist  sich  selbst  zum  Zwecke  geworden,  and  darf  somit  heute  als 
jene  Disciplin  angesehen  werden,  welche  die  rein  formalen  Gesetze  der 
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Algebra  zum  Ausdrucke  bringt.  Dies  möge  festgehalten  werden^  wenn 
im  vorliegenden  Werke  die  Gesetze  der  Invariantentheorie  vorzugsweise 
nur  aaf  Fragen  der  Lehre  von  den  algebraischen  Grleichui^en  An- 
wendung finden,  insoweit  nicht,  wie  im  dritten  Bande,  die  Theorie  der 
temären  Formen  hin  und  wieder  zu  geometrischen  Interpretationen 
'  Teranlassui^  giebt,  oder  die  Theorie  der  Primformen  diese  Gesetze 
mit  der  Lehre  von  den  DifFerentialgleichni^eD  in  Yerbindnng  setzt, 
Ihr  Zusammenhang  mit  Problemen  der  Yariationsrechnang  und  gewissen 
Aufgaben  der  Physik  konnte  natürlich  am  so  weniger  .berührt  werden, 
als  ja  auch  alle  die  wesentlichen  Dienste,  welche  sie  der  Geometrie 
geleistet  hat,  in  diesen  Vorlesungen  keine  Erörterungen  erfahren. 

Insoweit  aber  die  Vorlesungen  eich  in  den  so  markirten  Grenzen 
bewegen,  werden  sie  nicht  nur  eine  Einführung  in  die  Theorie  der 
Invarianten  sein,  sondern  den  Leser  bis  zu  dem  heutigen  Standpunkte 
geleiten,  zu  welchem  diese  Disciplin  durch  die  hervorragenden  Arbeiten 
von  Uennite  und  Brioschi,  Cayley,  Sylvester  und  Salmon,  AroEhold, 
Clebech  und  6ordan  gefördert  wurde. 

Von  jenen  Fragen  aber,  die  hier  nicht  berücksichtigt  werden 
konnten,  sind  die  wichtigeren  in  Salmon's  „Vorlesungen  über  die 
Algebra  der  linearen  Transformationen"  aufgenommen,  so  dass  beide 
Vorlesnngen  zusammen  ein  vollständiges  Bild  der  Entwicklongsstufe 
liefern,  auf  welcher  sich  die  Invariantentheorie  gegenwärtig  befindet. 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes,  der  sich  mit  der  Lehre  von  den 
Determinanten  beschäftigt,  möge  als  Vorbereitung  für  die  beiden  andern 
Tbeile  angesehen  werden.  Die  symbolischen  Methoden  legen  das  Be- 
düriuiss  nach  einer  vorauszuschickenden  Theorie  der  Determinanten 
unabweisbar  nahe,  und  andemtheils  sind  es  gerade  Determinanten- 
beziehungen, welche  zum  öftem  zu  Relationen  zwischen  Formen  Ver- 
anlassung geben. 

Dieses  Ziel  des  ersten  Theiles,  mit  den  Mitteln  vertraut  zu  machen, 
die  in  der  Theorie  der  Invarianten  vorausgesetzt  werden  müssen,  legte 
für  denselben  einige  Beschränkung  im  Stoffe  auf;  dafür  fand  aber  die 
B«chnung  mit  Matricea  eine  weit  eii^ehendere  Behandlung  als  in  andern 
Determinantenwerken.  Der  Disposition  nach  steht  dieser  erste  Theil 
in  innigem  Zueammenhange  mit  dem  längst  anerkannten  gleichbenannten 
Werke  Baltzer's.  Das  letztere  geht  jedoch  in  vielen  Untersuchungen 
weiter,  wie  es  das  Ziel  des  Baltzer'schen  Werkes,  das  sieh  allgemeinere 
Aufgaben  stellt,  erheischt. 

Hier  werden  in  dem  theoretischen  Theile  nur  die  Determinuiten 
im  Allgemeinen  behandelt  und  deren  Eigenschaften  voUzählig  ent^ 
wickelt;    specielle   Determinanten   aber,   wie    z.  B.  symmetrische  und 
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Vorwort.  VII 

KetteubruchdeteTminantflti,  fiodeii  keine  eingeheBde  Besprechung.  Ihren 
ÄbacbluBs  findet  die  Theorie  in  der  Betrachtung  correspondirender 
Uatricee,  die  gerade  in  einigen  neuesten  inTariantentheoretischen 
Arbeiten  eine  bemerkenswerthe  Rolle  spielen. 

Auch  der  Anwendung  der  Theorie  waren  natarlich  mit  Rücksicht 
auf  den  Zweck  dieses  Theiles  feste  Grenzen  gesteckt.  Eine  eingehende 
Behandlung  erfährt  nnr  die  Theorie  der  linearen  Gleichungen,  die 
Eigenschaften  der  Functionaldetermiuanten  und  der  Resultanten  wegen 
ihrer  henrorragendeu  Bedeutung  fQr  die  Invariantentbeorie.  Von  den 
nrsprflnglicb  geplanten  Quellendtaten  rnnsste  ich  im  Allgemeinen  ab- 
sehen-, es  liegt  auch  nicht  mehr  das  grosse  Bedürfhiss  vor,  nachdem 
för  die  Determinanten  in  Baltser's  und  ßflnther'a  diesbezüglichen  Werken 
und  fOr  die  Invarianten  in  den  Lehrbüchern  Sslmon's  und  der  deut- 
schen Bearbeitung  ¥a.k  di  Bnmo's  diese  Quellen  in  ausführlicher  Weise 
angegeben  sind. 

Ich  mScbte  diese  einleitenden  Bemerkungen  damit  schliessen,  dass 
ich  Herrn  Professor  Gordan  meinen  wärmsten  Dank  ausspreche,  mich 
zur  Herausgabe  seiner  Vorlesungen  aufgefordert  zu  haben.  Ich  habe 
mich  einer  freien  selbständigen  Bearbeitung  derselben  mit  aller  Be- 
schränkung des  eigenen  Ich's  unterzogen  und  bin  zufrieden,  wenn  es 
mir  gelungen  ist,  die  Ideen,  welche  seine  Vorlesungen  beherrschen, 
zum  klaren  Ausdruck  zu  bringen,  sei  es  durch  die  Anordnungen  und 
die  Gntwickltmgen  selbst,  oder  durch  die  zahlreichen  Beispiele  und 
Anwendnngen,  die  ich  nach  meinem  Bedürfniss  in  dieselben  ein- 
geSochten  habe. 

Nürnberg,  im  Juli  1885. 

Georg  Kerschensteiner. 
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Erster  Theil. 
Theorie  der  DeterminanteB. 

§  1.    Fermatatitm  nnd  Snbstitittioii. 

1.  PermutoHon.  Wenn  man  in  einer  Gruppe  von  m  Elementen  — 
wir  wollen  sie  mit  a,  b,  c  . , . .  h  bezeichnen  —  alle  möglichen  Yer- 
tauschungen  dieser  Elemente  vornimmt,  so  entsteht  eine  Reihe  neuer 
Gruppen  oder  Gomplexionen,  die  sich  nur  durch  die  Anordnung  ihrer 
Elemente  unterscheiden,  und  die  man  bekanntlich  Pennutationen  nennt. 
Die  Anzahl  dieser  Permutationen  ist  N  =  n(n  —  1)  ....  3  .  2  .  1  =  n!, 
wie  sich  leicht  erkennen  Issst,  wenn  man  bedenkt,  dass  jede  Per- 
mutation  von  n  Elementen  erhalten  wird,  indem  man  jedes  der  n  Ele- 
mente mit  den  aämmtlichen  Permutationen  von  den  Übrigen  (»  —  1) 
Elementen  verbindet.  Dabei  sieht  man  auch,  dass  von  diesen  NPer- 
mutatiouen  (n  —  1)!  mit  a,  ebenso  viele  mit  h,  c  u.  s.  w,  beginnen, 
und  wir  wollen  dahin  Qbereinkommen,  dass  wir  jede  Permutation,  die 
mit  dem  nämlichen  Element  beginnt,  auch  zur  nämlichen  Klasse 
rechnen,  so  dass  wir  dadurch  die  sämmtlicheu  Permutationen  in  n 
Klassen  getheilt  haben. 

2.  Derangement.  Anstatt  die  Elemente  einer  Permutation  mit 
a,  b,  c . .  ,h  za  bezeichnen,  zieht  man  es  vor,  die  AusdrQcke  Oi,  Oj, 
Og  . . . .  a,  einzuführen,  oder  noch  einfacher  die  dem  Buchstaben  a  an- 
gehängten Zahlen  1,  2,  3 ....  n,  welche  ludices  oder  Suf^xe  genannt 
werden.  Wir  nennen  dann  eine  Permutation,  in  welcher  kein  höherer 
Index  links  vor  einem  niedern  steht,  gut  geordnet.  Wenn  dagegen 
in  einer  Permutation  ein  höherer  Index  links  vor  einem  niedrigeren 
sich  befindet,  so  sagt  man,  dieselbe  enthält  eine  Inversion  oder  ein 
Derangement,  und  zwar  ist  die  Zahl  dieser  Derangements  so  gross, 
als  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  rechts  von  einem  hohem  Index 
sich  niedrigere  befinden.    So  sind  z.  B.  die  Permutationen 

Otfffi),    (12  3  4  5) 
gut  geordnet;  d^egen  enthält  die  Permutation 

(7412365)  Derangements:  6  +  3  +  1  ==  10 
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Dämlicli  6,  von  dem  Index  7  herrührend,  3  in  Folge  der  Stellung  von  4, 
und  1  in  Folge  der  Stellung  des  Index  6.  £benso  enthält  die  Per- 
mutation (3  5  4  1  2)  die  Derangements  3 1,  3  2,  5  4,  5 1,  5  2,  4  1  und  4  2, 
also  im  Ganzen  7  an  der  Zahl. 

3.  AbzäMwig  der  Derangements  in  einer  J!srt»uto^ion  durch  Theilung. 
Um  in  einer  Permutation  die  Zahl  der  Derangements  rasch  zu  be- 
stimmen, kann  man  sich  manchmal  mit  Yortheil  folgeuder  Methode 
bedienen,  besonders  wenn  die  Fermntation  viele  Elemente  enthält. 

Wir  theÜen  die  Penoutation  in  2  beliebige  Theile: 
die «rste Gruppe  enthalte  derBeihenach  dielndices  t^  t,...t^| 
die  zweiteGruppe  enthalte  derReihe  nach  die  Indices^i  le^...lc,\ 

Dann  bildet  sich  die  Zahl  sämmtlicher  Derangements 

1)  aus  jenen,  welche  von  der  Gruppe  der  i  allein  herrühren, 

2)  aus  jenen,  welche  von  der  Gruppe  der  k  allein  herrühren, 
3}  aus  jenen,  welche  die  Elemente  t  in  Bezug  auf  die  ü;  bilden. 

Für  die  Anzahl  der  Derangements  dritter  Gattung  lässt  sich  nun  eine 
einfache  Formel  angeben;  addiert  man  hiezu  sodann  die  Anzahl  der 
Inversionen  erster  und  zweiter  Gattung,  die,  weil  sie  die  betreffenden 
Gruppen  weniger  Elemente  enthalten,  leichter  sich  finden  lassen,  als 
die  der  ganzen  Peruutation,  so  erhält  man  die  Gesammtzahl.  Diese 
Snmmenformel  liefert  aber  der  Satz: 

„Die  Anzahl  der  Derangements  dritter  Gattung  ist  gleich  der 

Summe  aller  Indices  der  Gruppe   der  i  weniger  der  Summe 

der  natürlichen  Zahlen  von   1   bis  fi,   wo  ft  die  Anzahl   der 

Elemente  der  ersten  Gruppe  bedeutet." 

Seweis:   Die  Anzahl  dieser  Derangements  dritter  Gattung  ändert 

sich  nicht,  wenn  ich  zunächst  die  Gruppe  der  i  und  die  Gruppe  der  k 

imter  sich   gut  ordne.     Die  erste  Gruppe  sei  dann  (J,  J^ . . .  J^,),  die 

zweite  (K,  K^  . . .  Kt),  also  die  Permutation  gleich: 

(J,J,...J,\K,K,...K,)         (v  +  ^-n). 

Diese  neue  Permutation  hat  einerseits  in  den  J,,,  andererseits  in  den  Kg 
keine  Derangements;  dagegen  noch  alle  Derangeinents  dritter  Gattung. 
Die  Zahl  derselben  zerfällt  in  solche  die  von  J,,  in  solche  die  von 
J^  u.  a.  w.,  bis  in  solche  die  von  J^  herrühren.  Der  erste  Theil  ist 
offenbar  gleich  Jj  —  1,  da  Jj  mit  allen  kleineren  Indices  Inversionen 
bildet;  der  zweite  Theil  gleich  J,  —  2,  da  J^  Inversionen  bildet  mit 
allen   kleineren   Indices,   ausgenommen   mit   dem   vorhergehenden  J^^ 
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ebenso  eodlicli  der  ft"  Theil  gleich  J^  —  fi;  die  Gesammtzahl  wird 
also: 

Z-J, +J,  +  J.--+J, -(1  +  2  +  .- ■» 

Beispiele:  a)  Sei  gegeben  die  FermDtation 
(379815264). 
Wir  tbeilen  sie   beliebig  durch  einen  Verticaletrich  in  zwei  Gruppen: 

(3  7  9  8  I  1  5  2  6  4)  —  («,  i,  »s  i.  i  Ä,  ?tj  ftg  A^  Äii) 
und  machen  jede  derselben  gut  geordnet: 

(3  7  8  9  ]  1  2  4  5  6)  -=  (Ji  Jg  Js  J,  I  Z,  j;  Jfj  Z^  E^. 
Nun  ist 

•.  +  i«  +  is+ »4  =  3  +  7  +  8+9  =  27, 
ft{M+l)  _  4-6         ..^ 
s  8  ^"' 

also  die  Zahl  der  luTersionen  Z  ^  ^1  —  10  ='  17,  wie  man  auch 
dnrch  directes  Abzählen  findet.  Zählt  man  hierzu  die  eine  Ttiversion 
in  der  Gruppe  der  i,  die  drei  in  der  Gmppe  der  Ti,  so  ist  die  Gesammt- 
zahl =  21. 

ß)  Sei  gegeben  die  Permntation: 

(7  3  6  2415); 
wir  theileu  sie  in  zwei  Theile: 

(736  12415), 
dann  ist  die  Summe  7  +  3  +  6  =  16,  die  Zahl  der  Elemente  =  3. 
Also  die  Zahl  der  Derangements  dritter  Gattung  gleich: 

In  der  That,  wenn  wir  gut  ordnen,  so  erhalten  wir: 

(3  6  7  I  1  2  4  5), 
also  2  Derangements  von  3  herrührend,  4  von  6  herrahrend  und 
7  ^  3  u  4  von  7  herrührend,  in  Summa  10.  Hierzu  addirt  die 
Derangements  der  i  «=  2,  die  der  A  «h  2,  liefert  die  Gesammtsumme  14. 
4.  Begriff  der  SiAstittttion.  Die  Deberfßhrung  von  einer  Per- 
mutation in  eine  andere  geschieht  durch  eine  Operation,  die  man 
Stibstitution  nennt.  Soll  z.  B.  die  Permutation  (51243)  übergeftihrt 
werden  in  (4  5  1  3  2),  so  geschieht  dies  durch  eine  Operation,  die  wir 
bezeichnen  mit: 

/51243\ 
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welche  die  Wirkung  hat,  dass  daa  Element;  5  durch  4,  das  Element 
1  durch  5,  2  durch  I,  4  durch  3  und  3  durch  2  ersetzt  wird.    Sie  ist 
von  der  PerinutatioD,  auf  welche  sie  angewendet  wird,  ToUatündig 
unabhängig,  und  die  i^mliche  Substitution  S,  die  wir  oben  mit 
/5  1  2  4  3\ 


/5  1  2  4  3\ 
V4  6  1  3  2^ 


bezeielmeten,  wird  genau  ebenso  zum  Ausdruck  gebracht  durch 
n2345\     ^      /3  2145\ 
U  1  2  3  4j  °^^^  U  1  5  3  4J  i^-  «■  "■ 
Daraus  erkennt  man,  dass  die  verschiedenen  Ausdrflcke  ein  und  der- 
selben Substitution  das  eine  Gemeinsame  besitzen,  daas  die  unter  ein- 
ander stehenden  Zahlenpaaxe  ungeändert  bleiben. 
Bas  Zeichen 

„       /5  1  2  4  3\        /l  2  3  4  5\        /3  2  1  4  5\ 
*  ""  \4  e  1  3  2;  ""  1^5  1  2  3  4/  "  1^2  1  5  3  4j 
ist  also  so  zu  nehmen,  dass,  welche  Permutation  wir  auch  anschreiben, 
fiber  denselben  Zahlen  immer  wieder  die  einmal  festgesetzten  Zahlenstehen. 
Man  kann  die  Substitutionen  insbesondere  auf  zwei  Arten  an- 
schreiben, indem  man  entweder  die  obere  oder  aber  auch  die  untere 
Fermutation  in  dem  Ausdrucke  S  gut  ordnet,  also  2.  B. 
/l  2  3  4  5\     ,      /2  3  4  5  1\ 

Rechnet  man  die  specielle  Substitution 


A  2  3  4  5\ 
^23  45;' 


wobei  alles  ungeändert  bleibt,  mit,  so  erkennt  man,  diws  es  bei 
n  Elementen  e&ettso  viele  StäisHtutionen  als  Permutationen  von  n  Ele- 
menten giebt;  denn  ordnet  man  irgend  einer  Permutation  eine  andere 
zu,  80  kann  diese  Zuordnung  als  Ausdruck  einer  Substitution  angesehen 
werden.  Den  »  oben  erwähnten  Klassen  von  Permutationen  entsprechen 
also  auch  ebenso  viele  Klassen  von  Substitutionen;  doch  werden  wir 
von  dieser  Eintheilnng  wenig  Gebrauch  machen. 

Daa  wichtigste  Eintheilungsprincip  f&r  die  Substitutionen  liefert 
in  der  Lehre  von  den  Determinanten  das  Differenzenproduct: 

(oj  —  Oj)  («1  -  «s)  (%  -  04) («1  -  o.)  X 

(a^  —  ai){aj-at) (og  -  o«)  X 

(o.  -  «4) (%  -  o,)  X 

(o,_,  —  «,)  {a^t  —  On)  X 
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Da  nämlich  dasselbe  durch  Vertauschung  irgend  zweier  oder  mehrerer 
seiner  Elemente  entweder  sich  gar  nicht  ändert  oder  nur  sein  Tor- 
zeichen, so  können  wir  alle  Substitutionen  in  gwei  Hauptklassen  theilen. 
In  die  erste  Klasse  kommen  jene  Substitutionen,  welche  dasselbe  nicht 
ändern,  in  die  zweite  Klasse  jene,  welche  es  ändern. 

5.  Arten  <ier  Substitutionen.  Die  Substitutiooen  sind  entweder 
uneigentliche  oder  eigentliche.  Die  ersteren  werden  so  genannt,  weil 
sie  abhängig  sind  von  der  speciellen  Permutation,  auf  welche  sie  an- 
gewendet werden,  während  die  eigentlichen,  wie  schon  frflber  erwähnt, 
es  nicht  sind.     Zu  den  uneigentlichen  Substitutionen  gehört 

tt)  die  einfache  Vertatischung,  d.  h.  die  Vertauschung  zweier  neben 
einander  stehender  Elemente  einer  bestimmten  Fermutation.  So  wird 
die  Permutation  (451263)  in  (451623)  übergeführt  durch  die 
einfache  Vertauschung  (2  6),  wobei  diese  Vertauschung  speciell  nur 
fSr  die  vorliegende  Permutation  zu  denken  ist.  Ebenso  gehen  die 
Permutationen  (7  3  2  ö),  (6  14  9)  durch  die  einfachen  Vertauschungen 
(3  2),  (4  9)  in  die  Permutationen  (7  2  3  5),  (619  4)  über. 

ß)  der  einfache  Cyclus,  der  entweder  vorschreitend  oder  röck- 
schreitend  sein  kann.  Vertauscht  man  lümlich  k  neben  einander  stehende 
Elemente  einer  bestimmten  Permutation  in  der  Weise,  dass  an  Stelle 
des  ersten  Elementes  das  zweite,  an  Stelle  des  zweiten  das  dritte  u.  s.  w., 
an  Stelle  des  letzten  wieder  das  erste  tritt,  dann  bilden  diese  Ver- 
tauschungen einen  Torschreitenden  Cyclus;  rückt  dagegen  das  vorletzte 
Element  an  Stelle  des  letzten,  das  zweitvorletzte  an  Stelle  des  vor- 
letzten u.  s.  w.  und  das  letzte  an  die  erste  Stelle,  so  hat  man  einen 
rtlckscbreitenden  Cyclns  vor  sich.    So  stellen  z.  B.  die  Ausdrücke 

/2  4  3  5\      /l  7  6  4  8  3\ 
U352^'    V^  6  48  3  1^ 

vorschreitende,  die  Ausdrücke 

/2  4  3  5\      /l  7  6  4  8  3\ 


/2  4  3  5\      /l  7  6  4  8  3\ 
\b243}'    U  1  7  6  4  8j 


rückscbreitende  Cyclen  dar,  welche  z.  B.  die  speciellen  Permutationen 
(12  4  3  5  6),  (9205176483)  überfBhren  im  ersten  Falle  in 
(14  3  5  2  6),  (9205764831),  im  zweiten  FaUe  in  (1  5  2  4  3  6), 
(9205317648). 

Man  kann  sich  einen  einfachen  Cyclus  am  besten  in  der  Weise 
klar  machen,  dass  man  sich  etwa  die  sechs  Elemente  1  7  6  4  8  3 
symmetrisch  auf  zwei  concentrische  Kreisringe  in  nebenstehender  Weise 
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ungeordnet    denkt     Dreht    mau    den  ianeFen  Ring  (oder   auch  den 
I  äusseren)  um  60"  nach  links,  bo  ch&rakterisirt  die 
j  neue  Lage  beider  Ringe  einen  vorechreitenden,  bei 
'  einer   gleichen   Drehung   nach    rechts   einen   rück- 
scbreitendeu  einfachen  Cyclus. 

Zu  den  eigentlichen  Substitutionen  gehört: 
a)  die  ffewohnliche  allgemeine  Verlauschung  be- 
liebig zweier  Elemente  einer  Permutation  von  n  Ele- 
menten (eigentliche  Substitution  im  engem  Sinne).  * 
Ihr  Ausdruck  ist  der  bereits  früher  erwähnte.    Solche  allgemeine  Ver- 
tauschuDgen  sind  z.  B.  gegeben  durch 

„        /l  5  2  6  3  4\  „        /3  4  6  7  5  1  2\ 

^i  "  U  2  5  6  3  4^        ^  -=  V3  1  6  7  5  4  2J 
und   man   kann   die  nämlichen  Substitutionen   Si  und  S^   durch   eine 
ganze  Reihe  anderer  Ausdrücke  darstellen,  z.B. 

-        M  5  6  3  2  1\  „        /3  4  1  6  7  5  2\ 

•^1  "  U  2  6  3  5  U '        ^  ^  1,3  1  4  6  7  5  2^ 

worauf  wir  schon  ft^her  aufmerksam  gemacht  haben. 

ß)  Der  allgemeine  Oyelus,  durch  welchen  Ic  beliebige  Elemente 
einer  Permutation  in  der  Weise  wie  beim  einfachen  Cyclus  ihre  Plätze 
ändern.  Ist  z.  B.  die  Permutation  (356214)  Ton  6  Elementen  ge- 
geben, so  achreiben  wir  zunächst,  um  den  Ausdruck  eines  allgemeinen 
Cyclue  zu  erhalten,  einen  einfachen  an,  etwa 
/2  4  1  3\ 


/2  4  1  3\ 
U  1  3  2;  ■ 


Wenden  wir  dann  diese  Substitutionen  auf  die  obige  Permutation  an, 
so  erhalten  wir  den  allgemeiuen  Cyclus 


/'S  5  6  2  1  4' 
l2  5  6 


2  1  4\        /6  3  4  5  1  2\       „  ^  , 
4  3  1^  "  1,6  2  1  5  3  4/  ""  "•  ^■ 


Anmerkung  1.  Einfacher  Cyclus  sowohl  als  einfache  Vertauschung 
erhalten  den  allgemeinen  Charakter  der  eigentlichen  Substitutionen, 
sobald  wir  die  Beschränkung  fallen  lassen,  dass  sie  nur  für  eine  be- 
stimmte Permutation  gelten  sollen. 

So  werden  wir  unter  (3  5)  eine  einfache  Vertaiischung,  angewendet 
etwa  auf  (4235  1),  verstehen,  dagegen  die  allgemeine  darstellen  durch 

/4  2  3  5  1\        /3  4  1  5  2\ 
U  2  5  3  1^  ~  V5  4  1  3  2^  "=  "■  ^'  *■ 
So  wird  auch 


/6  1  4  3\ 

1,1 4  3  e; 
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den  einfachen  Cyclua  bedeuten,  der  auf  die  Permutation  (526143) 
anzuwenden  ist,  während  der  allgemeine  charakterisirt  ist  durch 

/'S  2614  3\        /16452  3\        /21653  4\ 

U  2  1  4  3  6j  ""  V4  1  3  5  2  6j  '^  1,2  4  1  5  6  3j  "  "■  ^-  "■ 

Anmerhtng  2.  Eine  belviige  Substitution  S  verlangt,  abgesehen 
voD  der  einen  'S  ~  ( i  g  $  "  «);  ^^  Alles  nngeandert  läeat,  allgemeine 
gewöhnliche,  oder  auch,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  allgemeine 
cycliscbe  Vertauschungen. 

6.  HersteUung  der  vneigenÜichen  S*ä}Stittdi(men  durch  einemder.  Der 
einfache  Gyclus  lässt  sich  herstellen  durch  einfache  Yertauschungen. 

Beispiel  1.    Sei  gegeben  der  einfache  Cyclns 

/2  5  3  1\ 
1,5  3  1  2/  ■ 

Lassen  wir  nun  das  Element  2  successive  nach  rechts  wandern,  dann 
entsteht  aus  (2  5  3  1)  durch  die  einfache  Yertauschung  (2  5)  zuerst 
(5  2  3  1),  die  nächste  einfache  Yertauschung  (2  3)  führt  zu  (5  3  2  1), 
eodlicli  die  letzte  (2  1)  zum  gesuchten  Eesultat  (5  3  1  2);  also  lässt 
sich  ein  einfacher  Cyclus  von  4  Elementen  durch  3  einfache  Yer- 
tauschungen ersetzen. 

Beispiel  2.    Der  einfache  Cyclns  sei 

M  6  5  8  7  3\ 
^6  5  8  7  3  4^ 

Wir  lassen  wieder  das  erste  Element  4  der  Permutation  wandern. 
Einfache  Yertauschung.  Permutation. 

(4  6)  6  4  5  8  7  3 

(4  5)  6  5  4  8  7  3 

(4  8)  6  5  8  4  7  3 

(4  7)  6  5  8  7  4  3 

(4  3)  6  5  8  7  3  4 

An  Stelle  des  einfachen  Gjrclus  von  6  Elementen  treten  somit  5  ein- 
fache Yertauschungen. 

Man  erkennt  also  leicht  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

„Ist  die  Differenz  der  Stellenzahl  des  ersten  and  letzten  Ele- 
mentes eines  eiofachen  Oyclus  *,  so  kann  man  denselben 
durch  V  einfache  Yertauschungen  ersetzen;  es  spielen  dann 
V  -|-  1  Elemente  im  Cyolus  mit" 

7.  Die  allgemeine  Vertaitschung  lässt  sich  dwch  stcei  einfache  G^ien 
herstellen.    Sei  gegeben  1)  die  allgemeine  Yertauschung 
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/241686\ 
"■"  1,64  153  2;' 
(laoa  liefert  der  einfache  Cyclue  (gebildet  aus  allen  6  Elementen) 


'2  4  1  5  3  6\ 
63  6  2; 


/2  4 


zunächst  die  PermutaUon  (415362). 

Wendet  man  auf  diese  den  einfachen  Cyclua 
/4  l  5  3  6\ 
Ve  4  1  5  3/ 
an,  gebildet  aus  fOnf  Elementen,  so  fOhrt  er  zum  gesuchten  Resultat 
(641532). 

Beispiel  2.    Die  Suhstitution 

o      /5  7  8  2  4  1  3  6\ 
^=^5  482713  6^ 
lässt  sich  spalten  in  den  einfachen  voiachreitenden  Cyclus  von  vier 
Elementen 

/7  8  2  4\ 
V8  2  4  7;  ■ 

Durch  ihn  wird  in  der  Fermutation  (57824136)  znuächst  daa  Ele- 
ment 7  an  die  durch  S  angedeutete  Stelle  gebracht,  eo  dass  man  er- 
hält (58247136).  Wendet  mau  hierauf  den  rQckschreitendeu  ein- 
fachen Gyclus  von  drei  Elementen  [a  g  o)  an,  so  erhält  man  das 
gewünschte  Resultat  (54827136).  Die  weiteren  Beispiele  werden 
wohl  ohne  weitere  Erklärung  verständlich  sein. 

ox  A.i         ■      TT  ^       i-  o      /'302  7  1564\ 

3)  Allgememe  Vertauschoug:  "  =  13  025176  4/" 

Erster  Cyclns:  (J  5  7);  Resultat:  (30215764). 
Zweiter  Cyclus:  (l  j) ;    Resultat:  (30251764). 

*^   A,i         •      v_*       V.  o      /'53  7  89  1246\ 

4)  Allgemeine  Vertauscnung:  ^  ~'  \^  4.  i  a  q  i  9  s  q) ' 

Erster  Cyclus:  (7  g  9  1  2  4  s)  5  Resultat:  (578912436). 
Zweiter  Cyclus:  (4  7  g  9  1  2)  i     Resultat:  (547891236). 

Aus  diesen  vier  Beispielen  lässt  sich  leicht  folgendes  Gesetz  abstrahiren: 
,,lBt  die  Differenz  der  Stellenzahl  der  beiden  zu  vertauschenden  Ele- 
mente gleich  V,  dann  spielen  beim  ersten  Cyclus  v  -|-  1  Elemente,  beim 
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zweiteu  v  Elemente  mit.  Daher  besteht  nach  dem  vorigen  Satze  iev 
erste  Cyclus  aus  v  einfachea  Vertaiiachimgen,  der  zweite  Cjclua  aus  v —  1. 
Wenn  man  also  auf  diesem  Wege  die  allgemeine  Yertauscliung  in  ein- 
fache zerlegt,  so  ist  Gesammtsumme  der  letzteren  2v  —  1 ,  also  eine 
ungerade  Zahl."  Es  sei  hierbei  bemerkt,  dass  diese  Zahl  2v  —  1  ledig- 
lich von  dem  oben  eingeschlagenen  Wege  abhängig  ist.  Irgend  ein 
systematisches  oder  auch  willkürliches  anderes  Verfahren,  die  allge- 
meine VertaaschuDg  auf  einfache  zurückzufQhren,  wird  im  Allge- 
meinen auf  eine  ajidere  Zahl  führen. 

8.  Herskllung  des  allgememen  Cyclvs  aus  der  aUffemeinert  Ver- 
tauschung. Wir  bestimmen  den  zum  allgemeinen  Cyclue  gehörigen 
einfachen  Cjclua,  lösen  diesen  in  seine  einfachen  Vertauschungen  auf, 
und  bilden  alsdann  die  entsprechenden  allgemeinen  Vertauschungen. 
Diese   ersetzen   gerade    den   allgemeinen   Cyclua. 

Beispiel  1.    Es  sei  gegeben  der  allgemeine  Cyclus 
(4351  G2\ 
^  =  VI  2  5  3  6  4^  • 

(4  1  3  2\ 
13  2  4/'  welcher  selbst  in  die  einfachen 

Vertauschungen  (4  1),  (4  3),  (4  2)  aufgelöst  werden  kann. 

Hierzu  bilden  wir  der  Reihe  nach  die  zugehörigen  allgemeinen 
Vertauschungen  und  erhalten  so  entsprechend  (4  1) 

'^'^(135462)'  '^^^'^^  entsprechend  (4  3) 

"^s  =  {]  4  5  8  6  2) '  ^^'^'^^  entsprechend  (4  2) 

*'  =  U3536tj' 
womit  das  gewflnschli«  Keaultat  erreicht  ist. 
Beispiel  2.    Es  ist  der  allgemeiue  Cyclus 
_       /3  5738264  1\ 
*~  1^7  6896214  3J 
in  allgemeine  Vertauschungen  zu  zerlegen.  Wir  bestimmen  aus  S  den 
einfachen  Cyclus 

/3  7  8  6  1\ 
1,786  13/- 
Ihm  entsprechen  die  einfachen  Vertauschungen: 

(37),    (38),    (36),    (3  1). 
Also  zerfällt  S  in  die  vier  allgemeinen  Vertauschungen 


('7  6398264  1\ 
1,7  5893264  1; 


„        /3  6  7  9  8  2  6  4  1\  „        n 

"■■"  1^7639  8  264  V'        "' ~  {l 
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/7  5893264  1\    „   /7  5896234  1\ 


S, 


/7  5893264  1\    ^   /7  5896234  1\ 
^7  5896234  1^'   ^*  =  (,7  5896214  3^" 


Man  erkennt  aus  diesen  Beiapieleo,  dass  der  allgemeine  Cyclus  sich 
genau  in  derselben  Weise  in  allgemeine  Vertauschtingea  auflösen 
läset,  wie  der  einfache  Cyclua  in  einfache  Vertanschuugen.  Spielen 
daher  beim  allgemeinen  C;clus  v  -^  1  Elemente  mit^  so  kann  man  ihn 
in  V  allgemeine  Yertaaschungen  auflSsen.  (Im  Beispiel  1  waren  die 
Elemente  des  Cyclus  an  Zahl  4,  die  allgemeinen  Vertauschungen  3; 
im  Beispiel  2  spielten  5  Elemente  im  Cyclus  mit,  also  ei^aben  sich 
4  allgemeine  Vertauschungen.) 

9.    Serstäturtff  einer  bdiebigen  Substitution  durdi  aUgemeine  Cyclen. 
Sei  z.  B.  die  gegebene  Substitution 


-       /g  08435217  6\ 
''"  (,165092834  7^- 


.  =  (? 


.  =  (} 


Wir  können  sie  uns  entstanden  denken  dadurch,  daas  zunächst  9 
durch  1,  1  durch  3,  3  wieder  durch  9  ersetzt,  d.  h.  dass  die  obere 
Permutation  zuerst  dem  allgemeinen  Cyclus: 

/'9  08435217  6\ 
108495237  6^ 
unterworfen  wurde.     In  dem  Resultat  dieser  SubBtitntion,  d.  h.  in  der 
untern  Fermutation  dieses  Ausdruckes  £^,,  trat  hierauf  an  Stelle  der  0 
der  Index  6,  an  Stelle  von  6  der  Index  7,  an  Stelle  von  7  der  Index  4, 
endlich  an  Stelle  von  4  wieder  der  Index  Null,  d.  h.  sie  wurde  einer 
VerÄndenmg  unterworfen,  bewirkt  durch  den  allgemeinen  Cyclus: 
108495237  6\ 

Vi  6  809  5234  7^- 

Aus  der  untern  Fermutation  der  Substitution  S^  gelangt  man  endlich 
zur  gesuchten  untern  Permutation  im  Ausdrucke  S,  indem  man  8 
durch  5,  5  durch  2  und  2  wieder  durch  8  ersetzt,  also  auf  sie  den 
allgemeinen  Cyclus  anwendet: 

„        /l  68096234  7\ 
*3  =  \1  66092834  7;- 
Wir  sehen  somit,  die  allgemeiue  Substitution  S  lässt  sich  ersetzen 
durch  die  drei  allgemeinen  Cyclen  S^,  £,,  Sf 

Die  Anzahl  der  Cyclen,  die  flir  eine  allgemeine  Substitution  ein- 
treten können,  lässt  eich  nicht  von  vornherein  angeben;  sie  lösst  sich 
aber  rasch  ermitteln,  wenn  man,  etwa  von  der  ersten  «Ziffer  links  aus- 
gehend, nach  der  im  vorstehenden  Beispiele  dreimal  angegebenen 
Methode  verfthrt.  Jedesmal  wenn  wir  auf  diese  Weise  zur  Ausgangs- 
ziffer  zurückkehren,  ist  der  erste  Cyclus  geschlossen,  und  die  Ermitt- 
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luDg  des  zweiten  Cyclas  kann  daim  mit  dem  nächsten  Index,  der  nicht 
achon  im  ersten  enthalten  ist,  begonnen  werden. 

Es  kann  natürlich  eintreten,  dass  Oberhaupt  nur  Ein  Cjclus  auf- 
-tritt,  d.  h.  dass  die  allgemeine  Substitution  selbst  einen  einzigen  C;clu3 
darstellt,  wie  in  dem  Beispiele: 

/598234176\ 
(■^J  ^  ■=  Vö  2  5  1  4  6  3  8  7^ 

oder  aber  auch,  dass  S  Cyclen  enthält  mit  einem  einasigen  Elemente, 
wie  z.  B.  die  Substitution 

/51823476\ 
(3)  *  —  1^2  1  5  4  3  6  8  7^ 

Sie  zerfällt  in  den  Cjclus  (246785)  °*'''  ^^"^^^  Elementen  und 
in  die  beiden  eingliedrigen  Cyclen  (1),  (3). 

Hat  man  nun  auf  die  ai^;egebene  Art  die  Zahl  v  der  Cyclen  er- 
mittelt, welche  eine  allgemeine  Substitution  yertreten  können,  so  erhält 
man  die  Zahl  der  allgemeinen  Yertauachungen  in  folgender  Weise. 
Sei  die  Zahl  der  Elemente  des  ersten  Cyclua  «,,  die  des  zweiten 
Oj  . . .  n.  s.  w.,  die  des  v""  Uy,  dann  ist,  weil  ja  alle  Elemente  durch 
alle  Cyclen  erschöpft  sein  müssen,  Ha^  ^=  a^  -\-  a^  -\-  •  ■  ■  a,  ^  n.  Nun 
besteht  aber  nach  Nr.  8  der  allgemeine  Cyclus  von  a^  Elementen  aus 
a^  —  1  Yertauscbungen,  daher  ist  die  Summe  aller  allgemeinen  Yer- 
tauschungen,  welche  die  allgemeine  Substitution  ersetzen  können,  gleich 

2;«p  —  (1  +  1  -i V  mal)  =  tt  —  w. 

Es  mag  hier  nochmals  erwähnt  werden,  dass  diese  Anzahl  lediglich 
abhängig  ist  von  der  hier  eingeschlagenen  Methode,  sie  zu  ermitteln. 

10.  Bestimmung  der  HawptUasse  (siebe  Nr.  4),  der  eine  SiAstiMim 
angehört.  Diese  Aufgabe  könnte  am  Besten  am  Differenzenproduct 
direct  erledigt  werden,  indem  man  an  demselben  der  Beihe  nach  die 
einzelnen  Tertauechungen  vornimmt  Doch  möchte  sie  vielleicht  unter 
Berücksichtigung  einzelner  Merkmale  der  Substitutionen,  die  wir  nnn 
besprochen  habeu,  leichter  zu  ISsen  sein.  Wir  sehen  nämlich  Folgendes: 

a)  Da  sich  die  einfache  Vertauschung  auf  eine  einzige  bestimmte, 
wenn  auch  willkürlich  gegebene  Permutation  bezieht,  so  können  wir 
der  Einfachheit  halber  annehmen,  diese  willkflrlich  gegebene  sei  die 
gut  geordnete  Permutation.  Dies  vorausgesetzt,  kann  eine  einfache 
Vertauschung  zweier  Nachbarindices  a^  und  «p-i-i,  die  also  natürlich 
nur  mehr  um  1  verschieden  sein  können,  angewendet  auf  das  Diffe- 
renzenproduct  der  Indices,  nur  das  Vorzeichen  der  einzigen  Differenz 
(o^  —  fg  +  i)  ändern,  da  in  allen  übrigen  Differenzen  der  Abstand  der 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


13  Erster  Thel).    Theorie  der  DetormmaDten. 

Indices  von  dem  Index  a^  bezw.  a^  +  i  mindestens  zwei  Einheiten  be- 
trägt, also  eine  Veränderimg  des  Minuenden  oder  Subtrahenden  um  t 
keine  Vorzeichenimderung  zur  Folge  haben  kaun.  Demnach  ändert 
mit  diesem  einzelnen  Factor  (a^  —  a^+ 1)  das  ganze  Product  sein  Zeichen, 
d.  h.:  „Die  einfache  Vertauschung  gehört  der  zweiten  Hauptklasse  an." 
Damit  ist  aber  auch  die  ClaEsification  der  übrigen  Substitutionen  ge- 
wonnen. 

ß)  Der  einfache  Cyclus  von  v  -\-  l  Elementen  gehört  nach  (6) 
der  ersten  oder  zweiten  Hauptklasse  an,  je  nachdem  v  (=  der  Zahl 
seiner  einfachen  Vertauschungen)  gerade  oder  ungerade  iat. 

y)  Die  allgemeine  Vertauschung  gehört  immer  der  zweiten  Haupt- 
klasse an,  da  sie  nach  Nr.  7  aus  2v  —  I,  also  einer  ungeraden  Zahl 
einfacher  Vertauscfaongen  besteht. 

S)  Der  allgemeine  Cyclus  verhält  sich  wie  der  einfache,  da  ja  die 
allgemeinen  Vertauschungen,  durch  welche  ersterer  ersetzt  werden  kann, 
wie  die  einfachen  Yertauschungen  zur  zweiten  Hauptklasse  gehören. 

e)  Die  beliebige  Substitution  endlich  besteht  aus  n  —  v  allge- 
meinen Yertauschungen,  wo  n  gleich  der  Zahl  der  Elemente  und  v 
gleich  der  Zahl  der  die  Substitution  ersetzenden  allgemeinen  Gyclen 
ist.  Je  nachdem  diese  Differenz  also  gerade  oder  ungerade  ist,  gehört 
die  Substitution  zur  ersten  oder  zweiten  Hauptklasse. 

11.  Wir  wenden  diese  Merkmale  auf  die  bereits  behandelten  Bei- 
spiele an. 

a)   In    der   Permutation    (53421)    ändert    die    einfache   Ver- 
tauschung (3  1)  das  Vorzeichen  des  Differeuzenprodactes 
(1  -  2)  (1  -  S)  (1  -  d)  (1  -  6)  -  P 
(2 -3)  (2 -.4)  (2 -6) 
(3-4)  (3-5) 
(4-6) 
denn  in  ihm  ändert  nur  der  erste  Factor  sein  Zeichen,  die  Obrigen 
gehen  ineinander  über;  man  erhält 

(2  —  1)  (2  -  3)  (2  -  4)' (2  —  5)  —  -  P. 
(l_3)(l-4)(l-6) 
(3  -  4)  (3  -  6) 
(4  -  6). 

ß)  Der  erste  einfache  Cyclus  in  Nr.  6: 

/2  5  3  1\ 
\5  3  1  2^ 

setzte  sich  zusammen  ausdreieinfachen  Vertauschuugen(25),(33),  (2  1), 
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also  gehört  er  der  zweiten  Elaese  au,  während  z.  B.  der  einfache  CycluE 
/2  5  3  1  4\ 


/2  5  3  1  4\ 
V2  3  1  4  2^ ' 


da  er  aus  den  vier  eiDfa«hen  Vertauschungen  (2  5),  (2  3),  (2  1),  (2  4)  be- 
steht, unter  die  erste  Hauptklasse  zu  rechnen  ist. 
y)  Die  allgemeine  Vertauschung 

„       /2  4  1  5  3  6\  -,     „   „  .     .  ,  , 
^  —  U  4  1  5  3  2;  Nr.  7,  Beispiel  1, 

warde  ersetzt  dorch  die  beiden  einfachen  Gyclen 

^        /2  4  1  5  3  6\         ,     „        /4  l  5  3  G\ 
^1  ~  U  1  5  3  6  2^     ""''    ^»  "  I.C  4  1  5  3;  5 

der  erste  besteht  aus  fünf,  der  zweite  aus  vier  einfachen  Vertauschungen. 
Da  die  Summe  derselben  =■  9  ist,  so  gehSrt  S  zur  zweiten  Klasse  der 
Substitutionen;  die  Behauptung  läfst  sich  leicht  direct  am  Differenzen- 
product  verificiren. 

d)  Die  Substitution  Nr.  7,  Beispiel  2, 

„       /5  7  8  2  4  1  3  6\ 

*"=U  482713  6^ 
zerfiel  in  die  Cyclen 

/7  8  2  4N  /8  2  4\ 

'^i  — V8  2  4  7^'        ^■=V4  8  2y' 
deren  erster  aus  den  drei  einfachen  Vertauschungen  (7  8),  (7  2),  (7  4), 
deren  zweiter  aas  den  zwei  Vertauschungen  (8  2),  (8  4)   besteht,  ihre 
Summe  iat  =  5,  also  wiederum  eine  ungerade  Zahl. 

e)  Der  allgemeine  Gyclus 

„       M  3  5  1  6  2\ 
^  "=  U  2  5  3  6  4J 
in  Nr.  8  wurde  zerlegt  in  die  drei  allgemeinen  Vertauschungen 
_        /'4  35162\  -,        /13546  2\  „        /'1453G2\ 

*'  =  U  3  5  4  6  2j'  ^«  =  Vi  4  5  3  6  2J'  ^»  =  U  2  5  3  6  4^  - 
Für  Si  ist  die  Differenz  der  zu  vertauschenden  Stelleuzahlen  v,  ■-  3, 
daher  die  zugehörige  Zahl  der  einfachen  Vertauschungen  2i',  —  1  =?  5. 
Femer  ist  das  zu  S,  gehörige  t>,  =  2,  die  Zahl  der  einfachen  Ver- 
tauschungen 2t'j  —  1  >=  3,  endlich  das  zu  S^  gehörige  Vg  =  4,  die 
Zahl  der  einfachen  Vertauschungen  2v,  —  1  <=  7.  Die  Summe  aller 
Vertauschungen  ist  also  5  +  3  +  7  =■  15. 

Daher  gehört  S  der  zweiten  Hanptklasse  an. 
Änalysiren  wir  auf  die  gleiche  Weise  das  im  nämlichen  Abschnitt 
gegebene  zweite  Beispiel,  so  finden  wir 

2»., —  1=3,    2r,  —  1  — 3,    21/, —  1=.  3,    2»^  —  1  =  3. 
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Die  Samme  dieser  vier  ungeraden  Zahlen  giebt  eine  gerade,  d.  h.  diese 
Substitution  gehört  der  ersten  Hauptklasse  an. 

Q  Betrachten  yir  endlich  die  beliebige  Substitution 
„       /9  08436217  6\ 

''-M660920847^ 
in  Nr.  9.     Wir  zerlegten  sie  in  die  drei  allgemeinen  Cyclen 

„        /9  08436217  6\ 

''i~U0849  62  8  7G;> 

„        /l  08496237  6N 

*«~M  68085234  7^' 


„        (■168096234  7\ 
'•""(,165092834  7/ 


deren  einfache  sind 

/93I\ 

/O  4  7  6\ 
Ve  0  4  7^ ' 
/8  5  2\ 
1,5  2  8/- 
Zam  ersten  Cyclas  gehören  also  zwei,  zum  zweiten  drei,  zum  dritten 
wieder  zwei    allgemeine   Vertauschnngen,     Die   Anzahl    derselben   ist 
somit  =7,  und  weil  jede  allgemeine  Vertauschung  nur  in  eine  un- 
gerade Zahl  von  einfachen  anfgelöst  werden  kann,  80  ist  die  Klasse 
dieser  Substitution  die  zweite. 

1])  D^egen  gehört  die  Substitution 

/5  6  7  3  4  2\ 
^  =  1^3  4  6  2  7  5^  > 
welche  sich  in  zwei  allgemeine  Cyclen  spaltet,  denen  die   drei  ein- 
fachen 

(326)  ""''  (476) 

entsprechen,  zur  ersten  Hauptklasse,  weil  in  den  zwei  allgemeinen 
Cyclen  je  drei  Elemente  mitspielen,  so  dafs  dieselben  zusammen 
durch  2  -|-  2  =  4,  d.  i.  eine  gerade  Anzahl  allgemeiner  Yertauschungen 
ersetzt  werden  können. 

12.  Classifkation  der  SubsHtuUm  durcA  Stählung  äer  Derange- 
menis.  £in  weiteres  Mittel  die  Klasse  einer  Substitution  S  zu  be- 
stimmen, liefert  auch  die  Abzahlung  der  Derangements  in  den  beiden 
Permutationen  von  S.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

„Gehört  eine  Substitution  der  ersten  Klasse  an,  so  ist  die  Diffe- 
renz der  Derangements  in  der  obem  und  untern  Permatation 
eine  gerade,  gehört  sie  der  zweiten  Klasse  an,  eine  ungerade  Zahl." 
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Wir  k&nnen  diese  Behauptung  mit  den  bisherigen  Kriterien  leicht 
in  Einklang  bringen.  Jede  einfache  Yertauschung  an  der  obem  Per- 
rnntation  bat  nämlich  eine  Vermehrung  oder  Verminderung  der  An- 
zahl der  Derangements  um  eine  und  nur  eine  Einheit  zur  Folge. 
Lässt  sich  nun  die  Substitution  durch  p  einfache  Vertauscbnngen  er- 
setzen, 80  wird  auch  die  Zahl  der  Derangements  bei  8ucc«ssiver  An- 
wendung dieser  p  Operationen  stetig  um  eine  Einheit  immer  vermehrt 
oder  vermindert.  Die  algebraische  Summe  dieser  Aenderungen  ist  also 
gleichzeitig  mit  p  gerade  oder  ungerade;  und  damit  ist  die  Behauptung 
erwiesen. 

Um  die  Klasse  zu  charakterisiren,  welcher  eine  Substitution  an- 
gehört, führen  wir  die  Gröfse  e«  ein,  welche  wir  den  ModtU  der  Sub- 
stitution nennen  wollen.  Wir  bestimmen  dann  denselben  so,  daTs  er, 
wenn  S  der  ersten  Klasse  angehört,  den  Werth  es  •=  +  1,  im  andern 
Falle  den  Werth  tg  =•  ~  l  habe. 

Die  oben  erwähnte  Methode  der  Klassenbestimmuug  wollen  vrir 
noch  am  vorletzten  Beispiel  von  Nr.  11  erläutern. 

Die  gegebene  Substitution  ist: 

„       /a  08435217  6\ 
*  —  U  65092834  7J- 
Wir  bestimmen  zuerst  durch  die  in  (3)  erwähnte  Theilung  die  Anzahl 
der  Derai^ements  in  der  obem  Permutation. 
Trennen  wir: 

(9  0  8  4  3  I  5  2  t  7  6), 
dann  ist:  (1.)  die  Zahl  der  Derangements  vor  dem  Terticalstricb 
4  -f  2  -f  1  =  7;  (2.)  hinter  demselben  gleich  2  +  1  +  1=4;  (3.)  die 
Zahl  jener,  welche  die  erste  Gruppe  in  Bezog  auf  die  zweite  bildet, 
gleich  9  +  0  +  8  +  4  +  3  —  ^^  —  8;  also  die  Summe  aller  =  19. 
Ebenso  findet  man  die  Zahl  der  Derangements  in  der  untern  Permu- 
tation ^12.  Die  Differenz  beider  Anzahlen  ist  7,  was  mit  der  dort 
gefundenen  Zahl  allgemeiner  Vertaiischungen  übereinstimmt.  Die  Sub- 
stitution gehört  also  zur  zweiten  Klasse  und  hat  somit  den  Modul 
es 1. 

§  2.    Begriff  der  Determinanten. 
13,    Verwendutig  der  Substitutionen  zur  Serstellung  aller  Glieder 
einer  Dderminante.     Es  seien  gegeben  die  «*  Elemente: 

die  wir  also  durch  zwet  angehängte  Zeiger,  Doppelindices  genannt,  von 
einander   unterscheiden  wollen.     Jeder  Substitution,   gebildet  aus  den 
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n  einfachen  ludices  1,  2,  3,...tt,  kann  man  ein  Prodnct  G,  gebildet 
aus  M  Elementen  Oit  anordnen,  wie  ea  die  folgenden  Beispiele  lehren 
mögen. 

a)  Sei  H  =  6;  die  56  Elemente  sind  alsdann:     ~ 
o,|,  «ij  . . .  (3,g;  Oj,,  0,2 . . .  Ote;  ...  Ofi,  Ois . . .  af«;  •  •■Oo,,  0^  . .  ■  0«; 
ferner  sei  gegeben  die  Substitution 

/5  6  2  1  3  4\ 
^  ="  1^3  6  2  4  1  5; ' 
mit  dem  Modul 

SS J, 

da  die  DifTerenz  der  Derangements  9  —  8  <=  1  ist  Wir  lassen  der 
Substitution  S  das  Produet  entaprecben 

G  •=  —  öjj  Ogg  dg)  0(4  ßg,  0,5. 
Da  die  Doppelindices  der  ausgewählten  Elemente  a,»  gerade  die  unter- 
einander stehenden  Zahlenpaare  der  Substitution  S  sind,  so  ist  klar, 
dass  allen  N  Ausdrücken  für  ein  und  dieselbe  Substitution  immer  ein 
und  dasselbe  Produet  G  auf  diese  Art  zugeordnet  ist.  Dasselbe  hängt 
also  lediglich  von  der  Substitution  ab  tmd  nicht  von  der  speciellen 
Permutatiou,  auf  welche  diese  etwa  angewendet  wuriie. 

ß)  n  =  5,  S— (12534)'  *^«''  ««=■  +  !; 
daher  <?  =  +  «„  Ojj  o^^  a^^  Oj^. 

„    „       /O  1  3  6  5  4  2\      , 

y)  «  =  7,  S=l^l0  6423  5j'  ^8**  ts 1; 

daher  ff  =  —  (»01  0,0  Oj^  a„^  öj,  ^43  Ojj . 

Den  beiden  Hauptklassen  der  Substitutionen  S  entsprechen  also 
auch  zwei  Hauptklassen  von  Producten  ff,  die  erste  mit  positivem  Vor- 
zeichen, die  zweite  mit  negativem.  Die  Aufgabe,  alle  Producte  ff  zu 
bilden,  können  wir  lösen,  indem  wir  zunächst  alle  Substitutionen  S 
bestimmen.  Dabei  können  wir  unter  anderm  entweder  die  gut  ge- 
ordnete Permutation  als  die  obere  wählen  —  das  liefert  eine  erste  Art 
die  Substitutionen  aufzustellen;  oder  aber  sie  als  die  untere  verwenden 
—  das  liefert  eine  zweite  Art. 

Haben  wir  alsdann  den  Modul  ts  jeder  Substitution  ermittelt,  so 
ordnen  wir  endlich  jeder  das  Produet  jener  Elemente  an  zu,  deren 
Doppelindices  gerade  die  nntereinander  stehenden  Zablenpaare  in  S 
bilden. 

Wir  wollen  in  den  folgenden  Beispielen  die  Producte  ff  für  «  ^  2, 
n  ^  3,  n  ^  4  berechnen,  indem  wir  dabei  die  Substitutionen  nach  der 
ersten  Art  aufstellen. 
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Substitatiooen:  (,  nji    (9  l) 
Modul  ss-  +  1 ,       —  1 . 

Product  G:  -{-  a,,  Ojj,   —  a,^  i 


)  «=-3. 


SttbstÜutioner,:   (J  g  3)  (}  3  g)  (2  1  s)  (s  3  l)  (s  1  2)  (.3  2  l)  ■ 
Maiul  Es:  +1        -  1       -  I       +1        +1        -  1  ■ 

TtodudeG:    -\-  Oj,  a^  a^,   —  «„  a„  0,^,   —  (i,j  a„  «„,   +  n,a  a^,  Oj,, 


l  «W  '»■J2J    —  "is  "« 

+  (1,3  <hi  'hti    —  «13  « 


y)  n  =-  4. 


SubBtit. 

Modol 

Product  Gt 

Subetit. 

Modul 

Product  Gi 

/1234\ 
(,12  84J 

+  1 

+  «.ii>«"»»u 

/l  2  3  4\ 
U  1  2  4; 

+  1 

+  «..«>i"m»44 

iWlt) 

-1 

-  »u  "ü  <^  »4J 

rt234\ 
1,3  1  4  2; 

-  1 

-  0|J  »Jl  «»  »4. 

(11^1) 

—  1 

-  »11  "m  »n  »44 

/l  2  3  4\ 
1,3  2  1  4/ 

-  1 

-  »IJ  »>.  »!1  «41 

C1234\ 
U  3  4  2^ 

+  1 

+  "u  "%  «t4  "41 

/1234\ 
U241J 

+  1 

+  »!>»..««  »41 

/12  3  4\ 
U  4  2  3J 

+  1 

+  "11  «.4  "s.  "4. 

/l  2  3  4\ 
1,34  12; 

+  1 

+  »1.»!4»51»4. 

/12B4\ 
\\  4  3  2j 

—  1 

—  <'ll«14<%"4. 

/'1234\ 
l342lj 

-1 

—  «l.»14»»»41 

/1234\ 
U134; 

-  1 

—  «1.  «11  «»  »44 

n  2  3  4\ 
U123; 

-  1 

—  »14»11».1<'4« 

/12S4\ 
\2\i3j 

+  1 

+  »1,  "11  »U  »4. 

/l  2  3  4\ 
U  1  3  2; 

+  1 

+  «14  »11  »..«4. 

ai?t) 

+  1 

+  »l.»0»«l»44 

/l  2  3  4\ 
1,4213; 

+  1 

+  «14  «..  «11  «4. 

GHÜ 

—  1 

-  »11  »!.  0.4  ^l 

/l  2  3  4\ 
U  2  3  ij 

-  1 

-«14«!.«»  «41 

ai?^) 

-  1 

—  »1.%4»I1»4. 

/1234\ 
U  3  1  2; 

-1 

—  «14  «»«11  «4. 

Gl§t) 

+  1 

+  Ou»!4"m»41 

/1234\ 
U  3  2  1; 

+  1 

+  «14  «««««41 

14.  i)^i«'fton  der  D^xrm'mante.  Man  nennt  nun  die  Summe  aller 
Producte  O,  -welche  eich  anf  diese  Weise  durch  die  Substitutionen 
Ton  n  IndiceB  bilden  lassen:   die  Determinante  des  Bystemes  der  n* 

GoBDU,  neterirlout«.  % 
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Elemente  aik-    Eine  solche  Determinante,   die  wir  mit  ^  bezeichnen 
wollen,  ist  also  dargestellt  in  dem  Ausdrucke 


^-l'o., 


(1) 

wobei  die  öi  in  der  Weise  gewonnen  werden,  dafs  man  zuerst  alle 
möglichen  Substitutionen  der  »  Indices  bildet,  den  zugehörigen  Modul 
bestimmt,  und  nun  jeder  Substitution  das  entsprechende  G  znordnet. 
Statt  nun  aber  eine  Determinante  durch  die  in  (1)  angegebene 
Summe  auszudrücken,  wühlt  man  meist  die  folgende  Schreibweise 

«11  «li  o« 
<hx<hf- 


(2) 


^  — 


»11  «11  »u  "u 

«.1  «»  »O  "!. 

".1  »Ji  <Hj  0» 

»11  <•«  »u  »u 

So  ist  die  Determinante  der  in  Beispiel  4  des  vorigen  Absatzes  ent- 
wickelten Glieder  gegeben  durch 


(S) 


Der  rechts  befindliche  Ausdi-uck  ist  nur  ein  Schema,  eine  Form  ftlr 
die  Anordnung  der  Elemente,  und  als  solche  Form   belegen  wir  sie 
nicht  mit  dem  Namen  Determinante,  sondern  mit  dem  Namen  Matrix. 
Den  wirklichen  Werth  derselben  stellt  dann  der  Ausdruck 
(1)  ^  —  SGi 

dar.  Es  ist  nicht  ndthig,  dass  in  einem  solchen  Schema  stets  ebenso 
TJele  horizontale  Zeilen  von  Elementen  auftreten  als  verticale  ReiKen 
(Colonneu).     So  kann  man  auch  die  Matrix  bilden 

Ojl  «13 Ol, 

0*1  «a «s« 

Omt   Oml     -    •    ■     Omn 

WO  m^n  ist;  in  ihr  ordnen  die  Elemente  sich  in  n  Reihen,  dagegen 
in  m  Zeilen,  In  diesem  Fall  aber  repräsentirt  die  Matrix  keinen 
numerischen  Werth,  während,  wenn  die  Zahl  der  Zeilen  mit  denen  der 
Colonnen  Übereinstimmt,  dieselbe  einen  solchen  besitzt,  den  man  mittels 
der  Snmme  (1)  darstellen  kann.    Die  Producte  Gi  nennt  man  Glieder, 
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ihre  Factoren  Oji  Elemente  der  Determinante.  Der  erste  Index  eines 
solchen  Elementes  zeigt  an,  welcher  Zeile,  der  zweite,  welcher  Ver- 
tical-Reihe  oder  Coloune  es  angehört.  Man  sagt,  die  Determinante  ist 
n-gliedrig  oder  »*"'  Ordnung,  so  bald  sie  w'  Elemente  besitzt. 

15.  Berechnung  des  WeriJies  einer  Determinante  aus  ihrer  Matrix. 
Ist  eine  Matrix  von  n  Zeilen  und  n  Oolonnen  gegeben,  so  irE^t  sich, 
wie  bestimmt  man-daraus  den  Werth  derselben,  also  die  zugehörige 
Determinante,  d.  h.  wie  findet  man  die  einzelnen  Glieder  Gt  einer 
solchen  Summe 

(1)  J  =  2:Gi. 

Nun  sieht  man  aber  leicht  —  man  vergleiche  z.  B.  die  24  Glieder  im 
Beispiel  y)  Nr.  13  —  dass,  weil  einmal  alle  ersten  Indices  der  n  Ele- 
mente eines  Gliedes  von  einander  verschieden  sind,  dann  aber,  weil 
auch  keine  zwei  der  zweiten  Indices  in  einem  Gliede  äbereinstimmen, 
jede  Zeile  und  jede  Colonne  nur  durch  ein  einziges  Element  in  einem 
Gliede  vertret^i  sein  kann.  Also  hat  man  das  Gesetz:  Jedes  Glied 
enthält  ein  und  nur  ein  Element  jeder  Zeile  und  jeder  Colonne,  uud  wir 
erhalten  also  alle  G«,  wenn  wir  sämmtliche  Producte  bilden,  in  denen 
dieses  Gesetz  beachtet  ist.  Wir  haben  aber  bereits  in  Nr,  13  ge- 
sehen, wie  man  systematisch  zu  diesen  Produeten  gelangen  kann,  and 
können  nach  dieser  an  den  Beispielen  a),  ß),  y)  entwickelten  Methode 
direct  die  Summe  aller  Glieder  einer  Determinante  scheuiatisch  an- 
schreiben.   Es  ist  also: 

I  «81  a«  I       Sf  "" 
wenn  wir  die  Glieder  aas  solchen  Substitutionen  ableiten,  bei  denen 
die  gut  geordnete  Permutation  sich  oben  befindet;  oder: 

—  Ol|Ow  — Ö»1Ö|») 

wenn  bei  den  entsprechenden  Substitutionen  die  gut  geordnete  Permu- 
tation unten  ist. 

O»  Ol»  «13 
«(l«MO|i3 
«11«M«SS 

=    ^    +  Gi  =  +  «iiOmObs  —  Ou«M«3i  —  «»«««» 
*"*  +«l»»a|Ö81  +«1S««*«  — «19«M«SU 

oder 

=  -f  o„o„a3s  —  Oii%ii«sa  —  a*iOit«M 
+  a„flsaa,s  +  «3i'^i2««  —  08i«««i») 
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wo  wieder  in  der  ersten  Summe  Substitutionen  mit  geordneter  Permu- 
tation oben,  in  der  zweiten  Summe  solcbe  mit  gu^eordneten  Fetmu- 
tanten benutzt  wurden. 

y) 


«11  <ht  a»  «»* 
«51  *w  fhi  «s* 
a.,  a„  a«,  a,. 


2± 


o,. 


iiid  bereits 


Die  Glieder  dieser  Summe,  nacii  der  ersten  Art  ermittelt,  f 
in  Beispiel  y)  Nr.  13  angegeben. 

Wir  wollen  sie  hier  noch  in  der  Gestalt  geben,  wie  sie  die  zweite 
Art  liefert.    Man  erhält: 

—  a„aj,a„Oj4  +  aj,a,jO„Oj4  —  'hi'^tt'^ta'ht  +  ««önajaO« 

+  Oa«M*»«sOM  — "»i«sia»a«  +  «si»iiO>*«i*  —  ««ÖM««»«!* 
+  ßiia«aKiaM  — aiia»iO»iO«s  +  «8ia«ais'^4  —  ß*iOsi<»i»o»« 

Dabei  sind  die  Glieder,  welche  der  nSmlichen  Permutationsklasee  an- 
gehören, immer  unter  eirumder  geschrieben. 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  a),  ß),  y)  k&nnen  wir  nun  leicht  den 
Werth  einer  2-,  3-  oder  4gliederigen  Determinante  bestimmen. 
Seispiele: 

13  6  1 
I  6  12  I 
141  I 
|02  I 

I  03  I 
|61  I 

I  34 

51- 
46 


3-4  — 1-4-5+2-3-2  — +  4. 


1. 


^—\ 


^  — 


J—\ 


—  3-  12- 


—  4-2-  1-0  —  8 


_  0  —  18  —  - 


18. 


1 

3 

—  2.1 

.7 -(-2-3 

6)- 

5-4-7 

7 

-l-6-f 

■l  +  (4.4. 

-3) 

-4-1  • 

1-U 

4-86 

-  140  -)-  30  - 

-48- 

-4 

112. 

^  — 

10-2 

03      5—1 

24     4 

/(  — 

3      1      12 
1      6     03 
2—2      16 

0     4-6  3 
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—  3-      5-      13     -1-      1-      1-3     +21.     0.3     -0.      1-0.6 

-3.     5.-6.6    +1.     1.-6-6    —2.1.-63    +0.     l-l-S 

-3-2.      0.3     +1.-2.      13     -26.     1-3    +0.     6-1. 6 

+  3.-2.-6.3     -1--2.— 5-2    +2.6.-52     -0.     6.1-2 

+  3.     4.     0.6    —1.     4.     1-6    +2.4-     1-3    -0.-2.1.3 

-3.      4.      1.3     +1.      4-      1-2    —2.4.     02     +0—2.0.2 

—  46  +  450  +  90  —  36  —  3  —  30-6  —  20—24  +  8 

+  30  -  30  -  100  +  24  -  647  -  249  =  398. 

7.        J  — 

1234 
0123 
0612 
0021 

—  1-1.  1.  1  -  1.  1    2.2  — 1-5-2.1 
+  1  .  5  .  2  .  3  -  1  -  4  -  10  +  30  -  17. 

16.  Methode  eur  Aufstdlung  von  Lehrsäteen  über  Delermmanten. 
Diese  Art  der  WerthbesUmmung  einer  Determinante  ist  indese  im  All- 
gemeinen noch  ziemlich  mObeToll.  Zahlreiche  Determinantenlehraätze 
werden  den  Weg  wesentlich  abhOrzen.  Um  aber  zn  diesen  Lehrsätzen 
fiber  Determinanten  zu  gelangen,  werden  wir  stets  zwei  Matricas  von 
derselben  Elementenzahl 

6„  &,,  6,a  . . .  61. 


^  — 


"u  »..  «IJ  . 

».,  "1. . . 
«•1 

■  ■am 
■  Ou 

und    D  = 


b„  h^ 


6„6,s i 

vergleichen.  Beziehungen  zwischen  den  einzeln^i  Elementen  an  und 
bii ,  werden  sodann  auch  Veraulassong  geben  zu  einer  Relation 
zwischen  den  Determinanten  J  und  D  selbst. 

17.  Die  Transposition.  Setzen  wir  fest,  dass  die  Elemente  in  D 
und  J  durch  die  Bedingung  Oit  =  ha  mit  einander  verknüpft  seien, 
also  dass  z.  B.  fQr  n  =  3  die  9  Relationen  bestehen: 

Ojl  —  ^i»   öii*=Vj    <hz~hi\    <hi'=hiy    ««-=*«.    «s»""^^; 

SO  lässt  sich  die  Frage  stellen:  In  welcher  Beziehung  stehen  dann  die 
Werthe  ^  und  2)? 

Um  dieselbe  zu  erkennen,  bilde  ich  einmal  alle  Glieder  Gi  von  ^, 
indem  ich  die  Substitutionen  zu  Grunde  lege  mit  gut  geordneter  Per- 
mutation oben;  also  fQr  n  =>>  3  die  Substitn^onen: 

/12  3\     /12  3\      A2  3\      /l  2  3\      /l  2  3\     /i2  3\ 

Vissy-  \\i2)'  \2\y>  Vssi;»  \^\.2)'  \^2\)'^ 
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und  folglich  die  Glieder  Gii 

+  «11  <h»  «M.    —  «11  »»I  «S»>   —  «I«  "*1  «WJ    +  «1»  «iS  "si> 

+  "i3«si«BS)  —  ais«sg%- 
Sodana   stelle    ich    die   Glieder  Gi  von   ^  auf   unter   Benützung   der 
Substitutionen,  welche  die  gut  geordneten  Permutationen  unten  haben; 
also  die  Substitutionen: 

/12  3\      /13  2^     /'2  13\      /'2  3n      /3 1  2\      /'S  2  1\ 
U23j'    y23j'    U23j'    U23j'    Vl^sJ'    U  2  3  j  ■ 

und  folglich  die  Glieder  Gr. 

"f"  ^11  ^M  ^SSJ       ^11  ^5»  ^MJ      ^Sl  ^1«  ^Ml       "H  ''ai  '^Si  ''iSf 

+  *Bi  ^11  haj     —  hl  ^«  an- 
setzt   man    aber    ia    (iiese    Reihe    der  Glieder  Gj    die  Werthe    der . 
ii^f  =  Oit  ein,  so  stimmt  dieselbe  im  Modul  wie  in  den  Ooppelindicee 
der  Elemente  gerade   mit  der  Reihe   der  Glieder  Gi  überein,  und  es 
ist  daher  nothwendig 

(1) 

Genau  dieselbe  Uebereinstimmung  beider  Reihen  der  Gf  und  Gi  hin- 
sichtlich der  Äufeiaauderfolge  dieser  Glieder,  ihrer  Modul  und  der 
Doppelindicea  ihrer  Elemeute  liefert  diese  Methode  auch  im  allgemeinen 
Falle,  d.  h.  es  ist 


=2^;. 


(2) 


Ti^gt  man  nun  aber  auch  in  die  Matrix  der  Determinante  D  die  aus 
den  «*  Relationen  sich  bietenden  Werthe  Ton  bn   ein,  so  kommt: 

«II  «m  «31  «ji  -  ■  ■  «1 

«IS  «s»  «32   ■  .  .  .a, 

«13  «85 


Vergleicht  man  diese  Matrix  mit  der  Matrix  der  Determinante 


«3l«S»     •   • 


so  erkennt  mau,  dass  nur  die  in  der  Dii^onale  dieses  Schemas  befind- 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


%  2.    Begriff  der  DetermiuMiteD.  23 

liehen  Elemente  a^,  a^^ .  .  .  o,.  ihre  alten  Plätze  behalten  haben, 
während  alle  Übrigea  an  aolchen  Stellen  in  D  stehen,  die  man  aus 
ihrer  alten  L^e  dadurch  erhält,  dass  man  die  Matrix  von  ^  mn  ihre 
erste  Diagonale  a,i  %  . . .  a.«  umklappt.  Dabei  sind  also  die  Colonnen 
ZD  Zeilen,  die  Zeilen  zu  Colonnen  geworden,  und  eine  solche  Ver- 
tauschung  der  Elemente  einer  Matrix  nennt  man  Tran^sititm  der 
Matrix.    Also  hat  man  iu  Verbindung  mit  Gleichung  (1)  den  Satz: 

„Der   Werth  einer  Determinanie  imdert  sich  nicht,  wmn  man 

ihre  Mairix  transponirt.^' 
Bmspiele: 

1-        ^-|IJ|-|b.12|-3-12-6-6-6. 

2.    Transponirt  man  die  4.  Determinante  unter  den  Beispielen  zu 
Nr.  15,  so  findet  man 

2     54  I 

4      16=—  112. 
1  -3  7  I 
a  h  e  d   \ 

0  e  fg    \  .     , 

p  q  r  s      ""  "^''^  ""  "***  ~  "ä'**  +  "'S*? 
Ou  VW  I  +  ««/'s  —  aurg-\-pbfiO—phvg 
—  pectff  +  pevd  +  P^cg  —  pufd . 


Ganz  ebenso  liefert  aber 


^=- 


aQpQ  \ 

h  e  q  u  \  r        ,     ^ 

p  j  *  ^     =  aeru!  —  aesv  —  afqto  +  afsu 


d  ff  s  w     +  öjff"  —  agiir  -f-  bfpw  - 

—  cepw  +  cffpu  -\-  d^pv  —  dfpu. 
18.  Andere  übersichtliche  Bezeichnungen  für  eine  Determinanie.  Die 
Elemente  der  ersten  Diagonale  a,i,  a„,  o,, .  . .  a,,  behalten  bei  der 
Transposition,  wie  schon  erwähnt,  ihre  Stellen  bei.  Sie  bilden  ein 
ausgezeichnetes  Glied  in  der  Summe  SGi,  das  man  nach  der  Stellung 
seiner  Elemente  in  der  Matrix  Diagonalglied  oder  auch  Havptglied 
nennt,  aus  dem  alle  andern  Glieder  durch  Permutation  aller  ersten, 
oder  auch  der  zweiten  Indices  abgeleitet  werden  können.  Man  schreibt 
daher  eine  Determinante  auch  in  der  Form 

^  =  2^  +  0,1  Ojj  a,j  ■  ■  ■  fl«,  • 
Häufig  macht  man  auch  noch  von  einer  andern  Schreibweise  Gebrauch, 
die  gleichfalls  in  einer  Auszeichnung  des  Diagonalgliedes  beruht  und 
insbesondere  dann  ai^ewendet  wird,  wenn  die  Elemente  einer  Matrix 
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.  <^'>ii<]»'m  durth  cmfuclie  ausbin  an  dcrgeb  alten 
-  fiiifti  zweiten  Index  ein  anderer  Buchstabe 


•.'/  ■**•/>►■.■'■  »^  man  die  Determioaiiteu 


^i  = 


i  a.-J  ihre  Diagonale  durch  ^  =  (a,  b^), 

fc,  &,  6, 
c,  c,  c, 
..,■1  ^"  '".''.'-.■- 

Kai.'i    l>-'^')<   MiKHver.ständniss   eintreten,   so    läs^t   uian  selbst  die 
.-;■  fä/!."»  lo'ii'.'.-ft  weg,  und  schreibt  beispielsweise  statt 
I  a,  o,  I 

^-Ua  !-»■'■-'■»■• 

z;  =.  («6) . 
i'.t,     yertaaschimg  zweier  Zeilen.     Seien   wieder  die  beiden  Deter- 
niJitartt^D  ^  und  J7  gegeben;  zwischen  den  Elementen  solleo  alsdatui 
iiiK  u'  Uelationen  bestehen: 

'  (osf  —  bii, 
2)    aik-=bn,  i>2, 
iK  b.  es  soll  sein  z.  B.  fiir  n  ^  3 

1)     a.,  =V,     «,»"''«,     «.)  =  *«; 
2}     n,,  =  6„  ,     Oj,  -=  i|g ,     a„  —  h,^ ; 

3}       «31  =  K  >        «SS  =  *M  ,       «SS   ■=  *!«  ■ 

\Vir  bilden  wiederum  sowohl  die  Glieder  G,  als  die  tr,,  und  zwar 
die  Gi  unter  Zugruudelegung  der  Substitutionen,  deren  obere  Permu- 
tatioD  die  gut  geordnete  ist,  die  6,  aber  durch  Substitutionen,  dereu 
obere  Fermutation  aus  der  gut  geordneten  durch  die  einfache  Ver- 
tauBchung  (1  2)  hervorgeht.  So  ist  also  in  nnserm  Beispiel  fUr»  =  3 
die  Substitutionenreihe  für  die  Glieder  Gii 
,2  3\ 


;\      /l  2  3\  /l  2  3\      n  2  3\  /l  2  3\  /l  2  3\ 

:/'    \132J'  \213}'    l,23i;'  1,312;'  U2U' 

der  Oii 

i\     (2  1  3\  /2  1  3\      /2  1  3\  /•2  1  3\  /2  1  3\ 

;^'   \\-i2)'  \2yz)'   \2^\)'  \6\2)^  \:a2\)- 


23, 

Glieder  G, 
J  1  3-^     (2  1  3' 
12  3, 
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Bestimmt  mtut  nun  zu  jeder  Substitution  den  Modul  und  bildet  hierauf 
die  entsprechenden  Glieder  Gi  und  Gi,  so  bemerkt  man,  daes  immer 
nur  die  beiden  ersten  Factoren  Ou,  bezw.  Aüt  in  ihren  Doppelindices 
von  einander  abweichen  bei  je  zwei  Gliedern  (?,■  und  Gi,  welche  die- 
selbe PermntatioD  der  zweiten  Indices  haben,  und  dass,  weil  die 
Anfangssubstitutionen  schon  verschiedene  Moduln  haben  und  alle  spä- 
teren durch  die  nämliche  Anzahl  einfacher  Vertauechungen  entstehen, 
die  Vorzeichen  je  zweier  solcher  Glieder  entgegengesetzt  sein  müssen. 
So  sind  in  unserm  Beispiel  die  Glieder 

Gi  -=  +  «11  <ha  «Ml  —  «11   «SS  «M.  —  »IS  0»i   «SS)  +  «la  «si  «si. 

_  —  «13    «»l    «M.  +  «13   «M   OjM 

Gi=  —  6j,  6ij  tjs.  +  hl  *is  hi>  +  ^n  hi  ^i  ~  &«  hi  hu 
+  ^3  *11  ^WJ  —  &3S  *i»  hl- 
Trägt  mau  aber  in  die  Reihe  der  Gi  die  Werthe  der  bn  gemäss  den 
Bedingungen  ein,  eo  erhalten  gerade  die  beiden  ersten  Factoren  jedes 
Gliedes  Gi  gleichfalls  dieselben  Doppelindices,  wie  die  entsprechenden 
Glieder  Gi,  nur  die  entgegengesetzten  Vorzeichen  bleiben;  nach  dieser 
Substitution  besteht  also  allgemein  die  Relation 

G, Gi, 

und  folglich  auch 

^e, — ^ö„ 

°*"  .J--D. 

Ersetzt  man  nun  aber  auch  in  der  Matrix  D  die  Elemente  bn  durch 
ihre  entsprechenden  Elemente  an,  so  entsteht  eine  neue  Matrix,  die 
sich  TOn  der  Matrix  zu  ^  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  erste 
Zeile  mit  der  zweiten  vertauscht  ist.  Während  also  in  unserm  Beispiele 


D=. 


Wir  sehen  also:  „Vertauscht  man  in  einer  Matrix  die  erste  mit  der 
zweiten  Zeile,  so  ändert  die  Determinante  ihr  Vorzeichen."  Ebenso 
kann  man  aber  zeigen,  dass  die  Vertauschung  zweier  beliebiger  Zeilen, 
oder  mit  KOcksicht  auf  den  ersten  Lehrsatz  (16)  zweier  beliebiger 
Colonnen  die  nämliche  Wirkung  haben  muss.    Daher  der  Lehrsatz: 


«n  «11 

«1. 

«>i  «=  «H. 

«.1  <%.  «» 

«11  «» 

«M 

«1.  «1. 

«1. 

«11  «.. 

<h> 
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„  Vertaus(^  mwt  in  einer  Matrvc  eicei  bcli^nge  Zeilen,  oder  eum 
hdi^e  Colonnen,  so  ändert  der   Werlh  der  gugdwrigen  Deter- 
minante BMT  das  Voreeichen." 
Beispiel  1: 


d^^ea: 


p  q  r 

X  y  e 

a  h  c 

p  q  r 

a  b  c 

z  y  8 

Beispiel  2; 


Dagegen: 


Aoa  D 

0  F  0  0 

0  H  J  C 

MO  S  L 

=•  pj/c  —  pbe  —  xqc  +  xbr  +  aqz  —  ayr. 


BS  phs  —  pyc  —  aqe  +  aye  +  xqc  —  xbr  =  —  <*, 


-AFBC—ÄHQL 
-  MFJD  +  MH6D. 


=  AGHL  ~  AFJL  +  ÄFBG 

+  MFJD  -  MSOD  =  —  ^. 


Zusate:  „Besitet  die  Matrix  moei  gleidic  Beihen  oder  Zeüen,  so  ist  der 
Werth  der  gvgehörigen  Determinante  NvU."  Denn  wenn  man  die  beiden 
gleichen  Zeilen  oder  Reihen  vertauscht,  so  muss  die  Determinante  ihr 
Zeichen  ändern;  die  Matrix  ron  z^  ändert  sich  aber  nicht;  folglich  ist 
einmal  id  '=•  -\-  D,  nach  der  Yertauschung  aber  auch  ^  ^  —  Z>;  also 
2^  =  0,  oder  ^  =  0. 

20.  Iteration  der  Vertausehungen  sweier  Zeilen  oder  Colonnen.  Wenn 
man  nun  eine  Beihe  von  VertaaBchongen  an  einer  Matrix  ^  vor- 
genommen hat,,  bald  tob  Zeilen  mit  Zeilen,  bald  von  Coloimen  mit 
Colonnen,  ohne  auf  die  Anzahl  der  Yertauschungen  zu  achten,  so  kann 
man  gleichwohl  aus  dem  Di^onalglied  der  zuletzt  gewonnenen  Matrix 
D  sofort  ermitteln,  ob  das  Vorzeichen  der  ursprünglichen  Determinante 
sich  dabei  geändert  hat  oder  nicht.  Wir  haben  eben  gezeigt,  dass 
durch  eine  einfache  VertauBchung  von  Zeilen  mit  Zeilen,  oder  Colonnen 
mit  Colonnen,  beide  Determinanten  Glied  um  Glied  noch  überein- 
stimmen müssen,  d.  h.  dass  keine  Glieder  nach  der  Yertauschung  ent- 
stehen, deren   Zusammensetzung  aus  den  Elementen   a^  eine  andere 


AÜO  D 

oa  Fo 

OJ  HC 

MB  0  L 
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sein  könnte,  als  die  vor  der  Yertauscliiuig,  Was  eich  geändert  hat, 
ist  nur  das  Torzeichen  der  Glieder  und  etwa  die  Aufeinanderfolge 
in  der  Reihe  der  Glieder.  Diese  Erscheinung  wiederholt  sich  aber 
mit  jeder  Yertauschung,  nnd  so  sehen  wir,  dass  auch  die  Glieder 
der  letzten  Determinante,  die  wir  erhalten,  nicht  anders  zusammen- 
gesetzt sein  können,  als  die  der  ersten.  Beide  Determinanten  müssen 
hei  geeigneter  Anordnung  Glied  um  Glied  —  Tom  Vorzeichen  ab- 
gesehen —  fibereinstimmen.  Und  wenn  daher  irgend  zwei  entsprechende 
Glieder  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  so  besitzen  es  alle  ent- 
sprechenden Glieder.  Insbesondere  wird  das  Diagonalglied  6^  der 
Matrix  D  einem  Glied  Gi  der  Matrix  ^  entsprechen.  Während  aber 
Gl  in  D  als  Dif^nalglied  das  Vorzeichen  -|~  hat,  wird  Gi  in  ^  im 
Allgemeinen  den  noch  zu  heatimmeuden  Modul  eg  besitzen.  Ist  dieser 
Modul  es  =■  +  1,  dann  ist  auch  D  -=»  +  .J;  d^egen  ist  U  -^  —  zJ, 
wenn  sg  •=  —  1. 

Um  aber  die  Substitution,  welche  demjenigen  Gliede  Gi  in  jJ 
zugehört,  das  dem  Hauptgliede  G,  in  D  entspricht,  zu  bestimmen, 
und  dadurch  auch  den  betreffenden  Modul,  brauchen  wir  nur  in  (?,  die 
Elemente  b  durch  jene  am  zu  ersetzen,  die  ihnen  vermöge  ibrer  ur- 
sprfinglichen  Plätze  entsprechen;  aus  den  Doppelindices  des  so  er- 
haltenen Gliedes  folgt  die  Substitution  und  daraus  der  Modul. 

Beispiel.    Es  sei  gegeben: 


k      if      X 

Durch  eine  Reihe  von  Vertauschungen  habe  man  erhalten: 

B      V      II 


D  = 


9    Z 


Das  Diagonalglied  in  D  ist: 

ö.  =  +  »ax(>- 
Dasselbe  wird  in  der  ursprünglichen  Determinante  repräsentirt  durch: 

Die  zugehörige  Substitution  ist: 

*  —  U  1  3  2  j  < 
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sie  zerfallt  in  den  drei glietlr Igen  Cjclus  der  tarn  einfaclien  [a  3  2) 
gebort  und  den  eingliedrigen  (1).  Die  Zahl  der  allgemeinen  Ver- 
tauachnngen  ist  also  «  — 11^4  —  2  =  2,  d.  k  «s-^  +  l,  und  also  i)=^. 

21.  Anwendung:  Ein  bdidfi^es  Element  an  soll  durch  Vertauschmgcn 
an  die  Stelle  von  «n  befördert  werden.  Die  Aufgabe,  eine  Reibe  von 
Vertauscbungen  zu  machen,  tritt  inabesondere  dann  an  uns  beran, 
wenn  wir  gewisse  Elemente  an  besondere  Plätze  der  Matrix,  etna  an 
die  durcb  die  Diagonale  ausgezeichneten  Stellen  bringen  wollen,  ohne 
dabei  —  so. weit  es  möglieb  ist  —  die  andern  Elemente  aus  ihrer 
gegenseitigen  Lage  und  Anordnung  zu  bringen.  Wii  benutzen  zu  dem 
Zwecke  die  cyclische  Vertauecbung. 

Haben  wir  zunächst  nur  ein  Element  an  an  die  erste  bisher  durcb 
a^i  ausgefüllte  Stelle  der  Diagonalreihe  zu  bringen,  dann  vertanscben 
wir  cycliscb  die  1*°  Zeile  mit  der  ersten,  ebenso  die  J^  Colonne  mit 
der  ersten  Colonne.   Dabei  ist  in  der  That  das  Element  a«  zum  ersten 
Element  in  der  Diagonale  geworden,  während  sowohl  alle  Beiben  und 
Colonnen  —  je  die  erste  ausgeschlossen  — ,  als  auch  insbesondere  die 
Elemente  der  Di^onal^  abgesehen  von  an,  noch  immer  gut  geordnet 
sind.    Dem  Di^onalglied  entspricht  also  die  Substitution 
/»  1  2  3  . . .  A\ 
^^\k  1  2  3..,h}' 
deren  erste  Permutation  i —  1,  deren  zweite  Je  ~  1  Derangements  auf- 
weist.   Ihre  Differenz  ist  »  —  Je,  daher  der  Modul  tg  =  (—  1)'"*»  oder 
besser,  da  »  —  k  gleichzeitig  mit  t  +  £  ^  v  gerade  oder  ungerade  ist, 
., -(-!)■  +  ' -(-!)•, 

Es   iat  daher: 


a^,a^a^...aii, 


-(-!)■ 


at»  a(3...af,i_i 


o*i        «AI       o*s    ;        av-i^i.i+i      »*A 
=(—1)*+*  (0,1  Cjs ■■■"■■-»,'-»  ai+i,i Oi+^i+i--  at,t-i  Oi+i,*+i. ,.(!,*), 
wenn  i  <  *,  oder 

=(—  1)'+*  (Oi,  ajj...O(_i,,_i  0(^+1  a,+i,i+a...  at_i,t  (it+i,t+|...o*ji), 
wenn  fc  <  i. 
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32.  WoUen  mr  nun  mcei  Elemente  a.t  umi  ür,  in  die  Diagonal- 
reihe bringen,  und  zwar  a^  an  die  Stelle  von  o,,,  a„  an  die  Stelle 
von  iij,,  80  ist  nöthig,  daSB  i  ^  r  und  k^s  ist,  d.  h.  dass  die  beiden 
Elemente  weder  derselben  Zeile  noch  Colonne  ajigehören.  Ist  dies  der 
Fall,  so  haben  vir  zunächst  die  ■^  Zeile  mit  der  ersten  Zeile  und  die 
fc**  Colonne  mit  der  ersten  Colonne,  dann  die  r*'  Zeile  mit  der  2*™ 
Zeile  und  die  s**  Colonne  mit  der  2*™  cycliach  zu  vertauschen;  die 
Elemente  des  Bbrigen  Theiles  der  Matrix  behalten  dabei  ihr«  gegen- 
seitige  Lage  möglichst  uogeändert  bei;  insbesondere  sind  im  Diagonal- 
glied,  in  welchem  nun  au  die  erste  und  On  die  zweite  Stelle  behauptet, 
die  übrigen  Elemente  von  a^  bis  an  gut  geordnet.  Ihm  entspricht 
also  die  Substitution 

/tfl2...Ä\ 

Die  Derangements  der  ersten  Permntation  setzen  sich  zusammen 
(nach  Nr.  3) 

1)  aus  den  von  der  Permutation  (ir)  herrührenden, 

2)  aus  jenen,   welche   *   und   r   mit   1  2  .  .  ,  h  bilden,   das   sind 
»  ~  1  +  r  —  2. 

Ganz  ebenso  bestehen  die  Derangements  der  unteren  Permutatioit 

1)  aus  den  tod  der  Permutation  (ks)  herrührenden, 

2)  aus  jenen,  welche  k  imd  s  mit  1  2  ...  ä  bilden,  d.  s.  ft  —  1  +  s  —  2. 
Die  Differenz  derselben  ist  also,  wenn  wir  mit  (tr)  und  (ks)  gleich 
die  Zahl  0  oder  1  der  zugehörigen  Derangements  bezeichnen: 

(ir)  —  (ks)  +t  +  r  —  k  —  s; 

daher  ist  der  Modul  der  Substitution  dargestellt  durch  eine  Potenz 
von  ( —  I),  welche  diese  Zahl  zum  Exponenten  hat.  Da  aber  dieselbe 
gleichzeitig  mit 

(ir)  +  (fa)  +  j  +  r  +  i  +  s-, 

gerade  oder  ungerade  ist,  so  können  wir  denselben  in  der  Form  ( —  l)' 
geben,  wobei  wir  also  unter  v  stets  diese  Summe  verstehen  wollen. 
Es  ist  also: 

L  «IS  «ii  -  •  ■  öu 

Oj,  a„  0,3... o» 

«si  *^»  Ojs  ■  ■  ■  "s* 

0*1  o*iO*s .  ■  -ö** 
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=  ( —  1)*     1«      1(1       fln       «ii      ---ö/,»-!  ß.-,n-i--.a,-,,_i  0(,,-|-i,. 

...ör,»— 1  «r^I---«r,.-l  Or.^l-l.. 

...ö,,j_i  al,i^.l.,.  ai,,_i  ai,,-|-i.. 
...as,i_i 

{A)  aj_,,i;af_i,,a,_i,iaf_i,i 

0(+l,iO(+i,,  Oi^.1,1 

ar-,1^  a^i,, 

ßp+U  ör+l,. 

a*i     OAt     a*i     0:11     •-■ai.t-i  a»,i-t-i--<i^t-i  <i*,(-|-i  ■ 
wobei  »  =  (tr)  +  (Äs)  +  »  +  r  +  Ä  +  s. 

23.  VF«-  sehen  nun,  wie  sich  ancdog  der  ZcüUentoerth  v  ergAm 
wird,  toetm  wir  drei  Elemente  am,  »„,  ai„  an  die  Fläiee  von  re^. 
'^w  'hit  ^t  ^rch  cydisdte  Vertausäiung  bringen.  Stellen  wir  wieder 
die  von  den  drei  ersten  Indicee  herrQhrende  Zahl  von  Derangements 
durch  {irX),  die  von  den  «weiten  herrührende  durch  (kstn)  dar,  eine 
Zahl,  die  offenbar  nur  die  Werthe  0, 1,  2,  3  annehmen  kann,  dann  ist 
der  Modul  der  Substitution,  welche  dem  neuen  Di^onalglied  zugehört, 
durch  eine  Potenz  ( —  1)'  dai^estellt,  wo 

V  «  (irf)  +  {ksm)  +  (t  +  r  +  I  +  i  +  s  +  m). 
Daraus  lösst  sich  der  Satz  abstrahiren:  „Bringt  man  p  Slemente,  von 
denen  keine  zwei  der  nämlichen  Colonne  oder  Zeile  angehören  dDrfen, 
der  Reihe  nach  durch  cyclische  Vertauschung  an  die  erste,  zweite  n.  s.  w. 
j}**  Stelle  der  Diagonale  einer  Matrix,  dann  setzt  sich  der  Exponent  v  des 
zum  Diagonalglied  gehörigen  Substitutionsmoduls  Ea^( — 1)'  zusammen: 

1)  aus  der  Zahl  der  Derangements,  welche  die  p  ersten  Factoren 
a^o  durch  die  ersten  Indices, 

2)  aus  der  Zahl,  welche  sie  durch  ihre  zweiten  Indices  bilden, 

3)  aus  der  Summe  ihrer  Indices  Oberhaupt." 
Bü&piel.    Sei  gegeben  die  Determinante: 

t    tp     m     <f 


<p   et    o     a    fp 
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Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  iünt  Element«  0  der  zweiten  Dia- 
gonale durch  cyclische  Yertauschung  in  die  Hauptdiagoaale  zu  bringen, 
Bo  dass  jedes  Element  0  in  einer  Zeile  bleibt;  wir  erhalten  der  Reihe 
nach 


j-(- 1)-. 


-(-1)- 


0  e  (  91  Q) 

at  t  ip  Ol  ß 

9>  qo  (0  0  (0 

i  0  0  tu  ^ 


9)  e  i 

o  t  9) 

a  tp  to 

fo  m  ts 

tp  6  m\ 


=  C-  1)- 


„(_1).. 


9>  » 

m  <p 

6  a 

a  e 


Da  die  Elemente  0  urRprüuglich  die  Plätze 

«Bi,  a«)  fhs,  «a<»  «16 
inne  hatten,  so  ist  demgemäss 

»^  =  (5  4  3  2  1)  +  (1  2  3  4  5)  +  2  2  » 
=  10  +  0  +  2  -  ^^^±^  =.  40, 


also 


(_  1)..  _  + 1. 


§  3.  Unterdflterminanten  erster  Ordnung. 
24.  Begriff  der  Unterdeterminante.  Aus  den  N  Gliedern  der  Deter- 
minante ^  bann  mau  insbesondere  diejenigen  herausgreifen,  welche 
den  Factor  a^t  besitzen.  Sie  seien  G(,,  G,-,,  ...Gf  ,  wo  »\,  i,,...»p  ii^end- 
welche  Zahlen  der  Beihe  1,  2,  3...  bis  N~n\  sind.  Bezeichnet 
man  das  Product  der  andern  Elemente  in  Gi    mit  Hi  ,  dann  ist: 

Gi,  —  a<*  •  St,, 


Gt^^an-St^. 
fiildet  man  die  Summe  aller  dieser  Glieder,  so  erhält  man 
G(.  +  G*.  +  ■  • .  Gi  =  a»  H.,  +  a,i  ff^,  +  . . .  a,i  .ff. 


■Gi. 


=  0« 


'2"',- 
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Bezeichnet  man   ^  Hi  mit  An*),  so  erhält  man 

Die  Grösse  An,  nennt  miui  Unlerdeterminante  (Minor)  des  Elementes  an- 
25,  Berechnung  von  Ai,.  Die  Aufgabe,  die  Uuterdeterminante  A{t 
zu  berechnen,  vollen  wir  zui^hst  an  dem  speciellen  Falle  von  i  =  ^  «>  1 
durchführen,  d.  h.  wir  wollen  An  bestimmen.  Jedem  Glied,  das  den 
Factor  a,i  besitzt,  muss  eine  Substitution  zugeordnet  sein,  in  der  die 
zwei  Indicea  1  stets  tlber  einander  stehen,  d.  h.  ein  einziges  Paar 
bilden.  Alle  übrigen  Indices,  unter  denen  sich  also  1  nicht  mehr  be- 
findet, liefern  durch  ihre  Permutationen,  die  wir  der  Reihe  nach  mit 
der  gut  geordneten  (23  .  .  .h)  zu  einer  Substitution  verbinden,  die- 
jenigen Substitutionen,  die  an  erster  Stelle  das  Zahlenpaar  (<t  haben. 
Den  Permutationen  der  n  —  1  Elemente  (2  3  ...  A)  entsprechen  aber 
die  (n  —  1)!  Substitutionen,  welche  zu  den  Gliedern  ffi  YeranlasBung 
geben.    Die  Summe  aller  dieser  Si    ist  also  selbst  eine  Determinante: 


und  zu  ihr  gehört  die  Matrix: 


«M  «ü»  fl« 

«S»   "33   "84 


Vergleicht  man  aber  diese  Matrix  ^  mit  der  Matrix  der  gegebenen 
Determinante  ^,  so  erkennt  man:  ^  entsteht  aus  ^,  indem  man  die 
erste  Zeile  und  erste  Colonne  streicht,  oder:  Die  Unterdeierminante  A,i 
des  Elementes  a„  entsteht,  indem  man  jene  Zeile  und  Colonne  streicht,  die 
sich  in  a,i  schneiden. 

26.  Berechnung  von  Am.  Nun  können  wir  die  allgemeine  Aufgabe, 

An  zu  bestimmen,  leicht  auf  diese  zurflckfQhren.    Ich  bringe  zu  dem 

Zwecke  durch  zwei  Cjclen  das  Element  (tii,  tai  die  Stelle  von  a,j.    Zu 

der  dadurch  entstehenden  Matrix  geh5rt  eine  Determinante  vom  Werthe 

I>  —  (—  1)M,  wo  w  ==  t  +  Ä, 


•)  Ei  iat 


d^ 
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and  wiT  sahen  in  Nr.  21,  dasa  bei  einer  solclien  Reihe  von  Ver- 
tausehuiigen  die  Glieder  von  D  in  passender  Ordnung  genommen  die- 
selben Werthe  haben  wie  die  Ton  ^,  nur  noch  multiplicirt  mit  ( —  1)'. 
Insbesondere  entsprechen  den  Gliedern  mit  dem  Factor  o,-*  in  ^  die 
Glieder  mit  dem  Factor  Ii,^  in  D;  ihre  Summe 

e..  +  Si  +  •  •  •  o,,  -  a„_2' Jf.,  -  »..  ■  ^.. 

ist  bis  auf  einen  Factor  ( —  l)'  gleich  der  entsprechenden 

O.,  +  G,,  +  .  • .  G,,  -  6„  2  S",,  -  *n  ■  -B.. . 
wenn  die  Sa  die  Unterdeterminanten  der  ba  bedeuten.  Die  Matrix 
zu  Bn  entsteht  aber  aus  der  Matrix  zu  D,  wenn  man  die  erste  Zeile 
und  erste  Colonne  streicht;  die  nämliche  Matrix  erhalt  mau  aber  aus 
^,  wenn  man  in  ihr  jene  Zeile  und  Colonne  streicht,  die  aich  in  «a 
schneiden.  Daher  der  Satz:  ,,Läs8t  man  in  der  Matrix  zu  ^  die  )"  Zeile 
und  di4  h"  Colonne  weg,  so  erhuU  man  eine  neue  Matrix  ^f.  Multi- 
plicirt man  den  Werth  der  entsprechenden  Determinante  mit  ( —  1)', 
wo  V  ==  t  +  ft,  so  erhält  man  die  zum  Element  an  gehörige  Unter- 
determinante An" 

37.    Beispiel:  1)  Sei  gegeben  die  Determinante 
P    2 


dann  ist  die  Unterdetetminante 

pu  ff  =  (-!)'  +  » 


=  —  (ua  —  tffa:), 


zu  «=■  (—  1)*- 


=  +  (p«  -  rx), 


zu  j  =  {—  ])*■ 


=  —  (pw  —  ur)- 


In  der  That,  berechnen  wir  die  Determinante  nach  dem  in  Nr.  13  oder  15 
gegebenen  Schema,  so  sieht  man,  dass  us,  v>x  die  einzigen  Producte 
sind,  die  mit  q  multiplicirt  auftreten,   ebenso  pz  und  rx  die  einzigen 
mit  V  multiplicirten  u.  s.  w. 
2)  In  der  Determinante 


"n  <•«  <•,>  «,. 

"n  «M  »..  "M 

».1    «M    «J.    "l. 

0.1   ».,  »«  <•« 

OoBDA>,  Dateraliuintaa. 
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ist  die  Unterdetennituuite  i 


Osj  dargeatelH  durch  die  Matrix 

«11   OlS   Ol4 

(-1)»  +  »    a,,a,,a^ 

"41    Ö«    «44 

In  der  That,  bilden   wir  die  Substitutionen,  die  diesen  Gliedern  an- 
gehören : 

n  2  4\     n  4  2\     /2  1  4\     /2  4  1\     /4  1  2\     /4  2  1\ 

M3  4^     U3  4j     U3V     U3  4J     U  3  4^     U  3  4^ 

so  erkennt  man,  dass  sämmtliche  Permutationen  der  drei  Indices  12  4 

mit  der  gut  geordneten  (1  3  4}  verbunden   sind,  wie  wir  es   auch   in 

unserer  obigen  Darstellung  verlangten. 

28,  Berechnung  des  Werthes  einer  Determinante  mittelst  der  Unter- 
determiniaiteit,  welche  den  Elementen  der  ersten  Zeile  entsprechen.  Nach 
den  Entwicklungen  in  N'r.  15  hat  jedes  Glied  der  Determinante  stets 
ein  und  nur  ein  Element  der  ersten  Zeile  unter  seinen  Factoren. 
Ordnen  wir  also  alle  N  Glieder  in  Klassen,  indem  wir  zuerst  alle 
Glieder  herausgreifen,  welche  den  Factor  o^,,  sodann  alle,  welche  den 
Factor  ö„  u.  a.  w.,  endlich  jene,  welche  den  Factor  Oi,  besitzen,  so 
ist  die  Gesammtheit  aller  Glieder  dadurch  erschöpft.  Nun  bilden  aber 
nach  Nr.  24  alle  Glieder  mit  dem  Factor  a,,  zusammen  die  Unterdeter- 
minante An,  alle  mit  dem  Factor  a,j  die  Unterdeterminante  .<4,,  u. s.w., 
endlich  alle  mit  dem  Factor  Oi.  die  Unterdeterminante  Ax„;  folglich 
ist  der  Werth  der  Determinante  ^  dai^estellt  durch  die  Summe 

(1)  ^  =  a,i  U„  +  a„  A,a  -{-a.^  A,^~\ \-  a^  Am- 

Die  hierbei  auftretenden  Unterdeterminuiten  An   sind  entnommen  aus 
der  Matrix  von  n  Colonneu  und  (n  —  1)  Zeilen: 


U) 


«11    <ha    <Hs- 


Die  Matrix  der  Unterdetenninante  A,i  entsteht  dann  hieraus,  indem 
man  die  erste  Colonne  wegläast;  analog  ist  Ä^^  dargestellt  durch  die 
nach  dem  Streichen  der  zweiten  Colonne  übrig  bleibende  Matrix 
multiplicirt  mit  ( —  1)*,  wo  v  =  1  -)-  2  =—  3  ist  u.  s.  w.,  end- 
lich die  Unterdetermiuante  Ai,  durch  die  Matrix,  welche  die  letzte 
Colonne  i^cht  enthält,  multiplicirt  mit  ( —  1)',  wo  »» =™  1  +  n.    Man 
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sielit  hiebei,  indem  loaD  der  Zahl  n  alle  Werthe  Yon  1  bis  n  bei- 
legt, dasB  der  Factor  (— l)'  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist,  d.  b, 
die  Glieder  der  Sttmme  (1)  baben  abwechselnd  das  Zeichen  plas  und 
minus. 

29.  EntwüMung  der  Determinanten  »tocÄ  Unterdeterminanten  der 
Elemente  einer  Mieten  ZeUe  oder  Coltmne.  Ganz  ebenso,  wie  wir  hier 
den  Werth  der  Determinante  z1  nach  den  Unterdeterminanten  der 
ersten  Zeile  entwickelt  haben,  können  wir  ihn  auch  berechnen  nach 
den  Unterdeterminanten  einer  beliebigen  Zeile  oder  Colonne,  die  wir 
ja  nach  den  vorausgehenden  Sätzen  jederzeit  zur  ersten  Zeile  oder  Colonne 
machen  kSimen. 

Wir  haben  also  ganz  allgemein  ftlr  den  Werth  der  Determinante  ^ 
.die  beiden  Formeln 


(5) 


{^  =  Oii  An  +  an  An  +  an  An'  •  •  fl(.  Ai^, 
^  ^  du  ^H+  0|(  ^»j+  «JJ  An-  ■  •  Oat  Aal. 

30.  Beispide.  1)  Berechnen  wir  nach  dieser  Uethode  noch  einmal 
die  viergliederige  Determinante  Beispiel  6  in  Nr.  15  nach  den  Unter- 
determinanten, die  2u  den  Elementen  der  ersten  Zeile  gehßren.  Wir 
erhalten: 


1     12 

6    03 

-2     16 


-3 


5    03 

-2     16- 

4—53 


1  03 

2  16 
0-5  3 


+  1 


1     58 


0    43 


1     5 
-2  2-2 
0    4- 


0    4-53 

—  3(15-1-150  +  30-12)  — {3+30- 30)  +  | -6 -24  — 30  +  241 
-2|10  —  4  +  50)  —  549  —  3-36  —  112  —  398, 
was  mit  dem  früheren  Resultat  ahereinstimmt. 

2)  Fassen  wir  umgekelirt  die  einzelnen  Glieder  der  ausgerechneten 
viergliederigen  Determinante  Nr.  17  Beispiel  3  in  der  Weise  zusammen, 
dass  wir  sie  nach  den  Elementen  der  ersten  Colonne  ordnen,  so  er- 
giebt  sich; 

alerte  —  eva  —  qftc  +  fiwtf  +  M/s  —  urj/]  +  p[ifu>  —  bvg  —  eeto 
+  evd  +  ucg  —  ttfd]. 
Die  beiden  Elammerfactoren  dieser  Summe  sind  aber  offenbar  nur  die 
Entwicklungen  der  beiden   dreigliederigen  Determinanten  (Tergleiche 
das  Schema  in  Nr.  15,  ß) 


e    f 
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Seiqnel  3.  Sind  in  einer  Zeile  oder  Reihe  alle  Elemente  bis  anf 
eines  gleich  nall,  8o  wird  man  am  fiesten  bei  einer  Berechnung  der 
Determinante  zuerst  nach  dieser  entwickeln,  da  sich  die  Summe  (£) 
dann  auf  ein  einziges  Glied  reducirt. 


3  2  5  1 

004  0 
4623 
12  10 

Wir  entwickeln  nach  der  zweiten  Zeile;  es  wird  also: 


^  _  (-  1)'4 


32  1 
4  6  3 
1  2  0 


K  —  2  +  3  —  6. 


Beispiel  4.  Sind  alle  Elemente  auf  einer  Seite  der  Diagonale  einer 
Matrix  null,  so  reducirt  aicli  der  Werth  der  Determinante  auf  das 
Diagonalglied;  denn  man  hat: 


ah  cd  e 

0  fghi 

OOhlm 

0  0  0  »0 

0  0  O-Oy 

[o  J:  ;  1» 
'  jO  0  n  0 
'o  0  Ol) 


-ar 


0  Op\ 


\0p\ 


=  afknp. 


Beispiel  5.  Man  kann  umgekehrt  jede  Determinante  als  Unter- 
determinante betrachten,  deren  Element  (i,,^l,  deren  Elemente  a.i  '=0, 
wenn  i>  1,  und  deren  Elemente  an,  wenn  i>  1,  beliebig  sind;  so 
ist  offenbar : 


p     q    r 


31.  Beziehungen  zwischen  äcn  Unterdeterminanfen  der  ElcmetUe  der 
ersten  ZeHc,  Bezeichnen  wir  wie  früher  mit  D  eine  Determinante  von 
R^  Elementen  bn,,  und  setzen  wir  aber  nun  fest,  dass  zwischen  den 
Elementen  von  D  und  den  Elementen  an  der  Detenuinant«  ^  die 
Relationen  bestehen: 


«)    hu  =  ati,        ß) 
Dann  ist,   weil   die  Matrix  zu   D  zw 
und  zweite  —  Zeilen  hat,  der  Werth  der  Determinante  D  gleich  null. 


ii  =  au,  k>l. 
gleiche   —  nämlich  die   erste 
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(Nr.  19,  Zasatz.)    Entwickeln  vir  daher  die  Determinante  D  nach  den 
ünterdetermiiiaDten  der  ersten  Zeile,  eo  erhalten  wir  die  Relation:      , 

(1)  hl  -Bu  +  fti»  SisH h&i"^!-— 0- 

Nun  ist  aber  wegen  der  Bedingung  (a) 

Kl  "■  <*«?  *ii  ""  'hti  •  ■  •  frm  ■=  <*»■■ 
Ebenso  sind,  wegen  Bedingong  (ß),   die  Unterdeterminanten   Bn  der 
gleichen  Matrix 


c^) 


in     K 


•  ■6j. 


t.i     h.. 


«1.  »»• 

"o     »»■ 

!«., 

«■»  a,s . 

.o. 

entnommen  wie  die  Unterdeterminante  An,  d.h.  es  ist  auch 

£„  —  Ai„  B,t  —  J,„  ■  •  •  Bi,  —  ^1.  . 
Tragen  wir  also  diese  Werthe  von  in  und  B,i  in  die  Relation  (1)  ein, 
so  erhalten  wir: 

(2)  0,1  ^,j  +  Ojj  A^t  +  flj,  .ä,,  H (h.  Am  —  0. 

Diese  Gleichung  ist  eine  Identität,  da  ja  zwischen  den  Elementen  au 
der  Determinante  ^  keine  Beziehungen  bestehen  sollen;  sie  sagt: 

„Multiplicirt  man  die  n  Determinanten  der  Matrix  (A)  Nr.  28 
dep  Reihe  nach  mit   den  Elementen   der  ersten  Zeile    dieser 
Matrix  and  summirt  diese  Frodncte,  so  ist  diese  Summe  iden- 
tisch null," 
32.  Verallgemeinerung  der  Edation  (2)1^1.  ZI.  Nim  ist  aber  jede  Zeile 
einer  Determinante  mit  n*  willkürlichen   Elementen  gleichberechtigt, 
und  man  kann  schon  daraus  schliessen,  dass  die  Elemente  Oü  in  (2) 
durch  die  Elemente  jeder  folgenden  Zeile  ersetzt  werden  können,  ohne 
dasa  unser  Satz  seine  Gültigkeit  verliert.    Strenger  folgt  dieses,  wenn 
wir  statt  der  Bedingung  k)  bn  =  ati  die  Bedingung  einführen 

bn  —  Op,. 
Dann    bleiben    immer   noch    die  Matrix  (A)   und  mit  ihr.  die  Untei^ 
determinanten  An  die  lümlicheo,  nnd  nur  an  Stelle  der  Elemente  Oti 
in  (2)  treten  die  Elemente  a^,-,  ^  •=  3,  4,  5  •  ■  ■  n.    Wir  haben  sonach 
eine  erste  Erweiterung  des  Satzes: 

j^lultiplicirt  man  die  Determinanten  der  Matrix  (A)  der  Reihe 
nach  mit  den  Elementen  einer  beliebigen  Zeile  derselben,  so 
ist  die  Summe  aller  dieser  Froducte  identisch  null." 
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Wir  haben  bisher  immer  die  DetermiDanten  der  Matrix  {Ä),  d.  L  die 
ünterdetenninanten  der  ersten  Zeile  der  Determinante  ^  ausgezeichnet. 
Da  wir  aber  jede  Zeile  oder  Colonne  zur  ersten  Zeile  machen  können, 
ohne  dass  sieh  der  absolute  Werth  von  ^  ändert,  so  sind  wir  be- 
rechtigt, ganz  allgemein  den  Satz  aufzustellen: 

„Multiplicirt  man  die  Elemente  einer  Zeile  bezw.  Colonne  mit 
der  je  entsprechenden  Unterdeterminante  einer  andern  Zeile 
bezw.  Colonne,  so  ist  die  Summe  aller  dieser  Froducte  iden- 
tisch nulL" 
Wir  erhalten  also,  wenn  wir  gleichzeitig  das  in  Nr.  28  enthaltene 
Resultat  berücksichtigen,  folgendes  System  von  Relationen: 

/  a,-i  An  +  an  Ats  +  ■  •  •  +  Oi»  j!*«  =  ^^j    wenn  {=•  k, 

0*1  -4*1  +  o,s  -4*8  + h  Oi~  At„  ■=>  0, 

(C)     ' 


flu  An 


wenn  t^ft, 
r  +  «u  Ali  +  ■  ■  •  +  a^nAnk  ™  ^,   wenn  i  =  k, 
[an  Ali  +  o^i  Ati  -j-  . .  •  -j-  aniA^k  —  0,    wenn  i  ^  i. 
33.    Seispiel.  Sei  gegeben  die  Determinante 
«n   «t.   aw 
^•=    <hi   <ht   ^    \ 
a»,   «M  0,, 
die  zur  letzten  Colonne  gehörige  Matrix  ist: 


<Hi  öl. 


sie  enthält  die  Unterdeterminanteu: 

A  I  «U     «1»  I  A  1  « 


«»»   I 


I    «31     %S    [ 


Multipliciren  ^ 
halten  vrir; 


■  sie  mit  den  Elementen  der  ersten  Colonne,  so   ei^ 


+  a5i(«ii«w— «siOi»)- 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet  aber  identisch. 

34.  Anwendungen  der  Identitäten  in  (C).  Aus  der  zweiten  ape- 
cielleren  Fassung  des  soeben  erhaltenen  allgemeinen  Satzes  ergeben 
sich  für  die  n  Determinanten  Axt ,  welche  in  der  Matrix  (X)  enthalten 
sind,  folgende  (n  —  1)  Relationen.    Bezeichnen  wir  nämlich  mit  £in- 
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schluss  des  VorzeicheoB  diese  n  Grössen  der  Reihe  nach  mit  PiP^ . .  p„, 
30  haben  wir  die  Beziehungen: 

iOiiPi  +  OaPs  -I h  a*-P-  =  O7 

«»iPi  +  «siPt  H 1-  «»"P-  =  0. 


U.,p,  +  a.ips  H 1-  a,.j>,  =  0. 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  wollen  wir  noch  zwei  Identitäten  ableiten, 
die  später  ron  Wichtigkeit  sein  werden., 
1)  Sei  gegeben  die  Matrix: 

I  ^i    ^1    ^1   I 

I   Oj     &j     Cg    I 
schreiben  wir    die  mit  p^  p^  p^   bezeichneten  Minoren    in   der   Form 
(6c),  (ca),  (ab)  —  vergleiche  Nr.  18  —  so  werden  die  Relationen  (D): 

a,{bc)  +  6,(ca)  +  c,{ab)  =-  0, 

a^ibc)  +  bi(ca)  +  ^(öä)  =0. 

Mnltipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  Xj,  die  zweite  mit  x^  und 

addiren,  fQhren  sodann  für  a,Xi  -\-  a^x^,  biX,  -^  b^x^,  (;,a:,  -|-  CjX^  bezw. 

die  Symbole  a,,  b^,  c.  ein,  so  erhalten  wir  die  Identität 

(I)    a^{bc)  +  b^(ca)  +  c^(ab)  =  0. 

2)  Ebenso  liefert  die  Matrix: 

wenn  wir  wieder  die  Ünteideterminanten  p,  p^  ^  Pt  mit  (6cd),  —  (cda), 
(dab),  —  (abc)  bezeichnen,  die  drei  Relationen: 

a^ibecf)  —  6,(cdo)  +  c(dab)  -  d^(abc)  =  0, 
at(pcd)  —  bt(cda)  +  c,(dab)  ^  d^iabc)  =  0, 
a^ibcä)  —  b^ieda)  +  c^idab)  —  d^{abc)  =■  0. 

Moltiplicirt  man  auch  hier  die  drei  Gleichungen  der  Reibe  nach  mit 
x^  x^  X,  ond  setzt  a,x^  +  a<a;»+  a^Xf-^a,,  biX^-^hjX,  +  bgX^'=bi, 
*i*i  +  <i*j  +  "^^  ^  ^»t  ''i^i  +  "^^i  +  '^^i  =  ^nt  nachdem  man  die 
drei  Gleichungen  addirt  bat,  so  kommt  die  Identität: 

(D)    o,(6c(0  —  b.(cda)  +  c,{dab)  —  d.idbe)  —  0. 
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35.  Addition  von  zwei  Delermitianten.  Ei^änzt  man  die  Matrix  (Ä) 
auf  drei  Terschiedene  Arten  zur  Matrix  einer  Determinante 

1)  indem  man  zn  den  (n  —  1)  Zeilen  die  Zeile  o,,  a,g . . .  ai„, 

3)  indem  man  die  Zeile  i^,  &„  ■  ■  .bm,  endlich 

3)  indem  man  die  Zeile  ö„ +  6iij  Oig  +  i«  ...  «I»  +  &i«  hinzufügt, 
so  erhält  man  dadurch  die  Matrix  von  drei  verschiedenen  Deter- 
minanten ^0,  ^1,  ^, .     Ihre  Werthe  sind  nach  29  (S) 

A  =  «nPi  +  aiiPi  H «i-P-  I 

z/,  =  6,1  Pi +  &„>>,  H fi„j),  (£), 

A  =  («u  +  &u)Pi  +  («..  +  6u)ft  +  ■  •  •  (a.,  +  fi.OP-l 
Man  erkennt,  dasB  derWerth  der  dritten  Determinante  gleich  ist  der 
Summe  der  Werthe  der  beiden  andern;  daher  der  Satz: 

,,Die  Summe  zweier  Determinanten,  deren  Matricea  in  (« —  1) 
Zeilen  gleiche,  in  der  n*™  Zeile  aber  verschiedene  Elemente 
haben,  ist  dargestellt  durch  Eine  Determinante,  deren  Matrix 
die  (n  —  1)  gemeinschaftlichen  Zeilen  besitzt  und  deren  m** 
Zeile  die  Summe  je  zweier  entsprechender  Elemente  der  beiden 
nicht  gemeinschaftlichen  Zeilen  enthält." 

36.  Addition  von  m  Determinanten  mit  (n  —  1)  gemeinsäuiflUchen 
Zeilen.  Wir  hätten  ebenso  die  Matrix  {A)  auf  m  Arten  zu  den  Matrices 
Ton  fn  verschiedenen  Determinanten  ergänzen  können.  Die  Summe 
aller  dieser  Determinanten  ist  dann  dargestellt  durch  eine  neue  Deter- 
minante, in  deren  einer  Zeile  jedes  Element  aus  der  Summe  von  t» 
entsprechenden  Elementen  der  einzelnen  Determinanten  besteht,  während 
die  übrigen  Zeilen  nur  die  allen  gemeinschaftlichen  Elemente  enthalten. 
Aue  der  Entwicklung  des  Satzes  geht  unmittelbar  auch  seine  Umkehr- 
barkeit hervor,  d.  h.  tritt  in  einer  Determinante  eine  Zeile  auf,  deren 
Elemente  algebraische  Summen  sind,  so  lässt  eich  dieselbe  immer  in 
eine  Summe  von  Determinanten  zerlegen. 

37.  Heispieh.  1)  Es  sei  gegeben  die  Matrix 

I   ff,    &!    Ci    t7,    ! 

flg    Äj    Ca     (?g     ■ 
!    a»    fts    Ca     (^    I 
Ergänzen  wir  sie  durch  1)  Anfügen  der  ersten  Zeile 

«.  ß,  Yi  *i 
znr  Determinante  ^^,  2)  durch  Anfügen  der  ersten  Zeile 
—  «i.  —  A,  —  ?*,  —  *a 
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zur  Determiaante  J^,  3)  endlich  dnrch  AnfQgen  der  Zeile 


+  «„ 

- 

A 

+  1-. 

- 

«. 

>eteriiiinaiite  jj^,  dann  ist 

"■-«.+«.,  ft-A- 

A.  )'.->■■+)'., «.-«.-«. 

d,+^,+  J,— 

6, 

h 

«.             «i. 

2)  Die  Determinante: 

a+i,  6,    c 

a    i 

» 

i    0    0 

/l  — 

V          l     '     — 

P    t 

r 

+ 

P    «    >• 

u         »    m  1 

U     V 

w 

«     r    «; 

3)  Die  Deteminante; 

a„+A,  a,„         0,3 

'^M    a» 

»1. 

i  o,,         o„ 

"^1,        '■.1  +  ',  «» 

— 

a,,  o„+A  d„ 

+ 

Oo„+J«„ 

".,■       «s 

»»+i 

«j 

c,. 

»»+* 

Oo„ 

»»+* 

=  z*,  4-  ^j. 
J«de  dieser  Determinanten  ^i  und  ^,  tässt  sich  wieder  zerl^en: 

I  ö„  a„  rt,,  I       i  ö.,  0  a,s 

Jj  =  I    fl,l    Ort    rt«  I   +  !  «Jl    ^   «SS  =  '^l'  +  ■^l"j 

«31    «flu    «38  +  ■*    I  I  «»1    0   Oss  +  i 


und 


"is 

"13 

+ 

«>,  +  » 

0  «,s 


.  ^,'  +  <• 


Zerlegt  j 


i  endlich  jede  dieser  vier  Determinantenj  so  erhält  i 
dargestellt  durch  die  Summe: 


«„    0..    «1! 

a„  a,g  0 

o,,  0  o„ 

Ol,  0  0 

«11   <•,.   0.1 

+ 

«,,   «1,  0 

+ 

"„   »  »» 

+ 

n,,  i  0 

"Jl  "..  Oj. 

Oj,    «ai  A 

»Jl  0  ».1 

"„0  J 

X    a„a„ 

1      o„  0 

X      0  a,. 

J    0  0 

0    «„  a,, 

+ 

0     o„0 

+ 

0      X  a„ 

+ 

0   J  0 

0    a,,«,. 

0.    o,,  1 

0      0  0„ 

0    0  » 
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38.  MuUi^kation  einer  Determinante  mit  einer  beliebigen  Grösse  X. 
Geheo  wir  wiederum  von  der  Matrix  {A)  a«B  und  ergänzen  sie  zur 
Matrix  einer  Determinante  ^, ,  indem  wir  die  Elemente  i.a^^,  Aa,,] 
Jla„  .  .  .  itai,  als  erste  Zeile  anfQgen.  Dann  erhalten  wir  nach 
Nr.  28,  (1) 

J,  —  Aa,,  p,  +  io,j  P2  +  Aa,(  Pi  +  ■••  /dl.  p, 

=  -IC«!!  Pl  +  «li  y*  H h  Öl,  p.)  —  i  ■  ^. 

Andererseits  ist  ^,  dargestellt  durch  die  Matrix: 

o»         <h»         Ogj  .  -  .  .  Og, 
«si «3- 


^,  = 


—  >l-^. 


Hau  sieht  daraus:  wenn  alle  Elemente  der  ersten  Zeile  einen  gemein- 
Bchaftlichen  Factor  X  besitzen,  so  ist  die  Determinante  selbst  ein 
Product,  dessen  einer  Factor  A  ist.  Dies  gilt  offenbar  auch,  wenn  X 
Factor  aller  Elemente  einer  helidtigen  Zeile  oder  Colonne  ist.-  Ebenso 
erkennt  man  umgekehrt  den  Satz: 

,rEine  Determinante  wird  mit  einem  Factor  A  multiplicirt^ 
indem  man  alle  Elemente  eiuer  Zeile  oder  Colonne  mit  dem- 
selben multiplicirt."' 
39.    Verbindttng  des  Ädditions-  und  Muitiplicatiottssatxes.    Wir  hatten 
in  Nr.  35  die  Gleichungen  {E)  erhalten: 

A  =  «11  Pi  +  Ol»  i»»  H ai.i>-t 

^1  =  ^1  J'i  +  fris  AH ^InPn, 

^,  =  ^0  +  ^,. 
Setzen  wir  nun  fest,  dass  die  Elemente  bn  den  Bedingungen  genügen: 

dann  wird  wegen  der  ersten  Relation  in  Nr.  34  (D) 

^1  —  i(asi  Pi  +  <hiP2-^ fli.  l'n)  =■  0, 

folglich 

z/j  =  ^0 ; 
das  heisst: 

„Addirt  man  die  mit  der  willkürlichen  Grösse  l  maltiplicirt 
gedachten  Elemente  der  zweiten  Zeile  zu  den  entsprechenden 
der  ersten  Zeile,  so  ändert  sich  der  Werth  der  Deter- 
minante nicht." 
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Auch  hier  ist  die  Verallgemeinerang  sofort  einzusehen.    Wir  er- 
setzen die  Bedingungeu  a)  dureli  die  allgemeiuereD 

und  erinoem  uns   an  die  Vertauscbbarkeit  Ton  Zeilen  und  Colonnen, 
Dana  ist  der  Satz  evident: 

„Der  Werth  einer  Determinante  bleibt  ungeändert,  wenn  man 
die  mit  dem  nämlicben  Factor  multiplicirt  gedacbten  Elemente 
einer  Zeile  oder  Colonne  zu  den  entsprechenden   Elementen 
einer  andern  Zeile  bezvr.  Colonne  addirt" 
Dass    dieser  Frocess   ohne   Einäuss    auf   den  Werth    der   Deter- 
minante beliebig  wiederholt  werden  kann,  bedarf  wohl  nar  der  Er- 
wähnung. 


1.    Die  Determinante 

»■+!(■          X           V      1 

a,  —  0,    -o,      1 

b,  -b,     -i,.      1 

_ 

0                      I          1,    1 

a,  +  a,x  +  a,y    —  o,    —  o,     1 

b,  +  h,x  +  b,y     -b,     -S,     1 

«.        —  ^i     —  <i      1 

'l  +  ClX  +  C,)      —c,      -c,      1 

- 

0 

%  +  «!«  +  «iS 

b,  +  b,x  +  b,s 

— 
— 

X                    f           1 
(x  +  a,)    -(D  +  a,)    0 
(x  +  b.)    -()  +  b,)    0 
(x  +  c.)     -(»  +  «,)    0 

\a,  +  a,x  +  a,s    x  +  a,    y  +  a,  \ 
=  —  !  6a  +  6ga:  + 6,y     x  +  b,     S  +  6, 


<i  +  c,a!  +  c,y     x  +  c,     y  +  <!,| 


Hier  wnrde  die  zweite  Determinante  aus  der  ersten  erhalten,  indem 
man  die  mit  X  multiplicirt  gedachte  zweite  Colonne  und  die  mit  y 
multiplicirt  gedachte  dritte  Colonne  von  der  ersten  snbtrahirte.  Daraus 
ging  die  dritte  hervor  durch  Addition  der  mit  —  1  maltiplicirten 
ersten  Zeile  zu  den  drei  Sbrigen.  Die  letzte  Determinante  liefert  die 
Entwicklung  der  eben  erhaltenen  nach  den  Elementen  der  letzten 
Colonne. 


Beispiel  i 


1  1   1 

«  ß  y 

— 

-'fr' 

0. 
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10  Ol 


-  tf  -  «)  fr  -  ") 

—  (/'  —  «)()'  —  «) 


«  1  1 

«'  C  +  "  >■  +  « 

1         0  0 

«        1  0 


0 


1      0 
«■^  +  01 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  der  Reihe  nach 
Beispiet  3. 


-W-«)fr-«)Cy-' 


11111 
a,    (Cj    ffj    c^    a^ 
«,■  «,■  V  «.'  .,' 
«/  '^^  «s*  «*'  V 
«■'  "i'  «s'  «/  «s' 


1    0 


(t| ,  Oj  —  "l  I   "l  —  "l )  '*4  —   ^'^  ».      > 

«,',«,'-«,•, «,'-«,',  «,'—  «;:..'', 

—  («I  —  «l)  (">  —  «l)  («•  —  «J  («•  —  «l)     >-=- 

10  0  o 
«,  1  1  L 
«,*,  «j  +  a,  ,  «,  +  «g  ,  <^  m~  

—  ("^  —  «l)  C«!  —  «l)  («1  —  «l)  («S  —  «l)    === "^ 

10  0  0 

«,10  0 

«1*,  «I  +  "»  )    "l  ~  "» I  «*  —  «11 


■"l)2^«..   "l'— «.'+«l(«, 


«.),■ 


1 ' 


—  («1  — «i)  (".—  «.)  («.  —  «■)  («.-«i)  («s  -  «.)  («1— < 
10  0  0  0 

o,     1  0  0  0 

»,■,«,  +  ».,  1    _  1  1 

«■''  ^^-j}'  2»"     f.  +  «.+  ■"..  «.  +  « 


=^>  C'^ 
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—  («1  —  «l)  («!  —  "i)  (««  —  "i)  («s  —  «i)  K  —  Kj)  («*  ~  ß»)  («s  —  "i)  X 
110  0  0  0 

«,  1  0       0  ■'       0 

"        +%,  1  0  0 

3 

^.■.,(.-.)^.,(.-..,S.-..) 


1      0  0 

«,     1  0 


2- 


«1*.  - 


—  «i)  X 


1       0 

«,  1 


0  0 


0 

0  0 

0  0 


■ ,  2"-  > 


linante  im  letzten  Ansdnicke  besitzt  aber  (vergl.  Nr.  30, 
Wertb  1,  aiao  hat  man 

.0  («;-  «.)  («,  -  «.)  («,  -  «.)  («,  -  «,)  («,  -  a.) 
«6  —  «*)  («i  —  «s)  («s  —  «s)  («6  —  «*)• 

Dergleichen  Determinanten  wie  (2)  und  (3)  werden 

■  aof  folgende  Weise  berechnet.   Man  denkt  sich  a,  bis  a^ 

le,  and  fragt  sich,    unter  welcher  Bedingung  ^  —  0 

liieht  aber,  so  oft  zwei  Colonnen  in  ^  einander  gleich 

werden,  i*.  -o,  wenn  «^■=™«i,  Oj  —  «i  ■  ■  u.a. w.,   d.  h.  a^  —  c,, 

Of  —  «1  Q,  8.  w.  mfiaaeD  Foctoren  von  ^  sein.    Auf  diese  Weiee  erhalt 

man  sofort 
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1 

0            0 

-  tf  - «)  fr  - «) 

a         1            1 

«•    ß  +  a    r  +  „ 

1         0            0 

-tf-«)^-«) 

a         1            0 

„.     ß  +  a     y-ß 

1       0      Ol 

-(ß-a)(j,-a)(r-ß) 

«      1     0  _o 

«•^  +  «l| 

-(/«-«Kr- «)(7-«- 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  der  Reihe  nach; 
Bei^tiei  3. 


10  0  0  0 

K,,  «j  —  O,  ,    ttj  —  "l  >  "i  —  **!  >   ''s "l 

«l'j«»* — «1*,  «s* — «1*»  «4* — «i*>  «6* —  "l' 
«.'.Oj' C.',  ffg'  —  «.',  Ki* — Ä.',  «•' ßi' 

«j*  a*,af* — «1*,  Cj* — «1*,  «4* — «1*,  «s* — «1* 

—  «l)  («!  -  "l)  («.  -  «l)  (««  -  «■)    X 

10  0  0  0 

a,    1  1  11 

«i".  «1  +  «1  ,«!  +  «•  ,  «i+«<,  "i+«t 

«i'.«i* +  «!«»  + «s*  ,  «i*  +  «ia8  +  «s*  >'■•     ,•■■ 

«i'>"i'+'".'«.+«i"<'+"i'i '"i'+«i'«j+«i".'+''.',    •••     .•■• 
—  («.  —  «i)  («>  —  «i)  (".  —  «i)  («1  —  «.)  X 


11111 
a^  Oj  a,  a^ 
«1*  «s*  «g*  ff. 
o,"  o,'  V  I 
«1*  "i*  «s*  ' 
-(• 


0 


0 


«,10  0  0 

a,*,  a,  +  «I  ,    a.  —  Oj ,  c^  —  Oj ,  a.  —  o, 

""  "^^rlj-.  («»  —  «1)2°"    «<"— ''•'+""i(«<— «s).- 


1  * 


-  («.-  «■)  («.—  «i)  («.-«i)  («.  -  «i)  («j  - ".)  («.—  «.)  («s  -«■)>< 

10  0  0  0 

«,    1  0  0  0 

«1*»  «I  "i" «» I  1  1  ^ 


«l. 


,',  -^---i;- '  2"'  fi  +  «1  +  «4.  «1  + 


".  +  «> 
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—  («>  —  «i)  («j — «i)  («1  —  «i)  («« —  "t)  C«.  —  «i)  («. — «i)  ("5  -  "i)  X 

10                0  0  0 

«,1                 0  0  "0 

«,»,  «,+«„!  0  0 
s 

",,    j,-ä,'^°"     "'-»i.  "l  —  «. 


-nfe; 


"i", 


«.'.^ 


0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

", + 

".,  1 

0 

0 

2.. 


—ri{'i—-i)x 


1      0 


2"'     2'^~°' 
0 


.".  ^s  2"» 


,  2"-  1 


Die  Determinante  im  letzten  Aoadrucke  besitzt  aber  (vergl.  Nr.  30, 
Beispiel  4)  den  Werbb  1,  also  hat  man 

^  =  (a,  —  «,)  («g  —  a,)  («4  —  et,)  (cj  —  o,)  (cg  —  «,)  (a,  —  o,) 
(ttft  —  ttj)  (tt^  —  «,)  («s  —  «s)  («6  —  aj. 

vlnmerj)!«!^.  Dergleichen  Determinanten  wie  (2)  ;uid  (3)  werden 
Qbrigena  rascher  auf  folgende  Weise  berechnet  Man  denkt  sich  a,  bis  a^ 
als  Veränderliche,  und  fragt  sich,  onter  welcher  Bedingung  J  -=0 
wird.  Dies  geschieht  aber,  so  oft  zwei  Colonnen  in  ^  einander  gleich 
werden,  d.  L  also,  wenn  a,  =9  a,,  Og  <»  «,  •  ■  u.  s.  w.,  d.  h.  o,  —  a,, 
tCf  ~  tti  o.  8.  w.  mQsaen  Factoren  von  ^  sein.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  sofort 
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s 
^  =  p  JJ(ai  —  «*),       i>k- 

Es  handelt  sicli  noch  p  zu  berechnen.  In  unserm  Falle  kann  p  nnr 
noch  eine  Constante  sein  und  zwar  gleich  -\-  1 ,  wie  man  durch 
Vergleichung  des  Diagonalgliedes  von  jJ,  mit  dem  Product  aller 
Minuenden  in  77  erkennt 

Beispiel  4.    Die  Sätze  dieses  Paragraphen,  insbesondere  der  letzte, 
leisten  bei  Berechnung  von  Determinanten,  namentlich  wenn  die  Ele- 
mente grosse  Zahlen   sind,  werthvolle  Dienste.     Wir  wollen  dies   in 
dem  folgenden  Beispiele  zeigen. 
Es  ist: 

18  36  58  50 
26  39  80  78 
n  39  55  45 
9  16  27  23 
ZQ  berechnen. 

Subtrahiert  man  die  zweifache  letzte  Zeile  von  der  ersten,  ihr  drei- 
faches von  der  zweiten  und  ihr  zweifaches  von  der  dritten,  so  kommt: 
4     4     4  1 
-9-1      9 
—1      7      1-1    ' 
16    27    23  I 

Subtrahirt  mau  von  der  letzten  Zeile  die  vierfache  erste,  addirt  sodann 
die  dritte  zur  zweiten  und  subtrahirt  endlich  die  letzte  Colonne  von 
der  zweiten  und  dritten,  dann  erhält  man  der  Reihe  na«h: 


0     4     4     4 

0     4   4     4 

-1  -9  -1     9 

-2-2   0     8 

-1     7     1-1 

~ 

— 1    "7    1-1 

9     0    11     7 

9     011     7 

0  0  0  4 
-2  -10  -8  8 
-1       8     2-1 

9-747 

- 

f4 

2     10  8 

—1       8  2 

9-7  4 

Dividirt  man  in  der  letzten  Determinante  einmal  die  letzte  Colonne, 
dann  die  erste  Zeile  durch  den  Factor  2,  addirt  alsdann  die  erste  Zeile 
zur  zweiten  und  subtrahirt  das  neunfache  der  ersten  Zeile  von  der 
dritten,  so  erhält  man  endlich; 
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52  I 

8  1  I  —  16 
-7  2 


1  6  2 
0  13  3 
0  —52  —16 


I  13   3| 
I  52  16  I 


11331                   U3| 
64    ,.  , 64-13  ,  , 64-13(4—3)- 

i  4  14 


|13< 
Beispid  5. 


Man  berechne  ä\e  Determinante: 
(p    0    r 


J  — 


T     ff 


0    , 
f    0 


Addirt  man  die  zweite,  dritte  und  vierte  Zeile  eur  ersten,  so  erhält  man: 


p+tf+T  p+ff+T  p+ff+T  p+ff+r 


-(c+«+^) 


Subtrahiri  man  ferner  die  zweite  Golonue  von  def  ersten, 
Ton  der  zweiten,  die  vierte  von  der  dritten,  so  kommt: 


1111 
d  0  V  e 
ff  r  0  p    ' 
«  ff  p  0 
die  dritte 


^-(p  +  ff  +  T) 


p  ~x 


-tp+ff+i) 


-r         I     ~p  p 
-ff  ff— p         p  0 

Addirt  man  hier  die  dritt«  zar  zweiten  Zeile,  dann  entsteht: 

^-(ff  +  *  +  T)      0         t+ff-pO  »(p+tf+T)(.-fff-p)     * 

f — 

X — ffff— p        p         I  ' 

—  (p  4-  ff  +  t)  (r  +  ff  —  p)  (p  +  r  -  ff)  (p  —  t  +  ff). 


§  4.    FartlaldetArmlnanten  höherer  Ordnnng. 

41.  Segriff  der  Ünterdetermirumte  nceiter  Ordnung  eirwr  Determi- 
nante J.  E«  möge  noch  einmal  daran  erinnert  werden,  daes  in  keinem 
Gliede  Gf  einer  Determinante  zwei  Elemente  On  und  o,,  als  Factoren 
auftreten  kQmien,  ftlr  welche  t  ^^  r,  oder  A;  =>  s  wäre,  da  jedes  Glied 
aus  jeder  Zeile  und  jeder  Colonne  ein  und  nur  ein  Element  besitzt. 
Wählen  wir  nun  aus  allen  N  Gliedern  G^  diejenigen  heraus,  welche 
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eie  der  Reihe  nach  mit 

(1)  G*i,     Gt,,    G»,,..-G*^- 

Das  Product  aller  flbrigen  Factoren  eines  dieser  ausgewählten  Glieder 
sei  nuiwsive  Modul  ts  mit  Ki  bezeichnet,  so  dass  also  die  Beziehungen 
gelten: 

(2)  (?i^  =  fl,ia„--fft,,  Gij^aiiO^-ffijr-UB-w.,  G*,  =a,-*ar.  Ät„. 
Die  Summe  aller  dieser  Glieder  ist  daher  dargestellt  durch 

(3)  ^'«'.-»"»'■ÜS'*,. 
oder  wenn  wir 

(4)  '2^:-\ 

setzen,  so  erhalten  wir: 

(5)  ^G*^-fl,ta.,.^,,. 

Wir  nennen  nun  Äir  die  zum  Producte  an  Or,  gehörige  ParÜa^eter- 
minanie  eweiter  Ordnung  von  ^d,  oder  Minor  zweiter  Ordnung. 

42.  Beei^tmg  des  Minors  stceiier  Ordnung  Air  znm  Minor  erster 
Ordnung  An,  Die  oben  aasgewählten  Glieder  G^  müssen,  da  sie  ja 
den  Factor  a^  enthalten,  sämmtlich  unter  den  bereits  früher  (Nr.  24) 
herausgegriffenen  Gliedern  G,*    auftreten,  welche  die  Form  besassen: 

(6)  G,, -»,.-»,,■ 

Jedes  Glied  G,- ,  dessen  Factor  Bi  das  Element  ar,  enthält,  ist  auch 
ein  Glied  Gn  .  Bezeichnen  wir  also  jeden  solchen  Factor  Si  ,  in 
welchem  an  auftritt,  mit  fft.,  dann  besitzt  dieser  selbst  wieder  die  Form 

(7)  m    =  n„  ■  Ki  , 

wenn  wir  unter  Ki  die  Gesammtheit  aller  anderen  Elemente  in  Ht 
verstehen,  wie  wir  bereits  in  Nr.  41  festgesetzt  haben. 

Wir  haben  also  auch  wegen  Gleichung  (4)  in  Nr.  4i  für  die  Summe 
aller  dieser  Factoren  Hi    die  Beziehung 

V->  ¥*=»  1-=' 
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Nnn  JBt  aber  aDdemtlieÜB  die  Snmme  aller  Grösaeu  Si  ^  aus  denen 
die  GrÖBsen  Hi,  gewählt  sind,  gerade  die  Determinante  An,  und  zwar 
der  Minor  zum  Elemente  an  in  der  Determinante  ^.  Ganz  ebenso  ist 
die  Summe  aller  Grössen  Ki,    die  Determinante  Air,  und  zwar  der 

Minor   zum   Elemente   a,,  in   der  Determinante  Aik.     Wir   erkennen 

sonach:  Die  Partialdeterminante  Atr  eweiter  Ordnung  von  A  ist  Minor 

t> 
erster  Ordnung  von  An,  oder  allgemeiner  auegeeprochen:    Ünterdeter- 
minanien  von    ünierdeterminanten  sind  selbst  wieder  Minoren  der  ur- 
sprUngliehen  Determinante. 

Es  mag  hierbei  noch  erwähnt  sein,  dass  der  Minor  Air  nicht  nur 

als  Unterdeterminante  zum  Elemente  ar,  in  der  Determinante  An  dar- 
gestellt werden  kann,  sondern  es  kann  genan  ebenso  gezeigt  werden, 
dass  Air  auch  Unterdeterminante  zu  Oj*  in  der  Unterdeterminante  Ar,  ist*). 

43.    Bei^pid.  Greifen  wir  aus  der  Determinante 
p    q    r 


jene  Glieder  Gi    heraus,  welche  das  Element  r  enthalten,  so  ist  die 
Summe  aller  dieser  Glieder  nach  Nr,  26  dargestellt  durch 
a    b    d 
VG.-^  =  r  .  ^„  =  (-  l)'-^*  r     (    u 
k    X 

=  r[au6  —  axw  —  tbe  +  ^^^  +  ^^w  —  lfv,d\. 
Wählen  wir  nun  aus  diesen  alle  Glieder  Gk  ,  die  überdies  das  Ele- 
ment d  besitzen,  so  erhalten  wir 

Vffi^  —  r[txd  —  ifcud]  =  rd[xt  —  hu\ 

=  rd  \  '=rdA,,■ 

\'k    t\  il 

Ganz  ebenso  gelangen  wir  za  dieser  Summe,  wenn  wir  aus  ji  zunächst 

alle  Glieder  0j    mit  dem  Factor  d  entnehmen.    Es  ist  dann: 


*)  El  ist  iJso  offenbar; 


^       ^»a 
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_  p     g     1 

h    X    1 

=  d[puy  —  pxv  —  tqy  +  txr  +  hqv  —  ftur]. 
Sondert  man   in  der  letzten  Form   die  Glieder  mit  dem  Factor  r  ab, 
so  kommt: 


^'s  =2s = '^^^''^  ~  *"**^  =■  '^'■f  ** " 


44.  Begriff  des  Minors  dritter  Ordnvng.  Die  Erweiterung  der 
vorhergehenden  Eotwicklung  hat  nun  keine  Schwierigkeiten  mehr. 
Wählt  man  aus  den  N  Gliedern  G^  jene  aus,  welche  den  Factor 

(tik    Ir.   dlm 

besitzen,  wobei  wieder  i,  r,  l  einerseits  und  Je,  s,  m  andrerseits  von 
einander  verschieden  sein  müssen,  so  bilden  ganz  wie  vorhin  die 
übrigen  Factoren  aller  dieser  Glieder  selbst  wieder  eine  Determinante, 
die  wir  analog  incl.  Vorzeichen  mit  Airi  bezeichnen.    Wir  nennen  sie 

Partialdeterminante  oder'Minor  dritter  Ordnung,  und  die  Summe  aller 
dieser  Glieder  mit  dem  Factor  ait  •  cir,  •  dtm  ist  dargestellt  durch 

an.ar,.aim--Airi. 

Um 

Wir  können  zu  diesem  Minor  auf  verschiedene  Arten  gelangen;  mau 
kann  ihn  auffassen  als  Minor  erster  Ordnung  zum  Elemente  Oi^  iu 
der  Partialdeterminante  Äfr,  oder  zum  Elemente  Or,   im  Minor  An 

oder  zum  Elemente  au  in  der  Unterdetermiuante  Art .   Man  kann  ihn 

aber  auch  deuten  als  Minor  eweiter  Ordnung  von  Au,  oder  von  Ar,, 
oder  von  At.^-  Wir  sehen  also  wieder  den  Satz  bestätigt: .  Onter- 
determinanten  von  Unterdeterminanten  sind  selbst  Minoren  der  ur- 
sprünglichen Determinante. 

45.  Begriff  des  Minors  p^'  Ordnung.  Greift  man  auf  diese  Weise 
ganz  allgemein  aus  den  N  Gliedern  G^  diejenigen  heraus,  welche  p 
gemeinschaftliche  Elemente  als  Factoren  besitzen,  etwa  die  Elemente: 

a.-,t,    Oi^t,    «i.t. -..^ty, 
80  umfüfist  die  zugehörige  Partialdeterminante  p*^'  Ordnung  alle  jene 
Elemente,    welche    die    nicht    gemeinschaftlichen    Factoren    der    aus- 
gewählten Glieder  bilden.  Diese  Partialdeterminante^**'  Ordnung  von  jj, 
welche  wir  inclusive  Vorgeichen  mit 
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bezeichnen,  ist  Paitialdeterminante  {p  —  l)"",  Ordnung  von  4,-,*,, 
{p  —  2)*"  Ordnung  von  Ai,i,  u.  s.  w.,  kurz  sie  ist  Minor  jeder  vorher- 
gehenden Unterdeterminonte,  d,  h,  jedes  Minors  niedrigerer  Ordnung. 
46,  Berechnung  der  ParÜaldetermmante  gweiter  Ordnung  Au.  Der 
Minor  zweiter  Ordnung  Au ,  also  jener  Minor,  der  zum  Producte  a„  o« 

gehört,  kann  nach  den  Entwicklangen  in  Nr.  42  anfgefasst  werden 
als  Unterdeterminante  erster  Ordnung  des  Elementes  a^}  im  Minor 
erster  Ordnung  .4,,,  dessen  Matrix  entsteht  durch  Unterdrückung  der 
ersten  Zeile  und   Colonne  in   z/.     Es  mnss  daher  Äa  genau  ebenso 

aas  An  erhalten  werden,  wie  A^  aus  ^;  d.  h.  da  die  ünterdeter- 
minante  ^j^  dargestellt  ist  durch 

«3»    <h»    «sa---  ' 


so  erhalt  man  daraus  die  Matrix  von  Ait  durch  Unterdrückung  der 

ersten  Zeile  und  Colonne,  d.  i.  jener  beiden  Keihen,  die  sich  im  Ele- 
mente Off  schneiden.    Dieselbe  ist  also: 


eine  Matrix,  die  offenbar  auch  aus  zJ  erhalten  werden  kann  durch 
W^lasaung  jener  Zeilen  und  Colonnen,  in  deren  Schnittpunkten  die 
Elemente  Oj^  Oj,  sich  befinden. 

47.    Berechnung  des  Min&rs  Air.     Ist  nun   im  allgemeinen  Falle 

der  Minor  zweiter  Ordnung  Air  zu  berechnen,  so  bringen  wir  zumichst 

dnrch  cyclische  Vertauschung  die  Elemente  On,  und  a^,  in  der  Deter- 
minante J  an  die  Stellen  von  a,,,  bezw.  a„.  Denken  wir  uns  hierauf 
die  erhaltene  neue  Determinante  D  in  den  Elementen  bij,  geschrieben, 
so  daas  also 
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l„  h„  ii„...J„ 
S„  J„  .  .  b, 
6., 


(I) 


dann  stimmen  noch  immer,  wie  wir  früher  (Nr.  20)  gesehen,  beide 
Determinanten  D  und  A  in  allen  einzelnen  Gliedern  fiberein,  abgesehen 
im  Allgemeinen  vom  Vorzeichen.  Letzteres  hat  sich  nach  Nr.  22  nm 
den  Factor  ( —  1)'>  wo 

V  =  (ir)  +  (Jcs)-\-i-\-k  +  r-\-s, 

geändert,  indem  D  durch  Substitution  der  Werthe  von  &,>  aus  (I)  bis 
auf  diesen  Factor  ( —  l)'  in  J  Obergeht. 

Während  nun   aber  die  Summe  der  Glieder,  welche  bj,  &„  in  i> 
als  Factor  haben,  dargestellt  ist  durch 


(1) 


2' 


e  =  6„     6„-.Bi, 


besitzen  die  nämlichen  Glieder,  entnommen  aus  der  Determinante  ^, 
die  Factoren  an  a,,,  und  ihre  Summe  ist 

(2)  "^Q  —  üi^   ür.    Atr^- 

Nun  ist  aber  audemtheils 

daher  die  Beziehung: 

an    Or,    Äir^  ( —  ly  fcu  fcj,  Bit, 
oder  weil  ja  Oa^^n  und  «r.^Jjj,  so  wird  endlich: 

(3)  J,.  =  C-  1)'  B,, ,    V  =  (ir)  +(ks)  +  i  +  h  +  r-i-s. 

Die  Matrix  des  Minors  B,,  entsteht  aber  nach   dem  Vorigen  durch 

ünterdrQckung  der  ersten  und  zweiten  Zeile  and  Colonne;  das  sind 
aber  gerade  jene  Zeilen,  die  sich  in  Oa  tmd  a„  schneiden.  Daher 
der  Satz: 
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„Die  ünterdeterminante   zweiter  Ordnung  Air  zum  Frodacte 

ait  Or,  in  der  Determinante  ^  wird  erhalten,  wenn  man  in 

z/  die  j**  und  r"  Zeile,  die  i"  und  s"  Colonne  unterdrückt 

und  die  Determinante  der  so  erhaltenen  Matrix  mit  ( —  l)' 

multiplieirt,  wo  w  =  (»>)  +  (is)  +  i  +  ife  +  r  +  s." 

48,  Berechnung  des  Minors  p*"  Ordnut^.  Ganz  auf  dieselbe  Weise 

zeigt  man,  dass  die  Matrix  dea  Minors  p*"  Ordnung  von  jJ,  welcher 

zam  Prodncte 

«(,*.  «i,*,  a,-.i,  ••■Oipij, 

gehört,  erhalten  wird,  indem  man  die  p  Zeilen  und  Colonnen  unter- 
drBckt,  die  eich  in  diesen  Elementen  schneiden.  Die  Determinante, 
deren  Matrix  sich  aus  den  reetirenden  Colonnen  und  Zeilen  zusammen- 
setzt, stellt,  wenn  man  sie  noch  mit  ( —  1)'  multiplieirt,  wo  nach  Nr.  23 

"- (i,  i,  h  ••••,.)  + ft  *.•■■*,) +^V +Ji'*,, 
den  Minor  p*"  Ordnung  dar. 

Bei^nel.  Der  Minor  vierter  Ordnung  zu  dem  Prodncte  t^,  a^  li^^  a,,  h 
öii   flu  Ö13  «i, 

Ojl     öj,     0,5     «s 

«*i  «s»  «jj  <h 


Ofl.     «»1 


»11 

die 

0». 

»1. 

"JS 

4i 

«IJ 

«i. 

■%• 

"ti- 

".« 

"i. 

^_ 


ist  dargestellt  durch: 

A5..  -  (- 1)' I  "^  "''],' 

wo 

V  -  (6513)  +  (2341)  +  (6 +  5+1+ 3) +  (2 +  3  +  4  +  1) 
=  5  +  3  +  15+10  —  33, 
also: 

"Vmi  (^^   "«  ~  "«  "<«)  ■ 

49.   Dk  corre^aondirende  Determinante  des  Minors  etoäter  Ordnung. 
Wir  hatten  die  Matrix  des  Minors  Äi,  erhalten  durch  Unterdrückung 

jenes  Colonnen-  und  Zeilenpaares,  das  sich  in  den  Elementen  a^  nnd 
tt,,  schneidet  Die  nämlichen  Zeilen  imd  Colonnen  schneiden  sich  aber 
anch  noch  in  zwei  anderu  Elementen,  nämlich  in  an   und  fi^t .    Zum 
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Prodacte  dieser  beiden  gehört  also  ein  Minor  Air,  der  die  nämlicbe 
Matrix  besitzt.  Während  aber  die  Unterdeterminante  Air  den  Factor 
{—  1)%  wo 


enthält,  ist  der 


Minor  Ai,  multiplicirt  mit  (—  l)',  wo 


V  =  (ir)  +  (sä)  +  »■  +  r  +  s  +  ft. 
Die  beiden  Grössen  v  und  v  Bind  nothwendig  nm  eine  und 
Einheit  verschieden,  d.  h.  es  besteht  die  Relation 


oder 


. +  1, 


Daraus  folgt,  dass  die  beiden  so  erhaltenen  Minoren  nur  durch  das 
Vorzeichen  sich  unterscheiden,  d.  h.  daas 
Air ^(r- 

Sämmtliche  Glieder   der  Determinante    ^,  welche   die  Glieder   dieser 
beiden  durch   die  nämliche  Matrix  dargestellten  Minoren  zu  Factoren 
haben,  sind  daher  dargestellt  durch  den  Ausdruck: 
(A)         an,   art   Air+ai,  Ort  Air-={an   ar,  —  a,-,  ort)  Air 


■(-!)• 


a,i 


-   Ol,*-] 


■  ö|,.-l     öl,^J-,    .  .  .  «I  s 


■  Onn 


Ist  hierbei  t<r,  k<Cs  —  eine  Voraussetzung,  die  immer  erlaubt  ist 
und  von  der  ich  auch,  wie  man  erkennt,  in  der  zweiten  Matrix  der 
Relation  {A)  stillschweigend  Gebrauch  gemacht  habe  —  so  sind  in 
beiden  Matrices  Reihen  und  Colonnen  gut  geordnet,  in  der  ersten 
Dach  Voraussetzung,  in  der  zweiten  a  priori,  da  sie  aus  der  gut  ge~ 
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ordneten  Matrix  von  /i  nur  durch  Unterdrückung  von  zwei  Zeilen  und 
Colonnen  entsteht.  In  diesem  Falle  reducirt  aieh  v  auf  die  Summe 
der  IndiceB  allein,  d.  h,  es  ist: 

«-i  +  r  +  t  +  s, 

und  man  nennt  nun  die  Determinante: 

I  ör*     Ir.    i 

die  corre^ondirende  Deierminante  zu  der  durch  die  Matris  von  Air  dar- 
gestellten Determinante.  *' 

50.  Die  correspondirende  Determinante  des  Minors  dritter  Ordnung. 
Die  Matrix  des  Minors  dritter  Ordnung  Air,   ergab  sich  aus  der  Matrix 

TOD  ^  durch  Unterdrückung  jener  drei  Zeilen  und  jener  drei  Colonnen, 
die  sich  in  den  Elementen  an  Or,  a,^  achneiden.  Genau  auf  dieselbe 
Matrix  werden  wir  aber  geführt,  wenn  wir  die  Minoren  zn  irgend 
einem  der  Producte  bestimmen,  das  aus  ctn-an-tiim  durch  Yer- 
tauschung  der  ersten  oder  auch  der  zweiten  Indices  entsteht,  also  zu 
den  fOnf  weiteren  Prodicten: 

On    <*li    <hm,     Ork    (^ii    l^lmi      Crk    Cli    (ti„,      Oit    Oi,    Orm,      <Ia    Ort    Oim', 

denn  dieselben  enthalten  keine  andern  Indices  als  die  bereits  in 
an  ar,  a,^  auftretenden  t,  r,  l,  k,  s,  m,  so  dass  bei  Bildung  der 
Matrix  des  jeweiligen  Minors  immer  dieselben  Zeilen  imd  Colonnen 
aus  ^  zu.  streichen  sind.     Die  Matrix  zu  Airi  ist  also  auch  Matrix 

für  die  Minoren,  die  aus  Atri  durch  Permutation  etwa  der  ersten 
Indices  entstehen,  also  zu: 

Aitr,      Art,,      Arn,      Aar,      A,rl. 

kiiK  kim  kim  kim  kim 

Während  nun  aber  der  Minor  Airi  den  Faktor  ( —  X)'  besitzt,  wo 

,,  =  (irl)  +  Qesm)  -^  (i  + r  +  t)  +  (k  j- s  +  m), 
inuss  das  Vorzeichen  der  übrigen  Minoren  eben  wegen  der  Fennutation 
der    Indices    {tri)    wechseln,    d.    h.    es    müssen   die    Relationen    be- 
stehen: 

Air, Äur Ar,,  =  +  Ar,,  =  +  A,ir  =  -  A,ri. 

kim  ktra  kim  lim  ktm  kim 

Es  ist  daher  die  Summe  aller  jener  Glieder,  welche  eia  Glied  irgend 
eines  dieser  sechs  Minoren  als  Factor  haben,  dargestellt  durch  den 
Aasdruck; 
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O,  ,  , . .  ai,t_i  «1^1  . . .  01,^1  a,,^i  . , .  ö,,m_l    «1,111+1  ■  ■  ■  <*1  ■      I 


-(-!)■ 


Oii 

Oi, 

Oim 

fflrt 

Or, 

arm 

Sil: 

a, 

atm 

Or+l,. 


dal 


ia„,^i 


Ist  hier  wiederum  t  <  r  <  i,  and  ifc  <  s  <  m,  dann  reducirt  sich  der 
Exponent  v  auch  hier  auf  die  Summe  der  Indices,  so  dass 

i/«=i-f"r+'  +  ^  +  3  +  »», 
und  die  Determinante 


(-1)' 


«r*    «r. 


wird  dann  die  correspondirende  Determinante  zu  der  durch  die  Matrix 
von  Airi  dai^estellten  Determinante  genannt. 

51.  Die  correspondirende  Determinante  des  Minors  p*"  Ordmtng. 
Die  beiden  vorhergehenden  speciellen  f^lle  von  correBpondir enden 
Determinanten  zeigen,  dass  deren  Matrix  gerade  durch  jene  Elemente 
gebildet  iat,  in  welchen  sich  die  bei  Bildung  des  zugehörigen  Minors 
zweiter  oder  dritter  Ordnung  unterdrückten  Zeilen  und  Golonnen 
schneiden.  Die  Erweiterung  der  Definition  einer  correspondirenden 
Determinante  ergieht  sieh  daher  in  folgender  Weise.  Greift  man  aus 
der  Matrix  einer  Determinante  ^  irgend  welche  q  Zeilen  nnd  q  Co- 
lonnen  heraus,  so  erhalten  wir  zwei  kleinere  Determinanten,  und  zwar 
1)  diejenige,  deren  Matrix  aus  allen  Elementen  besteht,  in  welchen 
sich  die  q  Golonnen  und  ff  Zeilen  schneiden;  2)  diejenige,  welche  sich 
aus  den  in  ^  übrig  bleibenden  Elementen  zusammensetzt.  Die  erste 
hat  Q  Zeilen  und  ^  Colonnen,  die  zweite  0  Zeilen  und  ff  Colonneu,  so 
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dsss  Q  -\-  a  =-•  n.  Bildet  man  das  Prodnct  beider  Determinanten,  indem 
man  die  Summe  der  Glieder  der  einen  mit  der  Samme  der  Glieder  der 
andern  multipUcirt,  so  bietet  dasselbe  —  vom  Vorzeichen  abgesehen  — 
alle  Glieder  der  urBprQngliehen  Determinante,  welche  sowohl  die  Glieder 
der  ersten  als  die  der  zweiten  Determinante  als  Factor  haben.  Sind 
nuu  in  den  beiden  Determinanten  Zeilen  und  Colonnen  gut  geordnet 
und  multiplicirt  man  die  eine  von  ihnen  mit  der  entsprechenden  Potenz 
( —  1)*,  ao  dass  das  Product  derselben  die  betreffenden  Glieder  der 
orsprflnglichen  Determinanten  inclusive  Vorzeichen  liefert,  dann  nennt 
man  die  beiden  Determinanten  von  ff*,  bezw.  0*  Elementen  correspon- 
dirende  Determinanten.  Als  Exponent  v  kann  hierbei  die  Summe 
aller  Indices,  welche  entweder  die  Diagonalelemeute  der  einen  oder  die 
der  anderen  Determinante  besitzen,  genommen  werden. 

Gharakterisiren  wir  die  Determinante  jJ'"^,  deren  Matrix  nach 
Unterdrfickang  der  p  Colonnen  und  Zeilen  sich  aus  den  übrig  bleiben- 
den Elementen  aj*  zusammensetzt,  durch  die  Elemente  ihrer  Diagonale 
setzen  wir  also 

^(o)  =  -J.  (o,,  1^    Oi^t^-  ■  •  <h„  »^)^ 

dann  ist  die  correspondirende  Determinante  ^'v'  inclusive  Vorzeichen 
dargestellt  durch 

*i^  . . .  k„ 
so  dass  also: 


ziiei  =  Ai, 


p  +  tf  =  n. 

1.    Sei  gegeben  die  Determinante 

«11  «1»  a«  «1 

z/  = 

a,.  a„  ö,,  x^ 
o„  a„  «s,  Xs 
X,    X,    X,    0 

62.     Beispiel 


Entwickelt  man  die  Determinante  in  die  Summe  ihrer  24  Glieder,  so 
werden  Glieder  mit  x^,  x^,  Xg*  anftreten.  Interessirt  es  uns  nur, 
die  Coefficienten  von  x,',  x^*,  x^  kennen  zu  lernen,  so  werden  sie  ans 
rascher  durch  die  in  Nr.  49  gegebene  Methode  geliefert,  Damach  sind 
die  Glieder  mit  x^  enthalten  in 
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(—  1}'.  J„  J«  ■  B„  =  (-  1)''  a;.»  I  "^^  <^  I , 
"  I  «s«  «»M  I 

wo 

"■  -  (14)  +  (41)  +  1  +  4  +  4  +  1  -  11, 
es  ist  also  der  Coefficient  toq  X^* 

(«»  a»  —  Os»  «w); 

die  Glieder,  welche  a^*  and  a^*  enthalten,  werden  geliefert  darch 

(-  1)-  V  »« •  B„  -  (-  1)'.  V 1  °"  "■'  1 , 

**  I  t'si  <^   I 

r,=  (24)  +  (42)  +  2  +  4  +  4  +  2  =  13; 

(-  X)*-  ft«  &„  ■  B„  =  (-  1)-  X,'  I  «"1  °i«  I , 

v^  =  (34)  +  (43)  +  3  +  4  +  4  +  3=.  15. 
Daher  ist  der  Coefficient  von  x/: 

—  ("it   "m  —  *^l   •^is); 
und  der  Coefficient  von  *j': 

—  ('»11   «*i  —  «M   0|s). 
Seispiel  2.    Sei  gegeben  die  Determinante: 

<^i  <h  (h  "h    i*       0 

6i  6j  &3  — 3>l*+    A» 

j=    c,  (^  c^  +  SA  —  3A» 

d,  dg  <^  —  1     +  3A 

e,  ^   ^       0—1 
Wir  bestimmen  die  correspondirenden  Determinanten  zu  den  Minoren 
zweiter  Ordnung 

\Kb,b, 

1)  4'"  -  k   e,  <i     -  +  {bei) 

and 

I  «1  «.  «. 

Die  correspondirende  Determmante  zu  i^/*'  ist 

0-1  I' 

-  +  *• 

K,  —  2  +  3  +  4+1  +  2  +  3- IB, 
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oder  auch 

»,  =.  1  +  5  +  4  +  5  =  15. 

Die  correspondireode  Determinante  zu  z/^'*'  ist 

^"„•-^■'"=(-'^"!-3i"+°4 

r,  =  3  +  4  +  5+1  +  2  +  3=  18, 
oder  auch 

yj  =  1  +  2  +  4  +  5  =  12. 


§  5.    Entwieklimg  der  Determinante  In  eine  Summe  von  Frodnoten 
oorreepondirender  Determinanten. 

53.    Summe  aus  Producten  von  Minoren   («  —  2)""  Ordnung "  und 
ihren   correspondirenden  Air.     Wir   hatten   in   Nr.  28  und  29    bereits 

Entwicklnttgen  der  Determinante  nach  Minoren  erster  Ordnang  gegeben 
und  erhielten  als  eine  derselben: 

(1)  ^=-0^  ^„ +  o,,  ^,  H «i™-^!,. 

Die  Grössen  Ät^i,  sind  nun  aber  selbst  Determinanten  und  wir  können 
sie  wie  die  Determinante  ^  nach  ihren  ersten  Minoren,  d.  b.  nach 
den  zweiten  Minoren  der  ursprünglichen  Determiuante  entwickeln.  Es 
ist  dann: 


At  —  »n  ^1.  +  "..  ^1.  + 

■  a,.  Ä„ 

^■•-"■■^i?  +  °-4-+ 

■  Oa.  A» 

^1.  —  »«  A>  +  <Ht  Ai  +  <Hi  ^H  ■ 

-■A'. 

(2) 


Tr^en  wir  die  so  erhaltenen  Entwicklungen  für  die  Minoren  An  in 
Gleichung  (1)  ein,  so  bekommen  wir: 

^  ^  öj,  djj  A,f  +  a^^  Ojg  jl,g  +  ■  ■  ■  +  «11  <hm  -^u 
fSl  +  «IS  »II  ^1»  +  f^it  (hiA»-\ 

H  «1*  Ojl  -4,J +  «In  0*1.-1  -^ij. 
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Fragen  wir  uns,  welche  Elemente  treten  als  Factoren  der  Minoren 
zweiter  Ordnung  in  dieser  Entwicklang  auf,  so  erkennen  wir,  sie  sind 
dadurch  cbarakterisirt,  dass  ihre  ersten  Indicea  1  und  2  sind,  während 
in  ihren  zweiten  Indicea  alle  Amben  der  n  Zahlen  1  2  ■  ■  •  bis  n  und 
zwar  doppelt  vertreten  sind,  einmal  als  Combinatiou  (ik),  dann  als 
Gombiuation  (ki).   Fassen  wir  also  je  zwei  Glieder  Ott  üi  der  Summe 

(4)  '^  •=^  Oll  (htAti, 


geeignet  zusammen,  nämlich  solche  zwei  Glieder,  deren  eines  die  Ele- 
mente a%i  Otk,  und  deren  anderes  die  Elemente  aitOti  als  Factoren 
besitzt,  so  lässt  eich  die  Gleichimg  (4)  wegen 

A,t  =  -  ^1,     (vgl.  Nr.  49) 

schreibeu : 


(5)   ^  —  ^(ouast  —  Oua»i)-4w  — 2^ 


Diese  Darstellung  der  Determinante  ^  ist  aber  nichts  Anderes,  als 
eine  Entwicklung  derselben  in  eine  Summe  von  Producten  je  zweier 
Minoren.     Die  erste  Reihe  der  Minoren  geht  aus  der  Matrix  hervor 

I  «n  «1»  •  ■  ■  «1»  I 
^  \<hi  (hi  ■  ■  ■  <hn\ 

die  zweite  Reihe  wird  von  den  mit  diesen  Determinanten  correspon- 
direnden  gebildet,  deren  Werth  incliisive  Vorzeichen  (; —  1)'  dargestellt 
ist  durch  A,j,  so  dass 

wo 

und  von  i  und  k  verschieden, 
und  V  —  1  +  2  +  »■  +  Ä   ist 

Die  Summe  aller  Producte  je  zweier  solcher  correspondirender  Deter- 
minanten liefert  ^• 
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54  EnkvüMung  in  eine  Summe  von  R'oducten  aus  Mincrm  (n — 3)*" 
Ordnung  und  deren  correspondirenden  Determinanten.  Ganz  ebenso  läast 
sich  ^  in  eine  Summe  von  Producten  entwickeln,  deren  einer  Factor 
eine  Determinante  der  dreizeiligen  Matrix 

1  «1»  •  ■  ■  ö 
ö,,  a„  . . .  ö 
«>l  «M  ■  •  ■ " 

ond  deren  anderer  Factor  die  correapondirende  Determinante 
A  s  3  =  (—  1)'  (°ie.  «BP,  ■  ■  •  «-*,^,] .     Pi  <  ft  ■  •  ■  <  ?» 

iir  ^  ' 

and  von  i,  &,  r  Terschieden, 

und  v  =  14.2  +  3  +  i  +  it  +  r 

ist.    Wir  ersetzen  »u  dem  Zwecke  in  der  Gleichnng  (3)  die  Minoren 

zweiter  Ordnnng  durch  ihre  Entwicklung  nach  Minoren  dritter  Ord- 


^1  »  =  o«i  ^J  1  3  +  «3»  ^1  »  s  H , 

dann  treten  in  der  Samme  nur  solche  drei  Elemente  als  J'actoren  der 
Minoren  dritter  Ordnung  auf,  welche  1)  als  erste  Indices  1,  2,  3  be- 
sitzen, 2)  als  zweite  Indices  irgend  welche  Temen  der  Zahlen  (1 2  ■  ■  ■  n), 
und  zwar  ist  jede  solche  Combination  zu  dreien  sechs  Mal  vertreten, 
entsprechend  der  Anzahl  -der  Permutationen,  welche  drei  Indices  bilden 
können.  Fasst  man  wieder  je  sechs  solche  zusammengehörige  Glieder 
in  der  Entwicklung  von  J  zusammen,  so  kommt,  unter  Berück- 
sichtigung der  Resultate  in  Nr.  50: 


^-2(»' 


-2 


Ou   0%i  flsf 
ölt  «i»  Ost 


wie  oben  behauptet  wurde. 

55.  Allgemeiner  Fall,  So  kann  endlich  jede  Determinante  ^  in 
eine  Summe  von  Producten  entwickelt  werden,  deren  Factoren  ünter- 
determinanien  beliebigen  Grades  sind.     Man  nimmt  eine  Matrix  von 
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p  Zeilen  —  oder  etwa  auch   von  p  Golonneu   — ,  bildet   daraus    die 

(„)  Determinanten  j)*^  Grades 

zu  jeder  derselben  bestimmt   man  die  correspondirende  Determinante  | 

(n  —  j»)*"  Grades 

^(-.)  =  ^,, , . . .  .^  =  (-  ly  {0.^+,,,^+, ,  «.,^, ,^^,  ■  -  ■ «,-,.».), 

wobei 

Die  Summe  aller  Producte  je  zweier  correspondirender  Determinanten 
liefert  die  ursprOnglicbe  Determinante  ^.     Man  hat  also: 

j  -  2'("''''  ■"•'■  ■ '  ■  *''')  ■  "^;,«  ■.:;/'■ 

Diese  Entwicklung  von  ^  nach  Producten  ihrer  Minoren  hat  zuerst 
Laglace.  gegeben.  (Recherches  sur  le  calcul  integral  et  sur  le  Systeme 
du  monde,  1772,  Seite  304.) 

56.  Anwendungen  des  Laplace'schen  Satzes  hei  Bildung  von  Selationen 
zwischen  Unterdeterminante».  Wir  hatten  in  Nr  32  Relationen  auf- 
gestellt, welche  zwischen  den  Elementen  einer  Zeile  oder  Colonne  und 
Ünterdeterminanten  !*"■  Ordnui^  bestehen,  oder,  wie  wir  uns  jetzt  auch 
ausdrücken  können,  zwischen  Minoren  (n  —  1)*"  Ordnung  und  ihren 
oorrespondir enden  Determinanten.  Die  Methode,  welche  wir  dort  be- 
nutzt^ bestand  darin,  dass  wir  die  Matrix  (Ä)  in  Nr.  28,  oder  eine 
ihr  analoge  durch  eine  Zeile  erweiterten,  die  bereits  in  der  Matrix 
auftrat,  und  die  so  erhaltene  Determinante  nach  den  Elementen  dieser 
Zeile  entwickelten.  Der  Satz  von  Laplace  setzt  uns  nun  in  den  Stand, 
auf  dieselbe  Weise  Relationen  zwischen  Minoren  beliebigen  Grades 
herzustellen.  Wir  nehmen  eine  beliebige  Matrix  (B)  von  p  Zeilen  und 
n  Colonnen,  erweitem  sie  zu  einer  Matrix  von  n  Zeilen  und  n  Colonnen, 
indem  wir  « — p  Zeilen  hinzufQgen,  unter  denen  wenigstens  eine  be- 
reits in  der  Matrix  {B)  selbst  auftritt.  Die  durch  diese  neue  Matrix 
dargestellte  Determinante  verschwindet  wegen  der  gleichen  Zeilen. 
Entwickelt  man  also  dieselbe  in  eine  Summe  von  Producten,  deren 

Factoren  etwa  die  (     J  Determinanten  der  hinzugefügten  Matrix 

nnd  die  correBpondirenden  sind,  bo  erhält  man  eine  Relation  zwischen 
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Minoren  p*"  und  «  —  p"'  Ordnung  irgend  einer  Determinante  -4,  von 
deren  Matrix  die  oben  erwähnte  Matrix  (B)  ein  Theil  ist. 

57.    Beispiel  1.    Sei  gegeben  die  fQnfgliedrige  Determinante: 

ßi  y, «.  *i 

ß,  y,  d,  s, 

^■=     «s  (33  r»  ffa  *. 

a^  ß,  y^  d^  e^ 

«5  ßr.  rs  *5  «6 

Wir  erhalten  eine  Kelation  zwischen  Minoren  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung derselben,  wenn  wir  etwa  die  Matrix  der  zweiten,  dritten  und 
vierten  Zeile  durch  die  Matrix  der  ersten  und  zweiten  Zeile  zu  einer 
neuen  Matrix 

«i  ßi  7x  S,  e,   j 
oj  ß,  y^  d,  I 
■=^'  —     »hßi  Yi  ** ' 

«5  A  y»  *j  ^ 
''4  ß*  y*  *.  «* 

erweitem;  die  durch  sie  dargestellte  Determinante  jJ'  ist  Kuli  wegen 
der  Gleichheit  der  zweiten  und  dritten  Zeile.  Man  kann  sie  nun  wieder 
mit  der  Determinante 

vergleichen,  letztere  nach  den  Determinanten  der  beiden  ersten  Zeilen, 
also  nach  den  Determinanten  der  Matrix 


(C) 


I  hl  h$  hs  hl  ^15 1 
I  hi  hi  hs  hi  K  I 

entwickeln,  und  in  der  Entwicklung  hernach  die  Elemente  bn,  durch 
die  entsprechenden  Elemente  in  ^'  ersetzen.  Bezeichnen  wir  die  zehn 
Determinanten  der  Matrix  (C)  mit 

(S.S,)„,  (i.,y,„  {l,b,),„  (S.4,)„,  (6,S,)„,  ».iOM-'-ftW», 
dann  ist  die  Entwicklung  dargestellt  durch 


■0-J'(!.,S,),.B,,l 


*..-(- 1)'"  (i.e. '.*».,.), 
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wobei  1)    »,t— l  +  2  +  i  +  i=.3  +  «  +  it, 

2)  e,,     h, 

3)  Qi<tft<9f 
Wir  erhalten  also: 

D-i.-  !)•  +  ■(»,  h.\,  (S„  J„  S„)  +  (-  !)•+'  (J,  J,)„  (6„  J„  i„) 
+  (-  1)'  +  '  (S.  W«  ('■■  '«  «  +  (-  !)"+•  (i,  *,)..  (»»  '«  W 
+  (-  !)■+•  (6,  S,)»  (S„  S„  6„)  +  (-  l)'+«-(6,  (.,),.  ((.„  6„  W 
+  (-  !)■  +  '  C».  ».)»  (S.,  S«,  W  +  (-  1)"+'  (6,  M,.  (».,  6„  *») 
+  f-  !)'  +  •  (».  ».)„  CV  »«  »«)  +  C-  1)*  +  *  (*.  6J»  ft,  S«  s«). 

Ersetzt  man  hier  die  Werthe  Ton  bu  durch  die  entsprechenden  Elemente 

n  ^',  so  kommt: 

0  -  («,« ()■■*.».)  -  («.j-i)  tf.«.'4)  +  («i«,)  Är.O  -  («,«■)  (ftj-.a.) 
+  (ft  rt  («.  ■>=  •.)  -  (ft  «.)  («,  n ».)  +  (A «,)  («■  n  «,) 
+  fr,  «>)  («■  A  «^  -  fr, ».)  («.  ß,  *.) 
+  (j..,)(,<,^,0. 

58.    Beispiel  2.    Die  viergHedrige  Determinant« 
*„',.'>,.*,.  j 
''m  ^  ''sa  * 

>>,  ''u  K  Kl 

bu  iia  ita  ^m  I 
giebt  nach  zweigliedrigen  UnterdetermiiuuiteQ  entwickelt: 

-  (-  1)'  +  '  (»,'*.),.  (»,  ».)«  +  (-  !)•+'  (S,  «,.  ft  tX 
+  (-  !)•+'  (S,  h.\,  (».  6,)„  +  (-  lf+'  (i,  i,),,  (6.  i.)„ 
+  (_  !).  +  •  (i,  6,)„  (S,  SO,,  +  (-  1)  >+'  (h,  y„  (i.  i.)„ 

Setzen  wir  nun 

f>n  =  bit  =  Oi,    btt  =  ha  =  6j, 
dann  erhält  Z>  zwei  Paar  gleiche  Zeilen  and  geht  über  in 

\  b,  b,  i, 
a,  a,  Of  dt 
6,  6,  h  b, 
.  2  I  (a«„  (ai.)„  —  (oJ)„  (»S),.  +  (aV)„  (»6)„ )  -  0 


B  — 


I 


^-= 


_(«t)„  (»!,)„- 
+  («6)«  («S),.  - 
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Bezeichnen  wir  Doch  kürzer  (—  1)'  (ab)ik  raxtput,  so  liefert  die  Matrix  ^ 
die  Relation: 

Pi!  Pi*  +  Pii  Pi»  +  Pu  P»a  =  0- 
Sie  entsteht  aus  ihrem  ersten  Gliede  p,,  p^ ,  indem  man  die  3  Indices 
2  3  4  cyclisch  vertauscht. 

59.  Berechnung  des  Wer&ies  einer  Determinante  mit  Hilfe  der 
Laplaee'schen  Entwicklung.  Beispiel  1.  Wir  berechnen  zunächst  unter 
Anwendung  dieser  Entwicklung  von  J  noch  einmal  den  Werth  der 
Determinante  (6)  in  Nr.  15: 

13      1     121 
1      5     03|      |31]|      16!        1311     1-2  61 
'*'"i2-2     16|"l5|"-5  3J~10n      ^^ 
|0     4-5  3; 

321  |-2  1|  IUI  126!  [12j  12  1|  |12|  12-2 
13|'|  4— 5|  +  |50|'|o3|~|53|'!0-5|"''|03r|o  4 
=  (15  -  1)  (3  +  30)  -  (0  —  1)  (-  6  -  24)  +  (9  —  2)  (10  -  4) 
+  (0  -  5)  (6  -  0)  -  (3  -  10)  (-  10  -  0)  +  (3  -  0)  (8  —  0)  . 
=  14  ■  33  —  30  +  42  -  30  —  70  +  24  =  398. 

60.  Beispiel  2.  Wesentliche  Vortheile  für  die  Berechnung  des 
Werthes  einer  Determinante  gewährt  die  Methode  von  Laplace  dann, 
wenn  die  Matrix  der  Determinante  eine  grössere  Zahl  von  Elementen 
enthält,  welche  Null  sind  Hierher  gehört  in  erster  Linie  der  Fall, 
wobei  jene  Elemente  verschwinden,  in  welchen  sich  p  Verticalreihen 
mit  q  Zeilen  schneiden.  Wir  können  dann  durch  Vertauscbung  von 
Zeilen  mit  Zeilen  nnd  Colonnen  mit  Colonnen  die  Elemente  in  der 
Matrix  der  gegebenen  Determinante  so  ordnen,  dass  alle  verschwinden- 
den Elemente  selbst  eine  zusammenhängende  Matrix  von  p  Colonnen 
und  q  Zeilen  bilden.  Nehmen  wir  zunächst  an  q=^  n  —  p;  die  ge- 
gebene Determinante  ist  dann: 

)       «i,  .    .    .     Olp    ÖJp  Ol,p+l    ...    «1. 

^1  flpi   .  .  .  «pp  nj.,p+i Op- 

i  0  ....  0      ap.^.tp,+  l,  -  ■  ■  öp+:, 

j  0  ....  0 

I  0  ....  0     a^.p+1     ■    .    .  a,, 

GOBDAM,  l>At«rBtln>nlaD. 
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Entwickeln  wir   sie   nach  der  Methode   von  Laplace,   indem  wir  die 
Determinanten  aoa  der  Matrix 


C^) 


0 
0 


i  0  ...  0 

bilden,  jede  mit  der  correspondirenden  Determinante  multipliciren  und 
die  Summe  Ober  alle  Producte  nehmen,  so  erkennt  man,  dasB  diese 
Summe  sich  auf  das  einzige  Product 


"".p+i 


=  ^(f) .  ^^'-Pi 


reducirt,  weil  ja  alle  Determinanten  der  Matrix  (A)  —  die  in  diesem 
PrcMlucte  auftretende  ausgenommen  —  Terschwinden. 

61.  Beispiel  3.  Nehmen  wir  zweitens  au  ;  -=  n  — p  +  1,  dann 
enthält  die  Matrix  (A)  nicht  mehr  wie  vorbin  p  Colonnen  und  p  Zeilen 
nicht  verschwindender  Elemente,  sondern  sie  enthält  nun  eine  Zeile 
mehr  als  sie  Colonnen  hat.     Wir  können  dann  aus  ihr 


fr)-+> 


nicht  verschwindender  Determinanten  bilden  und  die  zugehörigen 
correspondirenden  ermitteln;  die  Summe  der  (p  -|-  1)  Producte  lieftrt 
dann  die  Determinante  ^. 


Sei  z.  B.  gegeben: 


a,  6,  c,  d,  e^ 
a^  h^  c^  d^  e^ 
Oa  6s  (3  t^  Cj 
a  0  e^d^  e^ 
0   0   Cj  d(  fij 
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danB  liefert  die  Entwicklung  nach  den  Determinanten  der  Matrix  der 
beiden  ersten  Colonnen: 


I  o,  &,  { 


C4  (?,  c^ 

Cs  ^i.  H 


+  (-1)- 


+  (-1)" 


<hh 


(^   d,  Cj 

"*  d^  64, 

Ci  d^  e^ 

«s  <^  <is 


v,  =  1  +  2+1  +  3=7 

V,  =  1  +  2  +  2  +  3  —  8, 
also: 

^  =  (o6),j  (cde)s*j  —  (ofi)u  (cde)j„  +  (ö6)äg  (tfdc),«. 

63.  EnttDidthiry  einer  Determinante  nach  Froäwten  von  Elementen 
gweier  sieh  schneidendes'  Reihen.  Manche  Aufgaben  lassen  es  wUnschens- 
werth  erscheinen,  eine  Determinante  nach  den  Elementen  einer  Zeile 
und  Colonne  gleichzeitig  zu  entwickeln.  Wir  wollen  dabei  der  Ein- 
fachheit halber  annehmen,  diese  Elemente  würden  die  erste  Zeile  und 
Colonne  bilden,  die  sich  also  in  dem  Elemente  Oj,  schneiden.  Um  zur 
Entw ick lungs formet  zn  gelangen,  gehen  wir  wieder  aus  von  der 
Gleichung  in  Nr.  28: 


(1) 


.^  =  a,j  Ä^^  +  «lg  ji„  +  -  -  •  öl  ■  .4i « . 


Von  den  darin  auftretenden  Minoren  An  entwickeln  wir  den  ersten 
A^^  nicht  weiter,  die  Übrigen  aber  nach  den  Unterdeterminanten  der 
Elemente  in  der  ersten  Colonne  (während  wir  sie  in  Nr.  53  (2)  nach 
den  Ünterdeterminanten  der  Elemente  in  der  ersten  Zeile  geordnet 
hatten). 

Wir  erhalten  also: 


(2) 


-  «31  -4,,,  +  «41  ^u 

-  Oj,  .4,3  +  «4,  ^,« 


A,k~ati  -^ij  +  «3iA»H \-  «*i^i*H |-ö-i^i- 


.4i.  =  Og,  A,:t  +  03,  Ais  +  a^^  A,^ h  0-1  -4, 
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Tragen  wir  diese  Werthe  in  A  ein,  so  kommt: 

A  =  a,i  ^„  +  Oj,  o,j  ^„  -f  Oj,  Oij  j1,s  H 1-  a,i  «„  -^i, 

Sl  11  Sl 

+  %i  «13  ^lä  +  «31  «le  ^s  H 

(3) 

-f-  dji  ai,i-i  J,  j  +  ■  ■  -  +  dal  «1,  j4i,  . 

Man  erkennt,  dass  in  dieser  Summe  durchgehends  die  Factoren  der 
Minoren  ^i,-  Prodncte  von  Elementen  sind,  welche  der  ersten  Zeile 

und  ersten  Colonne  angehören,  und  zwar  tritt  jedes  solche  Product 
(^n  <hk  nur  einmal  auf,  indem  jedes  der  (n —  1)  Elemente  der  ersten 
Zeile  mit  jedem  der  (n  —  1)  Elemente  der  ersten  Colonne  —  «„  ist 
ja  ausgeschlossen  —  multiplicirt  wird.  Wir  können  also,  die  (n — l)* 
Glieder  der  obigen  Entwicklung  zusammenfassend,  die  Gleichung  (3) 
schreiben: 

(4)  ^  =  a, ,  ^,  1  +^^  «( 1  «it  Äi  i , 

oder,  weil 

Au Au    (vergleiche  Nr.  49), 

Bo  wird  endlich  die  gesuchte  Entwicklung  dargestellt  durch 

(5)  d  =  «„  ^n  —^an  ou  A, , , 

h  und  t>  1, 
wobei  erinnert  sei,  dass  Änt  der  Minor  erster  Ordnung  des  Elements 

Oiii  in  der  Determinante  A^^  ist.     Wir  erhalten  sonach  die  Regel: 

„Um  eine  Determinante  nach  den  Producten  der  Elemente 
zweier  sich  schneidender  Reihen  zu  entwickeln,  bilde  man  die 
Determinante  A^^,  so  wie  ihre  (n —  1)*  ersten  Minoren  Au,. 

Jeden   derselben  multiplicire   man  mit    dem    entsprechenden 
Producte   a,i  ai^,    addire    alte   Producte    und    snbtrabire   die 
Summe  von  c,,  Ä^". 
63.    ErUwUMung  einer  Determinante  nach  den  Producten  von  Ele- 
menten mceier  Paare  sich  schneidende  Reihen.    Bisweilen  tritt  auch  die 
Fr^e  auf,  wie  lasst  sich  eine  Determinante  in  der  Weise  entwickeln, 
dass  sie  nach  Producten  geordnet  ist,  deren  beide  erste  Factoren  zwei- 
gliedrige Determinanten  sind,   entnommen   aus  der  Matrix  der  zwei 
ersten  Zeilen  und  der  Matrix  der  zwei  ersten  Colonnen.    Mit  Hilfe  der 
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Zerlegung  einer  Determinante  nach  der  Methode  von  Laplace  können 
wir  auch  diese  Fr^e  erledigen. 

Wir  können  zunächst  nach  Laplace  die  Determinante  entwickeln 
nach  den  zweigliedrigen  Determinanten  der  Matrix 


(S) 


I   «»l    «M    «!S    •    ■    -   «1«   1 

Sondern  wir  hier  von  vornherein  in  dieser  Samme  die  Producte 

I »,1  "o I  V  I  °"  °"  I    ^        vi""  ""  I   A 

I  a,,  Oj,  I       1»      ^  I  0,1  Oji  I       u      ^  I  Oj,  Osi  I       li 
ah,  dann  sind  die  übrigen  nur  Producte  von  Determinanten  der  Matrix 
j  ''is  ^it  •  •  •  ''in  I 

!"»»««■•■  O"»  I 

in  die  entsprechenden  correspondirenden  Determinanten 

wobei 

1)  »  =  1  +2  +  t'  +  Ä, 

2)  *  >  »"  >  2, 

3)  e,  <9j  <(),■■■<?,-», 
und  alle  p,  von  h  und  t  verschieden  sind. 

Wir  haben  somit  als  erstes  Kesultat: 


J  =  \ 


'^ii+^: 


r,!   o,,   Oii 


(1) 


+2\ 


^    \auc 


.J.,t,    ft>i>2 


Jeder  der  in  der  letzten  Form  dieser  Entwicklung  auftretenden  Minoren 
zweiter  Ordnung  lässt  sich  nun  aber  wieder  in  eine  Summe  von 
Froducten  entwickeln,  deren  einer  Factor  eine  Determinante  der  Matrix 


(C) 


«.l 

"ji 

a„ 

a„ 

«s, 

».1 

a.1 

O.J 

ist,   während    der   andere 


1  der   entsprechenden   correspondirenden 
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Determinante,   einem  Minor   vierter  Ordnung  von   /i,   gebildet  wird. 
Diese  Minoren  vierter  Ordunng  sind  nlao  der  Determinante  entnommen 


sie  sind  die  eämmtlicfaen  Unterdeterminanten  zweiter  Ordnung  von  X, . 

11 
Trägt  man  nun  diese  Entwicklungen  der  Minoren  A^^  in  den  vierten 

Term  der  Gleichung  (1)  ein,  so  erhalten  wir: 


'^1    **l!  öl>    i 


+  2 


au  oit 


und  i(f  einestheila,  he  anderntheils  alle  Werthe  von  3,  resp,  4  bia  » —  1, 
reap.  n  annimmt. 

Der  letzte  Term  enthält  die  gesuchte  Entwicklung.    Er  entsteht, 
indem  man  einmal  alle  Determinanten  der  Matrix  (J5),  und  dann  alle 
Determinanten  der  Matrix  {€)  bildet,  jedesmal  alao 
-  2)  («  -  8) 


i-2\        (n- 
8      / 


au  der  Zahl.  Jede  Determinante  dea  einen  Systems  multiplicire  man 
mit  jeder  des  andern  Syatems  und  füge  zum  Product  noch  als  dritten 
Factor  jene  Unterdeterminante  vierter  Ordnung  von  ^,  deren  Matrix 
entsteht,   wenn  man  im   Minor  ^,j  <lie  beiden  Zeilen  und  Golonnen 

streicht,  denen  die  beiden  vorhergehenden  Factoren  entnommen  aind. 
Die  Summe  aller  Producte  liefert  das  gewünschte  Resultat. 

64.  Specieüe  Fäile.  Man  wird  sich  natürlich  im  Allgemeinen 
nicht  der  in  62  und  63  klargelegten  Methoden  bedienen,  um  eine 
Determinante  zu  berechnen,  aondern  die  bereits  früher  gegebenen,  be- 
quemeren vorziehen.  Am  interessantesten  sind  diese  Entwicklungen, 
sobald  jene  Elemente  verschwinden,  in  welchen  sich  die  betreffenden 
Zeilen  uud  Colonneu,  nach  denen  zu  entwickeln  ist,  schneiden;  also  im 
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ersten  Falle,  wenn  «„  ■=  0,  im  zweiten,  wenn  Oit='ait=' 0^1"=  at»=  0. 
Diese  Fälle  treten  in  der  That  bei  maDcheo  Problemen  der  analytischen 
Geometrie  auf.  Ist  a,,  =•  0,  so  reducirt  sich  die  Entwicklung  in 
Nr.  62  (5)  auf 

^  «  —^au  Oh  •  Alt, 
and  im  zweiten  Falle,  sind  o^,  =>  a„  ~=  o,,  —  a„  =-  0,  so  wird 
-^j  aufl,*  I    j  apio^,  I 

^='  /,  ■  •  -Aston, 

da  ja  die  zweigliederigen  Determinanten  in  den  roraiiBgehenden  Formen 
stets  eine  Colonne  von  Terscbwindenden  Elementen  besitzen. 

65.    Seispiel  1.    Die  bereits  in  Nr.  52  als  Beispiel  Terwendete 
Determinante 


«11 

»1. 

^i 

«11 

"t, 

', 

«.!    »iO 

", 

a;, 

't 

0 

wollen  wir  direct  nach  den  Yariabeln  x,  x^  a^,  also  nach  den  Ele- 
menten der  letzten  Zeile  und  Colonne,  gleichzeitig  entwickeln.  Die 
Entwicklongsfttrmel  ist  gegeben  durch: 

^  =  ««  ^«  ■ 
oder  weil  hier  a^^  — >  0 

Wir  erhalten  sonach,  wenn  wir  die  Summe  entsprechend  z*  und  XiXi 
in  zwei  Theile  trennen, 


i  an  Ai.1 ,    i  und  i  <  4. 


^  =  —  Voji  an  A^i  —  Voji  Oii  .^j- 

Hierin  ist:  *"  * 

A,  -  (-  1)"  («,.  o»),  -,  -  (41)  +  (41)  +  2  (4  +  1)  -  12, 
^jj  -  (  -  1)'-  («„  O,  ",  -  (42)  +  (42)  +  2  (4  +  2)  -  14, 
Jtg  -  (-  !)'•  (<•„  ».,),  -.  -  (43)  +  (43)  +  2  (4  +  8)  -  16, 

^.1— (-l)"("ii"jj— «>i«ii),  ».—IS,  -^o— (— l)''(«ii"j>— ".i"!,),  "i—lS, 

^.1— (l-)''("ii"M-".i"«),  ".—14,  ^«,-(-l)'-(o„»a-"i."n),  ".—14, 
a  11 

^.,— (— l)'-(«i.»i»-«is"a),  ".—18,  /(„—(- l)'-(0|,(%-o„o„),  ",—  16, 
also 
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^— —  {a;,»(aj,jOa3-OM«3i()  +  V(«u''3s-«3i"i3)+3;s'(°ii''«  — '^■"li)} 

66.  Beispiel  2.  Für  die  DetermiDante 
Ol  Oj  Oj  a;,  y, 
6i  *,  6j  a;,  yj 
z/  ■=  c,  C(  Cg  Xj  y, 
ar,  Xj,  j:^  0  0 
Vi  y*  y.  0  0 


liefert  die  Entwicklung 

^-^  I  Ob/  osi 
folgenden  Werth: 


I  0,.4  (Ip5    I 


A^s^„ 


fe<ff<4 

U<ft<4 


^=(-1)'. 


^i  y* 


<i+(- 


*.  »I 


1  *> ». 


+ 


(-0-1 


a:.  »! 


I  I  ^   .,  ; 

U +  (-!)■ 
U, +  (-!)• 


vh 


»,  —  30, 


.32 


..  Vt 
«ii  ».  I 
V,  —  (45:2)  +  (1 246)  +  24  —  4  +  0  +  24  - 
1-,  —  (4513)  +  (1245)  +  25  —  4  +  0  +  25  —  29,  r,  —  30 
r,— (4512) +  (1345)  + 26  — 4  +  0  +  25  — 29,  »,  — 31 
..,  —  (4512)  +  (2345)  +  26  —  4  +  0  +  26  —  30,  r,  —  31, 
J  —  c,  (i,  j,)'  +  h,  (i,  j,)'  +  <i,  (i,  y,)'  —  (k,+  e,)  (i,  s,)  (i,  i(,) 
+  (".  +  <■,)  (ii !/.)  fe  J.)  -  ("!  +  '.)  (*<  »j)  (=r,  »>)■ 
67.    Begriif  Her  Bätidemnf/  eitler  Determinante.    Die  in  Beispiel  1 
nnd  2  aufgestellten  Determinanten  bezeichnet  mau  als  geränderte  De- 
terminanten.   Die  Ründeraug  besteht  darin,  dass  man  eine  Matrix  von 
n*  Elementen  durch  eine  Zeile  und  Colonne  von  n  Elementen  erweitert 
und  in  den  Schnittpunkt  der  beiden  Reihen  Null  setzt.     Dabei  ist  es 
nicht  nothwendig,  dass,  wie  in  den  beiden  Beispielen,  die  zugefügte 
Zeile  und  Colonne  dieselben  Elemente  enthalten.    Die  Gänderung  kann 
wie  in  Beispiel  (2)  mehr  als  einmal   vollzogen   weiden;  man   spricht 
dann  7on  einem  zwei-  und  dreifachen  Saum  der  Determinante,  deren 
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sämmtliche  Elemente  in  den  Schnittpunkten  der  Saunureihen  Kall  sind. 
Die  DeterminBDte  in  Beispiel  1  ist  also  entstanden  durch  Rönderung 
der  Determinante 

«II  «la  <^3 
J>=     Oj,,  a,i  a^ 

öai  '^si  «M 

mit  x^  Xi  Xg.  Ebenso  ist  die  Determinante  in  Beispiel  2  durch  ßän- 
derung  der  nämlichen  Determinante  D  mit  ir,  Xj  x^,  y,  y^  y^  ent- 
standen. 

§  6.  UulttplioaUoii  TOn  Determinanten, 
68.  DarsteUung  des  Gedankenganges.  Bereits  in  Nr.  60  wurde  ein 
Fall  besprochen,  in  welchem  eine  n-gliederige  Determinante  ^  in  ein 
einziges  Product  aweier  Determinanten  von  ^,  bezw.  (n  —  pj*  Ele- 
menten zerfiel.  Die  Bedingung  war,  dass  sämmtliche  Elemente,  in 
denen  sich  p  Colonuen  und  (b  —  p)  Zeilen  schneiden,  versclnrinden 
mussten.  Man  sieht  leicht,  dass  umgekehrt  das  Product  zweier  Detei- 
minanten  vom  r*^  und  a"*"  Grade  immer  durch  eine  einzige  Deter- 
minante (r  +  s)**"  Grades  sich  darstellen  lässt,  indem  man  etwa  in 
der  Matrix  der  ersten  Determinante  noch  s  Zeilen  mit  verschwindenden 
Elementen  an  die  r*^  Zeile  anfSgt,  dagegen  die  Matris  der  zweiten 
Determinante  durch  r  an  die  erste  angesetzte  Zeile  mit  Elementen, 
welche  beliebig  gewählt  werden  können,  erweitert,  und  die  beiden  so 
erhaltenen  Matrices  von  r  -\-  s  Zeilen  und  r  bezw.  s  Colonuen  zu  einer 
einzigen  Matrix  mit  r  -\-  s  Colonnen  und  r  ~\-  s  Zeilen  verbindet.  Dabei 
kann  r  =  s  sein;  ist  speciell  r—  1,  also  ^  =  ä,,,  so  haben  wir  den 
bereits  in  Nr,  30  Beispiel  5  erwähnten  Fall  vor  uns:  wir  erweitem 
die  Matrix  der  Determinante  mit  den  s*  Elementen  um  eine  Colonne 
von  s  Elementen  Null  und  um  eine  Zeile  von  s  beliebigen  Elementen. 
An  die  Stelle,  wo  sich  Colonne  und  Zeile  schneiden,  tritt  das  eine 
Element  a„  der  ersten  Determinante  d.  Ist  r  ^  s  =  n,  dann  sind 
die  Erweiterungen  einer  wie  der  andern  Matrix  selbst  Determinanten- 
matrices,  und  zwar  die  eine  mit  n*  Elementen  Null,  die  andere  mit 
r'  beliebigen  Elementen. 

Diese  Art  Determinanten  zu  multipÜciren  hat  aber  das  eine  Miss- 
liche an  sich,  dass  das  Product  eine  Determinante  höheren  Grades  ist, 
ala  die  beiden  Determinanten  der  Factoren,  und  es  entsteht  die  Frage, 
ob  es  nicht  gelingt,  sie  auf  einen  niedrigeren  Grad  zu  reduciren.  In 
der  That  zeigt  eich,  dass  es  ganz  allgemein  möglich  ist,  die  Deter- 
minante des  Productes  bis  auf  den  Grad  jener  Determinante  zu  redu- 
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cireB,  welche  die  höhere  unter  den  beiden  Factoren  ist.  Zum  Beweise 
setzen  wir  zunächst  voraus  r  •=  s  ^n,  d.  h.  daes  beide  Determinanten 
von  gleichem  Grade  sind,  was  immer  erlaubt  ist,  da  ja  nach  Beispiel  5 
Kr.  30  die  Matrix  jeder  Determinante  zur  Matrix  einet  Determiuaute 
beliebig  hohen  Grades  sich  erweitem  läset,  ohne  dass  der  Werth  der 
Determinante  sich  ändert. 

69.    Ai^stelhng   der  Matrix  der   Produddeterminante.    Sei    also 


Ojl    «W    «1» 


K 


ia,ja,8...o„  Kl  6,1.    .    .  6,, 

Wir  transponiren  zunächst  die  Determinante  ^  und  erweitem  die 
Matrix  von  ^  um  n  Eorizontalreiheu  von  n^  Elementen  Null,  die  vir 
an  die  letzte  Zeile  ansetzen.  Sodann  wählen  wir  die  Determinante 
der  M*  willkörlichen  Elemente,  wodurch  die  Matrix  von  D  erweitert 
werden  soll,  so  dass  die  Diagonalglieder  durchgebends  —  1,  alle 
übrigen  null  sein  sollen.  Die  beiden  so  erhaltenen  Matrices  von 
2n  Zeilen  und  je  n  Colonnen  vereinigen  wir  zu  einer  einzigen 
«11    «ii    Oji    «4I.-0-1  — 1      0      0    0...     0 

a,j    «M    Ojj 0,1      0  — 1      0 0 

0,3    Ojs 0     0—1 0 


«1. 

0 

0 

0 

0     0     . 

l 

0 

0  . 

.   0 

Sil 

t„  i,,.. 

..  ii. 

0 

0 

0 

.    0 

K 

b„  *„.. 

..  b,. 

0 

0 

.    0 

6„ 

»» 

■  ■b,. 

0     0     0 0      fc,i  6,s J, 

Die  Determinante  J  ist  also  nach  dem  Satze  von  Laplace  gleich  dem 
Producte  ^  ■  D. 

70.    Sedvction  der  Protltiddetenninante  J.    Um  sie  nun  auf  eine 
n-gliedenge  zu  reduciren,  addiren  wir: 

1)  die  mit   &„,   b^^,   6,3  .. .  bm  bezw.   multiplicirte   erste,   zweite, 
dritte  ...  n"  Zeile  von  J  zur  (»  +  1)*™  Zeile, 

2)  die  mit  b„,  h„,  &,j  . . .  &■.    bezw.  multiplicirte  erste,  zweite, 
dritte  . . .  «"  Zeile  zur  (n  +  2)*^  Zeile, 
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3)  die  mit  Jj„  &„,  6,,  . . .  ig,   bexw. 

multipUcirte  erste,  zweite, 

dritte  . . .  «"  Zeile  zur  (n  +  3)*"  Zeile  u.  s.  w., 

endlich:  die  mit  ft,,i,    6,,»  .  .  .  6„  bezw 

multiplicirte   n"  Zeile  zur 

2«»"  Zeüe. 

Dadurch  erhalten  vir  die  Matrix:     J  — 

«11                    >                 «*l                    )■"; 

0,4                 ,-1  0-  0 

Ol*                      ,                   Oj.                      ,-, 

Qnf                   ,  0-1-  0 

o«              ,             %              ,-, 

a^s                 t  0  0-  0 

fll,  ,  «i,  ,  -,  (Is,n  ,  0    0- 1 

OiAi+OiAa*"*OiA»,flj,6,i-j-(i,j6,|-aj,&i.,  ■■■,a,iJn+a,d6ig-o.,fii,,  0  0-  0 
'^iAi+OiAi"'OiA.,o^,i'ji+0i,6,s-a».&ij„  -,ö,i6ji+(i,tÄ«'-a,,6*„  0  O-  0 
Ou^si+o,,^,'"ai,ft(„a,,ft3,+ajj65,— oj^s,,  "■,a»i^,+(f»i6B»-a».6».:>  0  0-  0 
Oii^4i+  o,  jt„'  ■  01,64,, 0 


Entwickeln  wir  aber  mit  Hilfe  des  Laplace'schen  Satzes  diese  Deter- 
minante nach  den  Determinanten  der  n  letzten  Colonnen,  so  sieht  mau; 
dasB  die  Summe  der  Producte  sich  wieder  snf  das  einzige  reducirt: 

1      0      O---      0 

0—1      0  ■  ■  ■       0 

0      0-1--      0 


=  (-!)• 


0     0 

a,,i>,i+ai,6i,4 \-a,„hi.„,  ih\^n'\'^^i% 

Oii6si  +  Oij6m      -       Ouhtn,     ■      •      ■      ■ 
OiAi+OuftM     ■       •       ■       ■       »OjAi      ■       - 


0 1 

■■+Oi,ii,,- 


,ifc,i+-o-.fti. 


•^U^Bl+aigfirt       —        «lj.6n,,aj,t,i-f-     ■       -       •  Oinfr»,  t"  Obi6,i- — h'^nn^w 

Die  erste  Determinante  reducirt  sich,  wie  wir  in  Beispiel  4  Nr.  30 
gezeigt  haben,  auf  das  Diagonalglied  ( —  1)";  der  Exponent  v  aber 
hat  den  Werth 

r  -  (1  +  2  +  3  . . .  +  n)  +  [(»  +  1)  +  (»  +  2J  +  . . .  +  2»] 
—  »(n  +  1)  +  «■  —  2»'  +  n.     ■ 
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Es  wird  somit 

1—1      0      0. 

0-1      0. 

(-1)'!      0     0—1. 


0  i  _(-i)»-+..(-l).=(-i)».-+..=  -|.i. 


!     0    0       ...-ii 

Datier  ist  das  Prodnct  der  beiden  Determinanten:     J  = 

|''ll6ll+OIJ^»+-al■*l.,«Jl^l■■•+o*■*l•r->«■^*ll^--+««^-| 

■^■i)— iOu63i+ait^+-<ii.t*., [• 

i  in*»i  +i|t6jrt+.-Oii.6»»)  *hi,  6.1  .-.+01«  &■. ,  ■-.,  o,i  6.1  +_.    a„  6„  | 
71.    Smpiel  1.    Eb  seien  gegeben  die  beiden  DeterminaDteo 


^  ^  I  a,  6^  <^ 


i>  = 


J-^^.L  — 


alsdann  ist  das  Product  der  beiden  Detenninanten 

Oi«,+fei/J,+Cij',,  «»«i+ftiA  +  Csyi.  «3«i+^/'i+c,ri 
Oi^+friA+c,}-,,  ajai+öfft+t^yi,  a,ai+6s/Js+esy, 
ai«3+*iA+Ciy«.  «»Oj+^iA+'iyi.  ösaj,+  63/J,+<iy3 
Beilud  2.   Es  seien  gegeben  die  beiden  Determinanten 

'  X,   x^   X^  Xf 

Vi  Vi  Vi  y* 

X,    Z,    ß. 


und  I)  = 


]  «i   s^\ 


Um  das  Product  zu  bilden,  erwei 
so  dass 


tarn  wir  zuerst  die  Mainz  von  D, 


r,  r,  0  0  I 

s,    s,   0  0  I 

0  0  1  oj' 

1  ..  u        ■  1 0  0  0  1 

sodann  erhalten  wir  '  ' 

^1  »"i  +  ^t  ^^y  Vi  ^\  +  y*  '■»>  't  »"i  +  ^»  »■*.  «I  n  +  w»  »"j  I 
^\  «1  +  ^i  Si-  Vi  «1  +  y»  »i,  «1  «1  +  «j  %,  M,  «,  +  «,  ^  I 
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72.  Zw^le  Art,  die  I'roducldeterminante  £u  büdat.  Wir  haben  ia 
diesen  beiden  Beispielen  nach  dem  Muster  der  reducirten  Determinante  J 
die  Determinante  des  Productes  auf  eine  erste  Art  in  der  Weise  her- 
gestellt, daSB  wir  die  Elemente  der  ersten  Zeile  von  z/  der  Reihe  nach 
mnltiplicirten  mit  den  entsprechenden  Elementen  aller  n  Zeilen  von  D; 
das  lieferte  die  n  Elemente  der  ersten  Colonne  des  Productes  J;  die 
n  Elemente  der  zvreiten  Colonne  in  J  entstanden  durch  Maltiplication 
der  zweiten  Zeile  in/?,  mit  den  entsprechenden  aller  n  Zeilen  von  D,  u.s.f., 
endlich  die  Elemente  der  if™  Colonne,  durch  Multiplication  der  Ele- 
mente in  der  %*™  Zeile  von  ^,  mit  den  entsprechenden  aller  n  Zeilen 
von  D,  Wir  hätten  aber  auch  die  Determinante  J  auf  eine  steeite 
Art  erhalten,  wenn  wir  die  Elemente  der  ersten  Colonne  von  ^J  mit 
den  entsprechenden  aller  Colonnen  von  D  multiplicirenj  dadurch  ent- 
stehen die  Elemente  der  ersten  Zeile  von  J;  ihre  zweite  Zeile  entsteht 
dann  durch  Multiplication  der  Elemente  der  zweiten  Colonne  von  ^ 
mit  den  entsprechenden  aller  Colonnen  von  D  u.  s.  w. 

Die  Berechtigung  dazu  erhalten  wir  unmittelbar  durch  das  Gesetz, 
dass  die  Transposition  die  beiden  Determinanten  D  imd  ^  nicht  ändert; 
durch  Transposition  ordnen  sich  aber  die  Elemente  einer  bestimmten 
Colonne  in  eine  Zeile,  so  dass  die  zweite  Methode  nur  die  auf  die 
transponirten  Determinanten  angewendete  erste  ist 

73.  Anmerhtng  1.  Symmetrische  Determinanten.  Bilden  wir  ähnlich 
das  Quadrat  einer  Determinante  vierten  Grades,  etwa  indem  wir  Colonnen 
mit  Colonnen  multipliciren,  so  erhalten  wir: 


0^1   Ogj  a^   a^ 
«si   «si  a>3   «M 


2^0''       ,    2^«*iaf«,    ^anün,    ^üitüu 

I     ^0.40,1,    ^o,*ajg,    ^OMflfs,     ^gj* 

Die  80  erhaltene  Matrix  hat  die  Eigenschaft,  dass  je  zwei  Elemente, 
welche  zur  Hauptdiagonale  symmetrisch,  liegen,  einander  gleich  sind. 
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Jede  Determbumte,  in  deren  Matrix  also 


heisBt  symmetriKhe  Beteiminante ,  and  das  Beispiel  lehrt:  „Das 
Quadrat  einer  DeUrmmaHte  ist  eitie  sifmtwtriselte  Ddermittante."  Ist 
bik  ■=>  —  bki,  also  bu  •=•  0,  so  nennt  man  die  Betemiinante  schief- 
synunetriach  oder  hemisymmetrisch.  Es  existiren  Aber  diese  nnd  ähn- 
licbe  specielle  Falle  von  Determinanten  zahlreiche  Sätze,  die  sich 
hauptsächlich  auf  die  Änswerthnng  derselben  heziehen;  vgl.  SalmoD; 
Vorlesungen  fiber  die  Algebra  der  linearen  Transformationen,  fOnfte 
Vorlesung;  Mansion,  Element«  der  DetermiDantentheorie,  Seite  10,  23, 
26,  31,  34,  38;  GOnther,  Determinanten  Capitel  III.  Hier  sei  nur 
einer  Eigenschaft  symmetrischer  Determinanten  Erwähnung  gethan, 
die  in  den  erwähnten  Werken  nicht  besprochen  ist 

74.  Atanerkung  2.  Lineare  BeUUionen  gwisdten  den  Minoren  tvn 
synmetrisdien  Determinanten.  Wir  haben  in  Nr.  56  gesehen,  wie  es 
immer  gelingt,  beliebige  Relationen  zwischen  AUnoren  einer  Deter- 
minante herzustellen,  und  dies  auch  an  drei  Beispielen  dai^ethan.  So 
ist  die  in  Beispiel  2  erhaltene  Relation: 

(<.*)„  (»S)„  -  (»J),.  (ab\,  +  (»i)„  (ai)„  -  0 

eine  Beziehung  der  vier  Minoren  «weiter  Ordnung,  gebildet  aus  den 
zwei  Zeilen  einer  Determinante: 

j  0,  a,  0,  a, 

Ui  ft»   6,  \ 


\  X    *f    z 

Während  aber  die  Relationen,  zu  welchen  die  Minoren  beliebiger 
Determinanten  Veranlassung  geben,  immer  von  höherem  als  vom 
ersten  Grade  sind  in  den  Unterdeterminanten ,  giebt  es,  wie  sich  leicht 
finden  lässt  (vgl.  Eronecker,  Monatsber.  der  BerL  Akad.  1882),  bei 
symmetrischen  Determinanten  auch  lineare  Relationen  zwischen  Minoreiü 
Wir  wollen  dies  nur  an  einem  einbcbea  Falle  zeigen.  Sei  die  sym- 
metrische Determinante: 

\  X  a  b  c 

^_l°    »    »     '     ; 

\  b  0  e  ftt 
\  c  l  m  u 
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greifen  wir  irgend  eineu  Minor  zweiter  Ordnung  aus  derselben  heraus, 
der  kern  Diagonalglied  eotliält,  etwa 


\  0    l   \' 
80  existiren  in  doppelter  Weise  noch  zwei  andere  Minoren,  deren  jedei 
ein  und  nur  ein  Elementenpaar  desselben  enthält,  nämlich 


t  > 


und 


m  c 


Die  Summe  aller  drei  Determinanten  giebt  eine  der  erwähnten  Bicla- 
tionen,  nämlich: 

I  o  a  I 


+ 


-0. 


75.  MuUiplica^on  von  Mairices,  wddie  keine  Determitxanten  dar- 
stellen; Gedankengang.  Wenn  man  in  der  Weise,  wie  es  der  Product- 
satz  (Nr.  71  erste  Art)  för  zwei  Matrices  von  je  n*  Elementen  vor- 
schreibt, aus  den  beiden  Matricee 


0,1    Ort   . 


.  o»« 


&.,    6„ 


Kl 


.   Ar- 


v'^n, 


eine  neue  bildet,  so  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle,  dass  die  dadurch 
repräsentirte  Determinante  von  v*  Elementen  entweder  identisch  Null  oder 
von  Mull  verschieden  ist.  Wir  werden  zunächst  den  Fall  besprechen,  in 
welchem  dieselbe  nicJit  verschwindet.  Zu  dem  Zwecke  bilden  wir  zuerst 
nach  der  in  Nr.  68  angegebeneta  Weise  aus  beiden  Matrices,  indem  wir 
die  erste  vorher  transponiren,  eine  Determinante  R  von  («  +  w)*  Ele- 
menten und  reduciren  sie  nach  der  Methode  in  Nr.  70.  In  zweiter 
Linie  entwickeln  wir  die  noch  nicht  reducirte  Determinante  R  nach 
der  Methode  von  Laplace,  wodurch  wir  ihren  Werth  aasgedrtickt  er- 
halten durch  eine  Summe  von  Producten  je  zweier  entsprechender 
Determinanten  der  beiden  gegebenen  Matrices.  Da  im  Allgemeinen 
keine  dieser  Determinante  v*™  Grades  verschwindet,  so  ist  der  Werth 
Ton  B  in  der  That  von  Null  verschieden.  Hierbei  ist  jedoch  immer 
▼orauBgesetzt,  daaa  v  <  n,  und  dass  die  Elemente  der  reducirten 
Prodnctdeterminante  R,  wie  wir  sehen  werden,  gebildet  sind  durch 
Moltiplication  tou  Zeilen  mit  Zeilen  der  beiden  Matrices. 
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76.   Aufstälung  der  Producblelerminante  K    Wir  setzen  alao  i 
V  <  «;  erweitern  sodanu  die  erste  Matrix,  die  wir  vorher  in  die  Matrix 
transponiren: 


durch  V  Zeilen  mit  je  v  verBchwindenden  Elementen.  Die  zweite 
Matrix  der  Elemente  bn  erweitern  wir  durch  n  Zeilen  Ton  je  n  will- 
kQrlichen  Elementen,  die  wir  aber  wieder  so  wählen,  dass  die  Dia- 
gonalelemente den  Werth  —  1  haben,  alle  Übrigen  null  sind.  Aus  den 
beiden  so  erhalteneu  Matrices  bilden  wir  nun  die  Determinante 


■  a,i 


-  1  0 
0  —  1 
0      0- 


0     0.. 
0 


«Iji    «SB    fla»  ■  ■  ■  "r.  0  0 

0      0      0    ...0  fc„  Ä,j 

0      0 0  Äj,  b„ 

0  0  b,,  6« 


0      0      0 


br,      ft.i 


6r, 


77,  Beduction  der  Dei&minante  R.  Wir  können  nun  genau  wie 
früher  die  Matrix  der  Determinante  J  so  jetzt  die  der  Determinante  R 
auf  weniger  Zeilen  und  Colonnen  reduciren.  Man  addirt  zu  dem  Zwecke 
wieder  die  mit  bj„  bi^  ■  ■ .  ^i«  bezw,  multiplicirii  gedachte  erste,  zweite 
. . .  «"  Zeile  iusgesammt  zur  n  -j-  1**";  ebenso  dieselben  n  ersten  Zeilen 
der  Reihe  nach  mit  &,,,  b^  . . .  bi„  multiplicirt  gedacht,  zur  n  -{-  2*™ 
und  80  weiter,  endlich  die  mit  b,i ,  b,»  , . .  bm  multiplicirte  erste  bis 
n"  Zeile  zur  n  +  v""  Zeile. 

Das  Kesullat  dieser  Operationen  ist  dann  die  Determinante: 
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a„ 

"i, 

,-,                Ort 

,-1    0   0-0 

»11 

.               «ii 

,-,       «.f 

,    0-1    0.     0 

"u 

".. 

,",                 O.! 

,    0   0-1... 

Biift«  •  •  •  -  +ai«tj 


d«^  r.  «"  ,00   O-(-l) 

*^i''u+o»ii»"+ö*«&i"  .■•)"»!  ^ii+"öwi6i»,    0   0    0"     0 
ag,6„+a„&j,"    (i*,6i„"j«ri*»i+"«"^».    0    0    O-     0 

<*si*3i+ h«»«^«r.«rit«+"«™6s.,    0   0  .  .  .  . 

0    ■    -    -   0 


Entwickelt  man  diese  Determinante  nach  den  letzten  n  Colonnen,  so 
zerfällt  sie  nach  dem  S&tze  von  Laplace  wieder  in  das  Prodact  zweier 
Determinanten,  nud  zwar  erhält  man: 

-1  0  0...  0 
0-1  0...  0 
0     0  — 1 . . .     0 


B^C-l)-. 


«11  i"»! 


0      0      0...- 

■■  +  Oi"6»-)  Oji&»i4 ho»"*«-,—,  arlh,^-\-—a„h%, 

■  -|-Oi»'»8-,  <h\hi-{ |-öa-ftj»,— ,  a^\hi-\-—a,„hin 

■■+01-61., 


Dabei  ist  der  Werth  der  Determinante  mit  den  Diagonalgliedem  ( —  1) 
g^eben  durch  ( —  1)";  und  andemtheils  ist  der  Exponent  v  gleich  der 
Snmme  aller  ersten  plus  der  Samme  aller  zweiten  Indices  des  Dia- 
gonalgliedes  dieser  Determinante,  also  (Tgl.  Nr.  55) 

V  -  [1  +  2  +  3  ■  ■  ■  +  «]  +  [(f  +  1)  (v  +  2)  +  ■  ■  ■  (*  +  «)J 


.  "(w  +  l) 


+  nw  + 


«(«  +  1) 


=  »(n  +  1)  +  MV. 


Nmi  ist  aber  n(n  -+  1)  jedenfalls  eine  gerade  Zahl;  daher  können  wir 


(-i)'-(-i)"'- 

GoU)A>,  ]>*t«iiiliimiit«i. 


.(-1)-. 


DigitJzed  by  ^lOOQ  IC 


Erster  Theil.    Theorie  der  DetermiDanteii. 


(-!)• 


(-1)  0  0  . 
0  (-1)  0  . 
0       0(-l). 


0       0  . 

■!)■-(- 


(-1) 


(-1)"- 


-(-1)- 
Wir  erhalten  also:         Ü  = 

nhi-i'^iihs"     «i«*3.j ■     ■ I 

*'u^«+''i**«"+'^i''^*"> I 

,.i+n,s6fj-+ai,  ir„,  a^,b,i-\-"  o«.  (vn ,'1  "m  611 +  ■■«»« &m| 
78.  Entwicklung  der  Detenninante  B  nach  Laplaee.  Wir  können 
nun  aber  auch  die  Detenninante  R,  ohne  sie  Torher  auf  niedrigeren 
Grad  zu  reduciren,  unter  Anwendung  der  Methode  von  Laplaee  direct 
auf  eine  zweite  Art  darstellen.  Entwickeln  wir  sie  nämlich  nach  den 
Determinanten  der  v  ersten  Golonnen,  so  erhalten  wir  eine  Summe  von 
Producteu  je  zweier  Determinanten,  deren  eine  aus  der  Matrix  der 
V  ersten  Colonnen,  deren  andere  aus  der  Matrix  der  n  letzten  Colonnen 
entoommen  ist.  Die  Zahl  dieser  Froducte  ist  gleich  der  Anzahl  nicht 
yerschwindender  Determinanten,  welche  die  Matrix  der  v  ersten  Colonnen 
liefert,  also  gleich  (,)■  Wir  erbalten,  wenn  wir  die  Determinanten 
jeder  der  beiden  Matrices  mit  ^*   bezw.  Jf^    bezeichnen, 

s__2'(-i)'-^t"flS"',  (.^) 

wobei    der    Factor   (—1/   ^^^   jeweiligen*  correspondirenden    Deter- 
minante D^^  entspricht.   Eothält  ^^    die  Zeilen 

ist  also   die  Matrix  dieser  aus  den   v  ersten  Colonnen  entnommenen 
Determinante  gegeben  durch: 


4"- 


Oll,    thi,   ösj, 

Olf,    Oil,    Osi, 
Ol.-,    für    Os*, 


(B) 
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so  ist  in  dem  Factor  (—  1)*  der  Exponent 

f  (1  +  2  •  ■  ■  i»)  +  (t.  +  i,  •  ■  •  +  i,) 

(Tergleiclie  Nr.  55). 

79.   Berechnung  von  JJj*'.    Die  Determinanten  Dj,"'  haben  nun  ater 
durcligehends  die  E^enschaft,  daes  ihre  (n  —  v)  ersten  Zeiten: 

iy+i,  »;+■»...», 

nur  verschwindende  Elemente  besitzen,  abgesehen  Tön  dem  in  jeder 
Zeile  einmal  auftretenden  Elemente  ( —  1),  das  in  der  Zeile  ig  von 
einer  Coloune  ausgeschnitten  wird,  die  in  der  ursprünglichen  Deter- 
minante den  Index  v  +  i^  hat  Denkt  man  sich  also  in  einer  solchen 
Determinante  DJ,"'  die  Coloonen  in  der  Weise  vertauscht,  dass  die- 
jenigen, in  welchen  sich  das  Element  ( —  1)  befindet,  die  (n  —  v)  ersten 
bilden,  wobei  indes  die  Indices  der  Colonnen,  so  weit  es  geht,  gut 
geordnet  bleiben  m5gen,  dann  ist  die  Matrix  einer  solchen  Deter- 
minante: 


i>|:'' 


Sie  zerfällt  nach  der  Entwicklung  von  Laplace  selbst  wieder  in  < 
Product  von  zwei  Determinanten,  nämlich  in  das  Pröduct 


-1 

0 

0 

.     0    0 

0 

0 

..0 

0 

-1 

0 

.      0    0 

0 

0 

..0 

0 

0 

-1 

.     0    0 

0 

0 

..0 

0 

0 

0 

.-1    0 

0 

0 

..0 

h 

.+  .»■ 

.+.'• 

-  +  8- 

.S„.  6i„ 

i>.(. 

bi.. 

■  •6„, 

b, 

.+  .»< 

.*.'" 

'+«■ 

■  l„.  h,,. 

b,,. 

..*.,. 

b. 

.+.  '■ 

.+,'. 

•+*■ 

■  b„,   b.,. 

b.,. 

. .  J.,-. 

-1      0     0... 

g-1    0... 

0     0—1... 


W 


0     0     0. 
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wobei  die  Matrix  der  correspondirendeu  Deteiminante 


*H-i.M->'- 


"(-1)' 


fiii,   Js(, . . .  &SJ, 


Die  Detenninante  in  Gleichang  (D),  deren  Diagonalreibe  durch  die 
(n  —  v)  Elemente  ( —  1)  ansgefüllt  ist,  hat  den  Wertb 
-1     0     0    0...     0 

0-1      0  0 

0      0-1   0    —(—1)—. 


0     0     0    0...— 1 
Es  liandelt  sicli  also  nur  noch,  den  Exponenten  v  des  Factors  ( — 1)' 
zu  ermitteln.    Nach  Nr.  48  §  4  ist  derselbe  aber  dargestellt  durch: 

i;  =  (i     2     3--     («->.))  +  (m.,     m-,     •..;.) 

+  [l  +  2  +  3--.  +  (»-.)]  +  [i^,  +  i^,  +  .-..'.). 
Die  beiden  ersten  Terme  in  dieser  Summe  haben  den  Werth  Null,  da 
in  ihnen  die  Indices  gut  geordnet  sind;  also  wird 

i  -  [  1  +  2  +  8  ■■•  +  («-.)]  +  [.;+,  +  .W-.  •  • 

Demnach  wirxl  die  Determinante  2^   dargestellt  durch 
S„.  6„.  ...6, 


i)?'-  (-1)' 


■  +  i.l 


*  =  (»  -  v)  +  s 


6.,,  i.4  . . .  6.. 


••+f. 


(E) 


80.  iSuJis^^fion  der  Werthe  von  Z^"'  und  .^*'  in  die  Laplac^scAe 
EntißuMung  von  R.  Tragen  wir  nun  diese  Werthe  von  i>^"'  nnd  Dj'' 
in  die  Gleichung  {A)  ein,  so  erhalten  wir: 


ii_2(-l)' ■(-!)* 


i.„  6.,, 

..6.,, 

».t.  6„, 

. .  t„. 
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Eb  erübrigt  nur  nocli,  den  Expooenten  von  ( — 1)P+*  zu  Teretufachen. 
Wegen  der  Relationen  (C)  und  (E)  ist  aber 


,  +  ,  =  s^pi+%;%,,  +  i 


Da  der  zweite  und   dritte  Term  rechts  eusammen  nichts  anderes  ist, 
als  die  Summe  aller  Indices  ron  1  bis  n,  so  erhalten  wir 


9  ' 


i+„- 


—  (r"  +  r  +  »'+  »+  «•— 2««  +  , ■  +  «_!)  +  „_„ 

^  (v*  +  w*  +  «  —  n    »)  +  I»  —  V 

-(»'-«  +  »*  +  »)  +  »  (1  -  ••). 
Dm  erste  Glied  dieser  Summe;  (v'  —  v  +  «•  +  n)  ist  jedenfalls  eine 
gerade  Zahl,  kann  also  miberücksichtigt  bleiben,  das  zweite  Glied  »(1 — v) 
gerade  oder  ungerade,  ebenso  wie  h(1  -\-  v);  wir  können  daher  ^  -\-  Je 
durch  n(l  +  v)  ersetzen,  so  dass  wir  nun  als  Endresultat  erhalten; 

,  tu,  ...Si,, 


-{--l)*+"2' 


.  S.,, .  • .  6.,-, 


1  wir  noch  die  Matrix  mit  den  Elementen  an   transponiren 
»...  Sil,  ■■■in. 


ü_(_l).w.>2 


Ol, 

au,. 

■  an. 

a,. 

Oji.- 

■  <hi. 

Ori 

«.(,. 

•  a.i^ 

81.  .Zitöammm/ässunc;  äer  Be^tate  der  leteten  Unterstu^tunffen.  Wir 
haben  somit  iüi  die  Determinante  R  zwei  der  Form  nach  verschiedene 
Entwicklongen  erhalten,  die  beide  mit  den  zwei  Matrices 


0,1  o„  o„. 

■0.. 

und 

5„  fcw . 

..4. 

In   o»J   Ort- 

■  a„ 

.h. 

WO  « >  v,  in  einer  gewissen  Beziehung  stehen.  Verbindet  man  nämlich 
die  beiden  Uatrices  einmal  in  der  Weise,  wie  sie  das  Gesetz  Qber 
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Maltiplication  von  Determinanten  gebietet,  so  erhält  man  die  zuerst 
gegebene  (Nr.  77)  Darstellung  von  B;  multiplicirt  man  andrerseits 
je  eine  Determinante  der  ersten  Matrix  mit  der  entsprechenden,  d.  h. 
jener,  die  ans  Golonnen  mit  gleichem  Index  gebildet  ist,  der  andern 
Matrix,  und  snmmirt  die  so  erhalteneu  (")  Producte,  so  erhält  man 
die  zweite  Darstellung  tod  B  (Nr.  80,  F).  In  beiden  Entwicklungen 
tritt  der  Factor  ( — l)»f'+i'  anf,  so  dass  wir  also  nach  Division  mit 
diesem  Factor  die  Beäebong  erhalten: 

öiAi  +  Oii^mH «i«is«,  aji^i+'"t»6».,  — ,  a,ibfi-\ Or.J». 

«11  *M ,  <hihi+    •   ■   ■   .  — >  «'i*ji     ■     ■     • 

!»n6rt+»is&rt+-ai»&«,  fljiftri     —(h,b„,  •■•,  Ofibri  -\ — o„6, 
au,  osi,  -■  ■  a\i. 


-:e 


«II   o»   ö» 
«11    ^ii    «£3 


hu 

h,. 

6»  h^...l. 

hn 

b,t  brs....b. 

Dabei  hat  das  letzte  Prodnct,  also  das  Product  der  beiden  Matrices, 
natürlich  nur  symbolische  Bedeutung,  insofern  damit  die  anmittelbar 
vorhergehende  Summe  von  Producten  je  zweier  entsprechender  Deter- 
minanten v*™  Grades  der  beiden  Matrices  ausgedrQckt  sein  soll.  So 
lange  also  n  >  v,  liefert  das  Product  der  beiden  Matrices,  gebildet 
durch  Multiplication  von  Zeilen  mit  Zeilen,  eine  Determinante  B, 
welche  im  Allgemeinen  nicht  verschwindet. 

82.  Besprechung  des  FaHes,  bei  welchem  in  baden  Matrices  die  Zahl 
der  Zeilen  jene  der  Colonnen  uberschräiet.  Ist  nun  aber  n  <  v,  d.  h.  die 
Zahl  der  Zeilen  grösser  als  die  der  Colonnen,  dann  ßlhrt  der  durch 
6,,  ...fci. 


(G) 


«ai    %»  ■ 


■  ai. 


.h,„ 
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symbolisch  angedeutete  Maltiplicationsprocess  (weon  wir  wieder  die 
Elemente  der  Prodnetdetenninsnte  dmch  Mulüplication  von  Zeilen  mit 
Zeilen  entstehen  lassen)  aaf  eine  Determinante 

«11  ^11 — t-Oi;,6i_,  Og,6„ — \-aa^hi\,—,  0,1  6,[ — \-<h,bin 

B=     o,i&n---+o,,Äi(,, 

welche  aber  identisch  verschwindet.  Denn  genau  dieselbe  Determinante 
würden  wir  erhalten,  wenn  wir  vorher  jede  der  beiden  Matrices  in  (ff) 
durdi  die  nSthige  Zahl  von  Colonnen,  deren  sämmtliche  Elemente  Null 
sind,  zu  Matrices  erweitem,  welche  Determinanten  repi^entiren,  und  nun 
die  beiden  Determinanten  in  der  angegebenen  Weise  multipliciren.  Da 
aber  hier  die  Factoren  den  Werlh  Null  besitzen,  so  Terschwindet  auch 
das  Product,  d.  h.  die  Determinante  R  ist  identisch  Null,  wenn  v  >  n. 
Fassen  wir  also  'die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  gelangen 
wir  zu  dem  Satze: 

„Die  Determinante  R  ist  gleich  dem  Producte  zweier  n-gliederiger 
Determinanten,  wenn  v  >-  n;  sie  zerföllt  in  die  Summe  von 
C^f  Froducten  je  zweier  entsprechender  v-gliederiger  Determinan- 
ten, wenn  »>»'}  sie  ist  endlich  identisch  Null,  wenn  n<,v." 

83.  Beispid  1. 

i  *i  a^  «s  I    I  y.  yi  j/a  I 

I       Al      O,      Og        I  I     &j       &,       I^       I 

I  «161  -f-  Xfb^  -\-  x^bg,    a,&i  +  Oj Jj  +  Oj&j  I 

_K  a^l    1?!  y»j  ,  1*1  ä^l    |y:  ys  I  ,  I  a^a^  I 

I  b,  i,  I     I  &!  ^«  I        I  ''i  Ig  I     j  ^t  ^  I        I  (^  <^  I 
Beispid  2. 
(([  Vi\     o,  fc,  I        I  Vj«,  -|-  u,ft,,    tijO,  -|-  «j6,, 

«,    W,  I        0(   fij   i  I    «lOj  +  Vtbg,      MjOj  +  »jfig, 

Ml  »1  0  Ol  6,  0  j 

«j  Vj  0     ■     d,  J,  0    —  0. 

«»  ^  0  «j  fta  0  I 

84.  Beis^nel  3.    Die  Darstellui^  einer  Determinante  wie  in  Bei- 
spiel 1  durch  eine  Summe  von  Froducten  wollen  wir  noch  verwenden, 


y«  93 
\hh\ 


«»«1  +  «^fti  j 

"3«a  +  «A  I 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


88  Bnter  Tbetl.    Tlieorie  der  Determinanteii. 

um  eine  Formel  der  analytisclieii  Geometrie  aufzustellen.  Bekanntlicb 
erfQllen  die  drei  fiiclitungscosinuBBe  einer  Geraden  im  Kaame  die 
lUlatioD 

1  =  coa*  a  +  cos*  ß  -\-  cos^  y, 

und  femer  iat  der  Neigungswinkel  dieser  Geraden  mit  einer  zweiten 
von  den  RichtungscosinuBsen  cos  a,,  cos  j3,^  cos  }>,  gegeben  durch 

cos  V  ^  cos  a  cos  «,  +  cos  ß  cos  jS,  +  cos  y  cos  y,. 
Gemäss  dieser  beiden  Relationen  kann  man  die  Determinante 

I  coa  V     1    I        .  , 

I  >=  am'  V 

I     1     cos  V I 
ancb  sdireiben 

j  cos*  a  +  cos*  ß  -|-  coa*  y,  cos  a  cos  tt^  +  cos  /)  coa  jSj  +  cos  y  +  cos  y,  1 
I  cos  a  cos  «j  +  *03  ß  cos  ^,  -f-  cos  y  cos  j*!,  coa*  a,  +  coa*  jJ,  +  *os'  J*!  | 
Diese   zerfallt   aber  nach  Beispiel   1   in  die  drei  Producte  je  zweier 
Determinastea,  so  dass  man  erhält 

.  ,  I  cos  a  cos  ß    I*      I  cos  ß  cos  y   1*      1  cos  y  cos  a    |* 

sm*  V—  „+  „  + 

I  cos  o,  cos  p,  I        ]  cos  Pi  cos  j*!  I        1  cos  y^  cos  «,  [ 


§  7.    A4jtmgirto  Detraminanten  und  oorrMpondirende  Uatrioes. 

85.  Definition  der  adjungirten  Determinante.  Eine  Determinante 
Ton  n*  Elementen  a,t  besitzt  auch  »'  Unterdeterminanten  An,  aua 
welchen  man,  wie  aus  den  Elementen  ein  selbst,  die  Matrix  einer 
Determinante  zusammensetzen  kann.  Ist  die  Matrix  der  ursprüng- 
lichen Determinante 

Oj,   a^  . 
Oji  - 


^=1 


so  ist  die  aus  den  entsprechenden  Unterdeterminanten  gebildete 
Aix  Aji  Ajj  . . .  Atn 
^n   -^ ■»»• 


J„  J,» A„ 

Man  nennt  D  die  adjunffirte  Determinante  zu  ^.    Bei  der  Untersuchung 
dieser  adjungirteo  Determinante  drangen  sich   zunächst   zwei  Fragen 
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auf:  1)  Welches  ist  der  Werth  der  Determinatite  selbst,  2)  welches 
sind  die  Wertbe  der  Unterdeterminantea  sowohl  der  ersten  als  auch 
der  Übrigen  Ordnungen? 

86.  Berechnvng  des  Werthes  der  adjungirten  Determinante.  Zur 
Beantwortung  der  ersten  Frage  bilden  wir  das  Product  der  beiden 
Determinanten  U  und  ^.    Wir  erhalten: 

«51^11+    •  ■  •   +Os-^i-, ,". 


-  +**«i-i*i>i)  "»i-^ii+<'»»-^     ■•+ö,,vli,,- 


ii-4«i+*«»-^»" 


In  dieser  Determinante  verschwinden  aber  wegen   der  Relationen  (C) 
Nr.  32  alle  anseerhalb  der  Diagonale  stehenden  Elemente,  während 
die  rt  in  ihr  beSodlichen  Elemente  den  Werth  J  besitzen;  sie  redacirt 
sich  also  auf  ihr  Iti^onalglied,  so  dass  die  Beziehung  entsteht 
(1)  I)-^1  =  J", 


oder 


D  — ^"- 


87.  Berechnung  eines  Minors  belitüger  Ordtmng  der  adjungirten 
Determinante,  Auch  die  zweite  Frage  lässt  sich  mit  Hilfe  des  Product- 
satzes  fBr  Determinanten  erledigen.  Wir  erweitern  zu  diesem  Zwecke 
nur  zuerst  die  Matrix  der  Unterdeterminante  (« —  p)*"  Ordnung  zu 
einer  Matrix  von  n*  Elementen,  wozu  ja  der  Satz  von  Laplace  in  ein- 
facher Weise  die  Mittel  liefert. 

Sei  in  erster  Linie  die  gegebene  Dnterdeterminanb«  von  D  dar- 
gestellt durch 

■"II  -^1»  -^1»  ■  •  ■  -^1  ( 
■^1   -^ -^»« 


D(»~e)  = 


BO  bildet  man  die  Erweiterung  dieser  Matrix  dadurch,  dass  man  zu- 
nächst in  der  Richtung  der  Diagonale  noch  (n  —  q)  Elemente  vom 
Werthe  1  anfQgt;  die  übrigen  Stellen  unterhalb  der  p*"  Zeile  füllt 
man  mit  dem  Elemente  0  ans,  während  in  die  rechts  der  p**"  Colonae 
befindlichen  Stellen  diejenigen  Elemente  An  einrücken,  welche  bereits 
in  der  ursprünglichen  Determinante  D  dieselben  innehaben.  Dadurch 
wird  die  Matrix  von  ZK— e': 
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Afl    j4p»    .  -  .  Aq^    Jlp,j+1  .   .  .  jlpn 

0     0    ...    0      1    0  ...  0 
0     0     ...    0      0    1  ...  0 


(2) 


0     0    ...    0      0    0  ... 
Die  so  erhaltene  Determinante  multipUciren  wir  nun  wieder  mit  der 
Determinaute  ^. 

Das  ProduGt  ist  dargestellt  durch: 

An  A,^ . . .  Ai^  -^Le+i  ■  ■  •  -^1" 


■  Os, 


"p+i,i 


■  "p+i,^ 


«si-^i      ■     •     •     • 


^«1  A,^ 


^»f  '^V+i 


■  A,. 


^ea  -"fte+i  ■  ■ 


A^.l  A^i . 

I  0  0  . 
j  0  0  . 
I  0     0    . 

»  "».H-i.  •  ■  ■  T".  «S' 


0  1  0 
0  0  1 
0    0    0 


OgiA,i  —  +  a^^Ai^,----,  a^iA^i- 


A  0  0...0,  «Lj+i,  ai,p+j,. .  .,  Ol 
0  i?  0..  .0,  ai,j+i,  ag,y+it,....  Ob 
0     0     J...0,  03.-4-1,    ...       ,  . 


0 

0 

0. 

■  ^, 

«t,t+i.  ■  • 

•      ,  <■« 

0 

0 

0. 

■  0, 
0 

ö^i.H-1.    • 

.    .,  o, 
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Die  zuletzt  erhaltene  Determinanta  reducirt  sich  nach  Laplace  auf  das 
Produet  ^^  •  Avt...f,  so  dass  wir  erhalten: 


^  .  jy-'-a)  =  j  . 


oder  nach  DiTision  mit  /i: 


Dl.— v)^  Alt     e-  Ji" 
ii...e 


(3) 


(4) 


Die  Determinante  An,,,^  entsteht  aber  aus  z/  dnrc^  Unterdrückung 

derjenigen  Zeilen  und  Colonnen,  welche  sich  in   den  Elementen   der 
Matrix 

Oji  a,i  . . .  OiQ 


l   OpS   .  .  .  « 

schneideD,   d.  h.  in  jenen  Elementen   von  ^,  deren   Minoren  erster 
Ordnung  gerade  die  Elemente  des  Minors  D^'—^^  hilden. 

88.  Besprediung  des  allgemeinen  Falles.  Die  Relation  (4)  gilt  zu- 
nächst für  den  speciellen  Minor  (n  —  q)*"  Ordnung,  dessen  Elemente 
die  if*  ersten  Plätze  in  D  einnehmen.  Ist  der  Minor  beliebig  ge- 
wählt, etwa 

At.,  At.  ■-■^.■., 
i,,  A(,i,  ...Ai,. 


ZX— f)  = 


dann  k&nnen  wir  auf  ganz  analogem  Wege  seinen  Wertb  berechnen. 
Wir   erweitem  wieder  die  Matrix  dieses  Minors  in  der  unter  Nr.  87 
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geschilderten  Weise  zu  einer  Matrix  von  n*  Elementen,  indem  wir 
zunächst  jene  (n  —  g)  Colonnen  anfQgen,  durch  deren  Unterdrückung 
die  Colounen  des  Minors  entstanden  sind,  natürlich  mSglichst  gut 
geordnet  unter  Beachtung  der  Anordnung  ihrer  Elemente  nach  Zeilen, 
welche  jenen  des  Minors  entspre(;hen.  Sodann  erweitem  wir  die  An- 
zahl der  Zeilen  der  so  erhaltenen  Matrix  gerade  so  wie  im  speciellen 
Falle.  Die  Determinante  J!)<"-f>  ist  alsdann  inclusive  Vorzeichen  durch 
die  Matrix  dargestellt: 


Bringen  wir  nun  auch  in  der  Determinante  ^  die  den  Elementen 
■Ai  i  des  Minors  D^'^—t^  entsprechenden  Elemente  o«  *  durch  cjclische 
Vertauschung  an  die  q*  ersten  Plätze,  dann  hat  gemäss  den  Ent- 
wicklungen in  Nr.  48  die  so  erhaltene  Matrix  den  Werth 


-(-i)--^, 


Bildet  man  jetzt  das  Product  der  beiden  Determinanten  !)'■''-'>  und 
( —  1)'^,  indem  man  die  so  umgestalteten  Matrices  derselben  zn 
Grunde  legt,  so  erhält  man  durch  Mnltiplication  der  Elemente  nach 
ihren  Zeilen 
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J    0    0  ...  0  a,,>_ 


(-l)'-^-IX— 1''. 


0    ^     O...Oa,,t^^, 
0     0     ^  ...  0  a(.t^^, 


0  0  O...^o,^.^^, 
0  0  0...  0«,.^^,,^ 
0  .    .    .     .0  a(„_^.,„ 


0    0    0  ...  0  a.„»p^j       o,_t^^,     . . .  ai,i_ 

Diese  DetermiDante  spaltet  sich  nach  dem  Satze  von  Laplace  wieder 
in  das  Product  zweier  anderer,  so  dass  wir  erhalten: 


(_!)►.  ^.2X-~e)  =  ^e, 


(^) 


I  "'■,*(+!       «*.*e+.      ■••«'»*- 
Die  Matrix   rechts  stellt  aber    mit  ( —  1)'  multiph'cirt    gerade    den 
Minor  .!<,  f,...<    dar,  d.  h.  die  correspondireude  Detemmiante  zu  jener 

t,*,...*p 
Unterdeterminante  von  jd,  deren  Elemente  den  Elementen  des  Minors 
D*"-!'  entsprechen.  Multipliciren  wir  also  die  Gleichung  {A)  mit  ( — l)', 
und  dividiren  wir  sie  mit  A,  so  kommt 

I,  I, . . .  .p  _ 
*>*...  *p 

Wir  kdnnen  daher  den  Satz  aufstellen: 

„Ein  Minor  p**°  Grades  der  zu  ji  adjungirten  Determinante  H 
ist  gleich  dem  Producte  der  (p  —  l)*"  Potenz  von  ^  in  die  corre- 
Bpondirende  Determinante  jenes  Minors  von  /t,  dessen  Ele- 
mente a,'t  den  Elementen  An.  des  Minors  von  D  entsprechen." 
89.  Bei^^d.    Es  seien 


«81     ■      ■ 


^6.   A. 
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äie  Determioante  ^  und  ihre  adjimgirte  D;  der  Werth  des  Minors 

I    ^Sl    ^3.   I 

bestimmt  sich  dann  aus  dem  Prodncte 


(—  1)'J  ■  i)l'>  — 


0 
^  0  a,,  a^  "j. 
0  ^  djj  a^^  a^^ 
"=     0   0  flu  a,4  a,B    =  ^ 
0  0  a„  a,t  «IS 
0  0 ■»„  o„  o„ 
V  -  (34)  +  (12,  +  (3  +  4)  +  (1  +  2)  -  10. 
Daher:  B™  —  J  ■  A„,  oder: 


"..  «n  "u  «.s 

0„  »„  o„  0„ 

"l.   ».!   "u  "it 

"..   O»    "M   O» 

«.!    "i.    »M    •%. 

^..  ^»  4,. 

A. 

■^«    -^W    -^M 

Ali 

0      1     0 

0 

0      0      1 

0 

0      0      0 

1 

.    ",.   «15 

1  'h,  "ü 


«11  «11  ■ 


«1. 

«1 

«1.1 

«B 

«1.  «a 

«» 

«M 

«»     1 

90,  Definition  der  correspondirenden  Matrices.  Ehe  wir  zu  den 
Anwendungen  der  Determinantentheorie  übergehen,  wollen  wir  noch 
einen  Satz  beweisen,  der  die  Determinanten  zweier  solcher  Matrices 
in  Beziehung  setzt,  zwischen  deren  Elementen  gewisse  Relationen  be- 
stehen. Seien  die  beiden  Matrices,  deren  eine  n  Colonnen  und  ft  ZeilcD, 
deren  andere  n  Colonnen  und  v  Zeilen  besitzen,  dargestellt  durch 

fr«   i«  -  ...  i 


' 


6.1  b„ 


wobei  n  -\-  V  =^n  vorftnsgesetzt  ist,  dann  können  wir  aas  ihnen  nach  der 
Methode  der  Multiplication  ftlr  Determioantenmatrices  eine  neue  Matrix 
bilden,  indem  wir  die  Elemente  jeder  Zeile  der  ersten  mit  dem  ent- 
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entsprechenden   jeder   der   zweiten  maltiplicireo.     Diese   nene   Matrix 
entlüli  in  (i  Colonnen  und  v  Zeilen  (t  ■  v  Elemente  Ton  der  Form: 

(1)  öpi  6ol  +  a^t  baa  -^  Oft  bat -\ [-  Op,   &5, 

e  =  l,  2,--p;  ff=l,  2,---v. 
Wir  setzen  nun  im  Folgenden  fest,  dass  die  Elemente  Oit,  hu 
solche  Wertbe  besitzen,  dass  jede  Summe,  wie  aie  in  (1)  daigestellt 
iat,  den  Werth  Null  habe.  Die  Zahl  der  Relationen,  die  hierdurch 
zwischen  den  Elementen  On,  und  ia  bestehen  soll,  ist  ft-v.  Nun  können 
wir  aber  die  beiden  gegebenen  Matrices  zu  einer  einzigen  Matrix  za- 
sammei^gen,  welche,  da  (i  +  v  —  n,  eine  Determinante  J  repräsentirt. 
Jeder  ihrer  Unterdeterminanten  von  der  Ordnung  (t  =>  «  —  v,  die  nur 
Elemente  On  enthält,  entspricht  eine  corresppndirende  Unterdeterminante 
»*"  Ordnung,  die  nur  Elemente  &(*  besitzt.  Wir  werden  demgemäss 
je  eine  Determinante  der  ersten  und  je  eine  der  zweiten  Matrix  corre- 
spondirende  (complementäre)  nennen,  wenn  die  Determinante  der  Ele- 
mente bii,  durch  Colonnen  gebildet  ist  mit  solchen  Indices,  die  bei 
Bildung  der  ersten  Determinante  der  Elemente  oi*  nicht  verwendet 
werden.  Beide  Matrices  werden  überdies  selbst  als  corresp&ndirende 
bezeichnet,  wenn  zwischen  ihren  Elementen  die  ft  ■  v  Belationen  be- 
stehen: 

ti(.i  b„i  +  öfjfl  b„3  -\ flj,  6o,  *"  0. 

91.  Lehrsatg  über  corre^ondirende  Markes.  Der  oben  erwähnte 
Satz  lautet  nun: 

„Die  correspondirenden  Determinanten  zweier  correspondirender 
Matrices  sind  einander  proportional." 

Wir  geben  zunächst  von  dem  Satze  einen  ersten  Beweis;  ein  zweiter 
Beweis  wird  sich  später  (vgl.  Nr.  106)  darbieten. 

Die  Matrix  der  Elemente  att  ergänzen  wir  durch  Anfügung  von 
V  Zeilen  willkürlicher  Elemente  O/t  zur  Matrix  einer  Determinante  ^, 
ebenso  erweitem  wir  die  zweite  Matrix  durch  ft  Zeilen  willkürlicher 
Elemente  bn  zur  Matrix  der  Determinante  D,  so  dass  wir  erhalten: 


bn        6,8        fc,a.-6i» 
6j,        &rt  .    .     -    6i. 

b,i        b,i      .     .     &,, 
6,+  i,i  6,+  i,a.  .  .  6.+ 

h 6., 
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Das  Prodnct  beider  DetenniuanteQ  —  vir  wollen  es  durch  Mntti- 
plicatioD  von  Zeilen  mit  Zeilen  entstehen  lassen  —  enthält  Slemente 
von  der  Form 

Cfa  —  a^l   hl    +  Of,  bat   .  .  .  +  Op,  60. . 

Diese  sind  null,  wenn  sowohl  9  ^  ft  als  aach  0  ^  v  ist;  die  Matrix 
des  Prodnctes  enthält  somit  als  einen  Theil  die  schon  Eingangs  er- 
wähnte Matrix  von  {iv  Elementen,  welche  verschwinden.  Sie  ist  nämlich 
dai^estellt  durch: 

0  0  0  ....  0,  Ci,^+i,  Ci^+»  ■  ..Cm 

0         0 0,  Cs.p+1,  Ci,p+»  -  - .  cj. 

0 «5.^+» 


0 

0 

0 

...  0,  »,„+,  .    . 

.    .    c,. 

C+i, 

C+i, 

Cr+I.;.,   C,4-i,^  +  l    . 

■       .      f^r+l 

».+■, 

».+>. 

.    ■   C.+. 

«.+•. 

92.    Daher  zerfällt  sie  nach  dem  Satze  von  Laplac 
dact  der  beiden  Determinanten 


ei,,+i 

"1.,+%  ■ 

..Ci, 

a,i.+i 

&,,  +  !. 

..Ct. 

'>.,+• 

»..(.+1 

,  C,,;,  +  j. 

-.c,. 

Cr  +  1,1 

«.+!.■  ■ 

.  '.+1./. 

':+'.• 

c.+t,». 

■  <''+».^ 

'.+,., 

Cr+S,!  ■ 

■<■.+!,.. 

C.1       , 

<•->       ... 

.    f.^ 

Die  Determinante  A  besitzt  fi*  Elemente 

Cga  =aflif+a,l  +  dp»  6r+o,«...  +  öpt.) 

Die  Determinante  .S  enthält  f *  Elemente 


Jlf  =  1  bis  fi 

l  V  +  ö  =  w  bis  «. 


1  ft  -|-  9  -=■  ^  bis  n 
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Wir  erhalten  somit  als  Product  von  Z>  •  4  den  Werth 
^  .  D  =  (_  1)'  ^  .  B. 


(2) 
aus  der  Relation 


Der  Exponent  v  bestimmt  sich  dabei  nacb  Nr. 

»=2(t» +  «) +2  «""»"^ +  "(»'+  *)' 
oder  anch  aus 

»  ~Zi  P  +2^*'  +  *)  ■=  ^^^  +  *)  +  ^z*- 

Da   sowohl  »(v  +  1)  als  ft(^  +  1)  eine   gerade    Zahl,   so   tacn    der 
Exponent  v  =^  ^-  v  gesetzt  werden.    Die  Relation  (2)  wird  also: 

AB^ir-X)"  -  Ä-B  (3) 


oder 


■D' 


(4) 


93.  Nun  enthält  aber  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  weder  im 
Nenner  noch  im  Zähler  die  willkürlich  später  zagefügten  Elemente 
ht^B.i-  Setzen  wir  also  diesen  Bruch  gleich  A,  so  ist  X  unabhängig 
Yon  diesen  Elementen;  die  Gleichung  (4)  aber  wird: 

A  =  (_  ly  ».^,  oder  (—  l)"*  ^  =  A  •  D,  (5) 

worin  nun  ^'und  D  Functionen  der  willkürlichen  Elemente  &r  4-0,4  sind, 
Ober  die  wir  nun  passend  verfügen  können.  Wählen  wir  nämlich  die 
Elemente  }},j^\^t^  ^r-t<s,>,  ■  ■  ■  ^>+f,<i,  gleich  1,  alle  übrigen  aber  gleich 
null,  dann  redueirt  sich  durch  UnterdrÜckuDg  der  Zeiten  und  Colonnen, 
welche  das  Element  1  enthalten,  die  Determinante 


i  6»i  6««  6.8  ...6,,  1 
auf  eine  Determinante  von  v*  Elementen  der  zweiten  correspondirenden 


Matrix,  nämlich  auf: 

'■  *>     ■  ■  ■  '^ 

wobei: 


'..,^.. '..,+,••  ■»..,+. 


.(-1)-. 


,+..H+.- 
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r,  =  (v  +  1,   r  +  2, . .  ,  +  rt  +  ft  H  ■  •  •  «  +'^('+<')+'^i. , 

oder,  weil  die  Indices  v  +  1,  v  +  2,  ..v  +  ^a  priori  gut  geordnet 
sind,  und  die  Reihenfolge  der  Indices  i^  i^. .  .i/,  stete  als  gut  geordnet 
Torausgesetzt  werden  kann: 

-.  -Ti}''+'^+%  -  "  •  -  +  ^^T*^  +2'-  -('■'  +  '• 

wobei  i  -  J^t+Jl  +  J;',-.  i,t 

94.    Nun  ist  andemtheils  die  Determinante  A  dargestellt  durch 
die  Matrix: 

a,,6,+i,iH — Oi.6.+i,«,a„6>.+g,iH — Om  6r+s,>,-  ■  ■»  "n^iti  +■■  Oi»  fc.s  i 

Ogg&F-f  1,1  H li«  ^•■+:,«i'Hi''»+*,iH — *"*"  *»+»,■)■  ■  -yflsi^«!  H «Si.  i»B 

ajift,+  i,i4"*"''S'i''»+i,'i>  03s&t+»,i  -}""'^3«  iT4s,fi,-  ■  -,081  ^»1  H ^t  ^n" 


o,.i  6r+l,I  ■ 


,fcr+V,0^-l  6r+2,l  ■ 


■  a^  >■  &■  I 


Setzen   wir  in   ihr  alle  Elemente  h,^a,i{i   ausgenommen  ,die  ohen  er- 
wähnten, gleich  null,  so  reducirt  sie  sich  auf 

au,  ■  i»+i,(,>  fhix  '  6f+s,>,(  Oif,  ■  ti-f 


«w^ 

^+... 

ö»/^ 

'''+/'.'p 

Osi^ 

*•+-.> 

«/«^ 

».+„., 

und  weil  die  darin  noch  auftretenden  Fuctoren  b  durchgehends  gleich  1 
sind,  so  wird  endlich 


»1.. 

,  o„. 

au. 

•  •   1*^ 

0.,, 

>  fl". 

•    OiJ^ 

",.', 

,<•,!. 

■    °»v 

d.  h.  ^  reducirt  sich  auf  eine  Determinante  der  ersten  correspondirenden 
Matrix,  und  zwar  auf  diejenige,  deren  Colonnen  Indices  fOhren,  welche 
gerade  bei  Bildung  der  Determinante  aus  der  zweiten  Matrix  nicht 
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benutzt  werden.     Tr^es  wir  also  die  so  berechneten  Werthe  für  D 
und  A  in  die  Gleichung  (5)  ein,  ao  erhalten  wir: 


(6) 


(-1)' 


—  (-!)"+'■  i 


»"„  +  1  *■■,  +  .    •    •    • 


-,  +  .). 


,  +  1  '•«,  +  .    ■     •     •     ■  *",4 
oder  Dach  Division  mit  dem  Factor  ( —  ly": 
(7)     (<.„,  «.„•■■o,.,)-(-l)'i(i„,  +  ,  !.,,  +  ,■ 
wobei  u_ 

das  ist  gleich  der  Summe  aller  Doppelindices  des  Dit^onalgliedes  in 
(«i(.  <*»(,  ■  •  ■  ö^f„)'  Dadurch  ist  der  aufgestellte  Satz  bewieBen;  der 
Proportioualitätsfactor  X  ist  natürlich  unbeetimmL 

95.    Beispiel.     Seien   g^eben    die    beiden   Matricee,    für    welche 
^  SB  f  ■=  2  ist, 

\    Xi  Xi  Xg  Xt  \  I    f  I   %  u,  "i    I 

und 
I   9i  Vi  y»  ^4  I  I   "i  »t  «s  **   I 

Zwischen  den  Elementen  derselben  sollen  die  vier  Relationen 

«,^0,     M,  =  0,     w.  =  0,     «,  =  0 


bestehen,  wobei 
zu  setzen  ist,  und 


=  «13=1  +  «,0^  +  «,a^  +  u^Xt, 


Uy,  v.  und  v, 
Sjmbole  analoger  AusdrOcke  sind. 

Dann  ist  nach  dem  vorigen  Satze: 


-+i 


Wj   «4 
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oder  wenn  wir  der  Kürze  halber  setzen 

Pit  —  (Xiyk  —  yiXt), 
und  3ii  =  («(»»  —  t)(«t), 

so  bestehen  die  sechs  Relationen: 

Man  kann  die  Grössen  Pik,  resp.  qn  als  Coordinaten  der  geraden  Linie 
aafiassen,  welche  als  Schnitt  der  beiden  Ebenen 

«,  =  0 ,     «,  =  0 
auftritt,  und  erkennt  somit  den  Satz:  Die  Strahlencoordinaten  pn  sind 
proportional  den  Azencoordinaten  qn. 
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AHwendBBgen  der  DetermiBantentheorie. 

§  8.    Sjnrtenae  llnearei  Qleiohmigeii  und, deren  Anfl&rang. 

96.  Auflösung  eines  Sysietnes  vim  n  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  n  Utibäcannten.  Die  Aufgabe,  ein  lineares  System  von  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten  aufzulöaen,  war  es  zunächst,  welche  Leibnitz 
and  Gramer  auf  die  Determinantenrechnung  fnhrten.  Betrachtet  man 
nämlich  das  folgende  System  linearer  homogener  Gleichungen 

/  o,,  «,  +  a,,  Äj  +  "la  ^s '  ■  ■  +  '^1 "  "^  "^  *^ 

'hiX,-\-a„Xt-\-a„Xg h  «i-  ^1.  "=  0 

(I)  i  «Sl  3=1  +  Ob«  3^  +  «M  *s h  «s-  x^  —  0 


^  ih,iXf-\-  antXg+  OtiXg-  ■  ■  +  a..Xa  -=  0, 

so  erkennt  man,  dass  in  demselben  gerade  »*  willkürliche  Grössen  Oj* 
auftreten,  die  wir  zur  Matrix  einer  Determinante  zusammensetzen 
können.  Wir  wollen  sie  die  Determinante  ^d  des  simultani^n  Systemes  (I) 
nennen.  Fri^en  wir  uns  nun  nach  denjenigen  Werthen  der  Unbe- 
kannten X,  Xg  ■  • '  x,,  welche  dieses  System  be&iedigen,  so  sehen  wir 
zanächst  unmittelbar,  dass  durch  das  System  von  Lösungen 

X,  -~  X,  =  X^=     U.S.W.      ■—«,=10, 

das  System  der  Gleichungen  (I)  in  der  That  erfüllt  wird.  Wir  nennen 
diese  Lösung  eine  identische,  and  sehen  von  ihr,  da  sie  kein  weiteres 
Interesse  erweckt,  in  den  folgenden  Betrachtungen  ab. 

97.  Aufaudiung  andenpeitiger  Lösungen.  Indem  wir  uns  nun  die 
Aufgabe  stellen,  andere  Lösungen  des  Systemee  (I)  zu  finden,  können 
wir  auf  irgend  einem  elementaren  Wege  der  gewöhnlichen  Eliminations- 
methoden vorgehen.  Am  besten  nach  der  Methode  von  Bezout,  indem 
wir  die  Gleichungen  des  Systemes  (I)  mit  solchen  Factoren  Aj  A^  ■  •  ■  d. 
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utiltipliciren,  dass  nach  Addition  der  bo  erhaltenen  Producte  die 
CoeHcienten  aller  Unbekannten,  mit  Ausnahme  desjenigen  ?on  x^ , 
Terschwinden.    Solche  Factoren  eind  gerade  die  Unterdeterminanten 

■^ift,    Atf,,    Atp  . . .  A„^ 
der  Elemente  der  ft*"  Coloune  in  der  Determinante 


Mnltipliciren  vir  also  die  Gleichungen  des  SjBtemes  (I)  der  Reihe 
nach  mit  den  erwähnten  Unterdeterminanten  und  addiren,  so  er- 
halten wir: 

Ä,  (0,1^1^  +  ojii^tf.  ■  ■  ■  0-1-4»^)  +  Äj(a,it^i;,  +  OitAt^  H a^tA„^) 

H h  */-  («i/.  Alf,  -]-<H^Atp-\ o,^  An^)  ■{ 

+  Xn  (oi.  ^1,.  +  a^n  Aa^  -\ a,,  A„f.)  =  0. 

Gemäss  den  Relationen  (fl)  in  Nr.  32  reducirt  sich  diese  Gleichung  anf 

(II)         x^-  J  =  x^  (öi^  Alp  +  atpA3p-\ a^M  A,^)  =  0 . 

Ist  hier  die  Determinante  ^  von  Null  verschieden,  so  wird  diese 
Gleichung  nur  befriedigt  fOr  j;^  ^  0,  d.  h.  die  Gleichungen  des  Sjstemes  (I) 
haben,  wenn  ^  ^  0,  keine  andere  Lösung  als  die  identische.  Yer- 
scbwindet  dagegen  die  Determinante  ^,  so  kann  dem  Systeme  (I)  ein 
System  von  Werthen  der  Unbekannten  genügen,  und  die  Aufgabe  ist, 
unter  dieser  Bedingung  dasselbe  zu  ermitteln. 

98.  Se^tante  des  Systemes  (I).  Man  nennt  die  Determinante  ^ 
die  Resultante  des  Systemes  der  linearen  Gleichungen  und  aus  dem 
eben  Erwähnten  folgt  eine  erste  Eigenschaft  derselben,  dass  sie  näm- 
lich verschwinden  muss,  sobald  die  Gleichungen  (I)  eine  gemeinschaft- 
liche Lösung  haben.  Umgekehrt  werden  wir  sogleich  auch  eine  zweite 
Eigenschaft  derselben  erkennen,  dass,  wenn  sie  verschwindet,  ein  ge- 
meinschaftliches Lösungssystem  wirklich  vorbanden  ist. 

Antwktmg.  Doch  ist  die  ResnltEinte  durch  diese  beiden  Eigen- 
schaften nicht  eindeutig  definirt.  Denn  einerseits  erkennt  man  aus 
Gleichung  (II),  dass  wenn  Xf,  ^  0,  d.  h.  wenn  eine  Losung  vorhanden, 
nicht  nur  ^,  sondern  aacb  ^  •  <p  verschwindet,  wo  9  eine  beliebige 
ganze  Function   der  Coefficienten  an,  so   dass   man  also  nicht  be- 
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baupten  kann:  Jene  ganze  Function  der  Coefficienten,  die  beim  Vor- 
handensein einer  gemeinscliaftliclien  Löeung  des  Sjstemes  (I)  ver- 
schwindet, ist  die  ResuIUmte  des  Systemes.  Andrerseits  kann  man 
zwar  nicht  behaupten,  dass  mit  ^  ■  9)  <»  0  ein  Lösungssjstetn  existirt, 
80  lange  9  eine  Function  der  Coefficienten  an,  die  von  ^  selbst  ver- 
schieden ist.     Wenn  aber 

91  -=  c,  oder  tp  =  c-  /ii, 

d.  h.  also  eine  von  Null  verschiedene  Constante  oder  eine  Potenz  von 
d  multiplicirt  mit  einer  solche a  Consta nten,  dann  haben  die 
Gleichungen  (I)  auch  eine  gemeinschaftliche  Lösung,  wenn 


Mit  andern  Worten:  Beide  Eigenschaften  selbst  zusammengenommen 
deäniren  nicht  bloss  J,  sondenl  c  •  ^,  resp.  c  ■  JV.  Es  ist  aber  c  ■  ^ 
Resultante  jedes  Gleicbungssystentes,  das  aus  (I)  hervorgeht,  wenn  wir 
die  GoefBcienten  dieses  Systemes  irgendwie  linear  transformireu.  Eine 
also  definirte  Resultante  ist  daher  keine  bestimmte  lineare  Function 
der  CoefGcienteu  speciell  dieser  Gleichungen. 

99.    Die  gemeinschaftlichen  Lösungen  des  Systemes  (I),  wenn  die 
BesuUante  verschwindet.    Wir  nehmen  nun  im  Folgenden  an,  dass 


«81   <hi    ■ 

Ojl  .   .  . 


und  Qberdies  der  Allgemeinheit  halber,  dass  sämmtliche  Minoren  dieser 
Detemünante  von  der  ersten  bis  zur  ((i  —  l)""  Ordnung  ebenfalls  ver- 
schwinden. D^egen  soll  von  den  Minoren  der  ftf^  Ordnung  wenigstens 
einer  von  Null  verschieden  sein. 

Dieser  nicht  verschwindende  Minor  ß*"  Ordnung  sei  etwa 


Wir  betrachten  dann  zniüchst  das  System  der  (n  - 
Gleichungen  des  Systemes  (I)  in  Nr.  96 


ft  +  1)  letzten 
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Die  Matrix  der  Goefficienteii  dieses  Syatemes  ist  dargestellt  durcb 


(^) 


■  «^+»,/.  »,.+»,/.+i  . 


and  die  sämmtlicben  DetermiDanten  dieser  Matrix   sind  nach  Voraus* 
Setzung  identisch  null,  unter  ihnen  insbesondere  die  Determinante 


.f    f^f  +  hf+i   ■ 


(t»/, 


Von  ihren  Unterdeterminanten  ist  wie  oben  vorausgesetzt,   die  zum 
Elemente  a^  gehörige 

von  null  verschieden,  während  alle  Übrigen,  also   auch   die  den  Ele- 
menten der  ersten  Colonne  entsprechenden 

beliebige  Werthe,  null  uicht  ausgeschlossen,  besitzen  können. 

100.  Erste  Folfferung  aus  diesen  Vorausseiaungm:  mindestens  eine 
Gleichung  ist  eine  Folge  der  i^trigen.  Multipliciren  wir  nun  das  Sjstem 
der  Gleichungen  (IJI)  der  Reihe  nach  durch  die  Unterdeterminanten 
der  ersten  Colonne  von  D*"' 

■Afi/j,  Af,^t^f,f  ^,,^1,^  .  .  .  A^f,  , 
und  addiren  äieselben,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
(IV)  (Of,^  A,.f,  +  a^+i,/.  ■A^+i.i'  •-•  +  «-/.  -^c)*! 

+  K,,<+iA,.  — f-«M,,,+i^.,.)«i  A — 
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Hierin  ist  der  Goe^cieut  von  a;,  gemäss  der  VoraussetzuDg  null,  alle, 
öbrigen  CoefficieDtentverscliwiiiden  identiscli,  gemäss  den  Relationen  (C) 
Nr.  32.  Gleichung  (lY)  ist  also  eine  Identität;  wir  können  sie  auch, 
wenn  wir  die  Gleichungen  des  Syetemes  (III)  einen  Äugenblick  mit 

f„  /,+.  ■■■/■. 

bezeichnen,  in  der  Form  schreiben 
(V)  Ä,,f,  +  Ä,+,,,  +  ---A.,f.~0. 

Aus  dieser  Identität  sohliesst  man  aber,  dass  eine  der  Gleichnngen  ffi+i 
'  oine  Folge   aller  Übrigen  sein  muss,   und  zwar  etwa  gerade  die  erste 
des  Syetemes  {Vi) 

fp  —  a,,x  Xi  -\-  a„i  3-B  ■  ■  •  -|-  o^,  ar„  =  0, 
da  sie   mit   einem  Factor   multipliciri;   auftritt,   von  dem   wir  voraus- 
gesetzt haben,  dass  er  von  Null  verschieden  sei. 

101.  Zimte  Folgerung:  (t  Qleickttngen  sind  eine  Folge  der  »  —  ft 
übrigen.  Ersetzen  wir  in  dem  Systeme  (III)  die  Gleichung  f^  dturch 
ii^end  eine  der  vorhergehenden  Gleichungen  fi,  dann  ist  die  Matrix 
dieses  Systemee  dargeateUt  durch 

i       «(»       öjs  .  .  -  oifi       ai,f,+i     .  .  .  djB 
+1,1  »,.+1,« «;<+i,«  o^  +  i,»+i  •  •  o^  + 


Ihre  Determinanten  sind  noch  immer  nach  Voraussetzung  null,  während 
die  Unterdeterminanten  derselben  nicht  durchwegs  verschwinden;  ins- 
besondere ist  noch  immer  der  Minor 

von  Null  verschieden,  und  daher  schliessen  wir  ganz  aaf  dieselbe  Weise 
wie  vorhin,  dase  auch  fi  eine  Folge  der  letzten  n  —  ft  Gleichungen 
sein  muss. 

Wir  sind  daher  berechtigt,  ganz  allgemein  den  Satz  aufzustellen: 

„Sind  in  einem  Systeme  homogener  liuearer  Gleichungen  so- \  t./.t'y/fe  »»ui^ 
wohl  die  Determinante  des  Systemea  selbst,  als  auch  alle  1  ^«v  Ä^,  e^^jn;. 
Unterdeterminanten  bis  zur  (ß  —  1)*°°  Ordnung  inclus.  gleich/  ''wWt  i*,^  y. 
Null,  aber  nicht  alle  der  nächsthöheren  Ordnung,  so  sind  '£jii^  £/«>"■ 
■  ft  Gleichungen  die  Folge  der  fibrigen  richtig  gewählten  n  —  /i  "»»a^.  Hfi  uS^ 
Gleichungen." 
Aue  diesen  «  —  ft  Gleichungen  lassen  sich  aber  die  Werthe  von 
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n  —  ft  Yariab^Iu  Xi  in  Function  der  flbrigea  ^  Variabeln  berechnen, 
wie  wir  EOgleich  sehen  werdeiL  ' 

102.  Anflösung  eines  Ghichiingssystemes,  in  welchem  die  Zahl  ji  der 
Gleichungai  Jcläner  ist  als  die  ZaJU  n  der  UfibeJcanuten.  Erster  Fall. 
Wenn  wir  uns  nau  damit  befaesen,  Werthsyeteme  x„  aufzufinden,  welche 
diese  n  —  fi  Gleichoogen  mit  ^  Unbekacnteo  befriedigen,  so  dlirfeu 
wir  zunächst  die  Annahme  machen,  dass  nicht  HÜinmtliche  Determinanten 
der  Matrix  dieses  Systemes  von  n  —  /t  Gleichungen  verschwinden. 
Denn  wQrde  dies  eintreten,  dann  wäre  nach  dem  eben  Erwähnten 
mindestens  eine  derselben  eine  Folge  der  ttbrigen,  und  die  Zahl  dev 
selbstständigen  Gleichungen  würde  sich  eben  nur  noch  weiter  redaciren. 

Wir  beginnen  mit  dem  ersten  Fälle  (i  ^  n  —  1.  Das  System  der 
n  —  1  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  können  wir  dann  in  der  Form 
aufstellen ; 


(VI) 


o^i  «,  +  Oj,  «j  +  öj,  a;,  H atnX^  =  0 

«31  «1  +  «si  a:j  4-  (%«,  H fls,  ar,  =  0 

a^^x^ a*  ,  ar,  =  0 


a»i.xi-^a^tx»  +  a^txs-jr  • 


Vergleichen  wir   alsdann  dieses  System   von 
Nr.  34  aufgestellten  System  von  Identitäten 


Gleichungen   mit  dem  in 


m 


'^iPi  +  «SS  Pi Os»  p,  =  0 

o«,  Pi =0 


ipi  +  a.tj'i  +  o.aps  . 


.  «,,p.  =  0, 


WO  die  Grössen  J),  p^  . .  .p»  nichts  anderes  sind  als  die  mit  wechselndem 
Vorzeichen  genommenen  Determinanten  der  Matrix: 


U) 


Oj,  o,j  a„  . 
«31  «a»  «BS  ■ 


so  erkennt  man,  dass  das  Gleichungssystem  (VT)  befriedigt  wird  durch 

X,  =  \-p!, 
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wo  —  ein  beliebiger  Factor  und 

p,  =■(—  l)'-'(flji  a,j .. .«,,;_!  »/+ ,.(+!.. .  a,n)  ist. 
103.    Bitideti^keit  der  erhaitmen  Lösung.    Daes  diese  L&sung  die 
einzige  ist,  welche  das  System  (VI)  zulässt,  kann  man  durch  directe 
Berechnung   dereelben  erweisen.     Bezeichnet  man  nämlich   die  ersten 
ünterdeterminanten  der  Determinante 


I    «,,   Ojj   «w   . 
I   «ai  «M  «ij  ■ 


p,-(-l)- 


mit  Ait,  wo  i  >  1,  und  i  <  n,  dann  können  wir  zunächst  die 
Gleichungen  (VI)  mit  den  Minoren  ihrer  ersten  Colonne  der  Reihe 
nach  multipliciren  und  addiren;  dies  liefert,  da  die  CoefGcienteo  der 
Unbekannten  x^  bis  x,^i  verschwinden,  and  da  einestheils 

(Og,  ^, +  03,  ^„  ■■-a.i  J,i)=-(— 1)'-*J»«, 
tind  andemtheils 

(>HnA,  +  <H.A,,---  +  a„  A„,)  «  (-  1)— » J)., 

die  Gleichung 

1)  P.ar,  — p,a;,==0. 

Ganz  ebenso  liefern  die  Multiplicationen  mit  den  Minoren  der  zweiten, 
dritten  .  .  ,  (n  —  1)*"  Colonne  von  p^  und  die  darauffolgende  Addition 
der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

2)  p,  »,  —  p,  a^.  =-  0, 

3)  P-a^s— Paa:.  =  0, 


(n) 
Aus  diesen  (n)  Gleichunge 
so  dass  man  hat: 


p,a:„_i— ji*_,  a;,  —  0. 
.  folgt  zunächst,  dass  x,  proportional  j>,  ist, 


Setzt  mau  diesen  Werth  in  die  erhaltenen  Gleichnngen  ein,  so  folgt 
der  Reihe  nach  (wobei  die  geeigneten  Vorzeichen  bereits  im  Symbol  pi 
mit  inb^riffen) 

^1,—p,,    px^'—p»,    pa^— A---  u.  B.w., 
also  gerade  die  schon  oben  angefEthrten  Werthe  der  Unbekannten.    Aus 
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1  direct  durch  Berechnung  erhaltenen  Resultate  folgt  aber,  dasa 
die  gewonnene  Löamig  die  einzig  mögliche  ist.  —  Man  kann  daher  den 
Satz  aufstellen: 

„Ein  System  von  (n  —  1)  homogenen  lioearen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  hat,  wenn  die  Determinanten  der  Matrix 
des  Sjstemes  nicht  durchwegs  verBchwinden,  als  einziges  System 
von  Lösungen  die  durch  die  continnirliche  Proportion 

gegebenen  Werthe  von  x,  wenn  An  die   mit  wechselndem 
Vorzeichen  genommenen  Determinanten  der  Matris  des  Systeme» 
sind." 
104.  Jjiwendimgm.  Bei^ietl.  Seien  gegeben  die  beiden  Gleichungen: 

2)     V,  Xi  +  P,  a;j  +  r,  x^  =  0, 

dann  ist  nach  dem  erhaltenen  Satze  daa  System  von  Lösungen  ge- 
geben durch: 

a;, :  a^  : «,  =.  (m.  r,  -  «,  M,)  :  -  (m,  »s  —  »,  «3)  :  (m,  t>,  —  m,  r,) 

=  («lfs)-"(«3"l)K»l*'«)l 

was  man  unmittelbar  durch  die  gewöhnlichen  Metboden  der  Elimination 
verificiren  kann.  Deutet  man  die  Gleichui^en  1)  und  3)  geometrisch, 
so  stellen  sie  zwei  Gerade  vor,  und  die  Aufgabe  ist,  ihren  Schnitt- 
punkt suchet).  Man  erhält  die  Lösung:  die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punktes sind  proportional  den  Determinanten  der  Liniencoordinaten 
beider  Geraden,  oder  (vergleiche  auch  den  Satz  über  correspondirende 
Matrices  und  Beispiel  Nr.  95)  die  Determinanten  der  Matrix 

!  «,     «i     «,  ' 

!»,  i,   ..: 

sind  proportional  den  correspondirenden  Determinanten  der  Matrix 

Beispi^  2.     Seien  femer  gegeben  die  drei  Gleichungen 

1)  «,  x^  -\-  Mg  Xf  +  Mj  Ij  +  «^  0:4  -=  0 , 

2)  r,  a;,  +  t^  arj  +  »,  x^  +  w«  »^  —  0, 

3)  ip,a,  +  Wj^  +  WjXj  +  »43:4  -=  0. 

Das  gemeinschaftliche  System  der  Lösungen  ist  dai^estellt  durch  die 
Determinanten  der  Matrix 
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die  wir  bezeichoen  mit 


As  ■=  ("i "» «>*) , 


Ai («i^'swO. 

An  =  —  (m,  Vj  Wj); 
daher  sind  die  Ooordinaten  des  Schuittpunktes  der  drei  Ebenen  1),  2),  3) 
dargestellt  durch 

a:, :  a^  :  3^  :  a;^  :  =  ^|, :  A,^ :  j4,j  :  X,,, 
wodarch  abermals  der  Satz  über  correspoudirende  Matricee  yerificirt  ist. 
105.     Zweiter  Fall.    Die  Zahl  (i  der  Gleichungen  ist  um  mehr  als 
1  kleiner  als  die  Zahl  n  der  Unb^annien.    Gehen  wir  nun  zum  allge- 
meinen Falle  über,  in  welchem 

»>^  +  l, 
so  treten  uns  sofort  zwei  Fragen  eutgegen;  nämlich:  1}  Wie  findet 
man  Lösungen  überhaupt?  2)  Welches  ist  die  allgemeinste  Lösung 
eines  solchen  Systemes  von  homogenen  Gleichungen?  Wir  beantworten 
zunächst  die  «rste  Frage,  nnd  nehmen  dabei  an,  dass  das  System  von 
Gleichungen  die  Form  habe 


(I) 


Man  kann  nun  eine  R«ihe  tou  Lösungen  dadurch  finden,  dass  man 
eine  Anzahl  der  Variabein  von  romherein  gleich  null  setzt,  etwa  so 
viele,  dass  in  den  n  Gleichungen  noch  ^  -j-  1  Unbekannte  auftreten. 
Löst  man  dieselben  hierauf  nach  der  in  Nr.  102  und  103  gegebenen 
Methode  auf,  so  erluilt  man  in  Verbindung  mit  den  Variabein,  deren 
Werthe  null  sind,  ein  erstes  Werthsystem,  das  die  Gleichungen  (I) 
beftiedigt.  Setzt  man  nun  andere  » —  (^ -|- 1)  Unbekannte  gleich 
noll,  so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  ein  zweites  System  von 
Werthen,    das    vom    ersten    im    Allgemeinen    verschieden    ist.     Wir 


«11 

«1  +  «,. 

«,  +  <.„    «,  +  .. 

■ai. 

Xn 

—  0 

"si 

«.  +  ">,, 

a:,  +  "..    ',  +  ■ 

•otn 

a:. 

—  0 

«Jl 

%  +  ".! 

*. 

öS« 

IC. 

-0 

«, 

>%  +  «, 

^+a,.  +  x,+  - 

■■»(. 

Xn 

-.0 

fi  +  1  <n,  oder 

»  — (•  —  ">! 

cbyGooglc 
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kSnnea  uns  so  eine  ganze  Reihe  von  Wertbsystemen  verschaffen, 
und  nehmen  an,  wir  hätten  v  von  einander  unabhängige  Lösungen 
bereits  gefunden,  welche  der  Reihe  nach  durch  die  f  Zeilen  der 
folgenden  Matrix 

hl  i>,t  6,8  &14  ■  .  .  61, 

bii  h„  hf,  bn  .  .  .  btn 

(1)  »., s.. 


datgestellt  sein  sollen.  Tragen  wir  der  Reihe  nach  diese  v  Werth- 
sjrsteme  in  (1)  ein,  so  erhalten  wir  fi  •  v  Identitäten  von  der  Form 

(II)  C(*— Oii  6*1  +  Oititt  +  Oiibts h«(-6*--=0. 

wo  i  die  Werthe  von  1  bis  (t,  und  h  die  Werthe  von  1  bis  v  an- 
nehmen kann.  Vermöge  dieser  Gleichongen  (II)  sind  die  Elemente 
der  Matrix  (2)  mit  denen  der  Matrix  des  S;stemes  (I) 

a„    0„    ffl,3   0,4 

(2) 


in  eine  Beziehung  gesetzt,  welche  die  beiden  Matrices  (1)  und  (2)  als 
correspondirende  erscheinen  läest    (Vergleiche  Nr.  94.) 

106.     Zteeiter  Betoeis  des  Satees  tüwr    correspondirende  MaJrüxs. 
Wenn  wir  nun  im  Gleichungssystem  (I)  Nr.  105  setzen: 

Xfi  =  IXf,  ,    Xft^i^  IXfi^if  «fi  +  l  =  IXfi  +  t  ■  •  •  Z^  •=  IXu, 

wo  l  den  Werth  1  besitzt,  dann  erbaltfin  wir 

«1,  x,  +  n„a::,  +  --ai,;u-ia;;,_i  +  Z((Ji^a:p+«,,,,  +  i  «,,  +  1+  ■■ai,3:,)=.0 

"ii  *!  +  "«  **4 — "i./'-i  ai/i-t  +  K*'**'  ^^+ "*■  3;,)«=0 

asi*i+a«'^+     ■    ■    •    .      +lia,f.x^-\-    .    ■     ■    •    -    a,,Ä,)  =  0 


a^iXi  +  a^iX,-^    ■    -    .    ■    '^-l{a^^Xf.-\- o^.a;.)"=0. 

Diese  Gleichungen,  n  an  der  Zahl,  sind  homogen  in  den  ^  Variabein 

XjX,Xf 


>h 
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sollen  sie  also  ein  gemeinBcbaftliches  System  toq  LösungeD  besitzen, 
Bo  muss  ihre  Resultante  verschwinden,  <1.  h.  es  muss  sein: 

:  Ca  ■  ■•öi,;i-i,  «i^a:^  +  «1,^  +  1  x^  +  i -\-  ■  ■  ■  a^x, 
I   O«  •  ■  ■  Oi,p-I,   OS/i*^  +  "».^  +  1  *^  +  i  +  ■  •  •  o»«  o. 
(ni)  Oji  Ogg  ■  -  ■  01,^-1, =-=0. 

l   OpS---0^^^_i ,   Ofiii  Xf,  -^  0^,^  +  1  Xp  +  1  -\-  ■ 

Da  in  dieser  Resultante  die  letzte  Colonne  eine  Summe  von 
»  -^  p  -f-  1  Gliedern  ist,  so  können  wir  dieselbe  nach  dem  Additions- 
gesetze (vergl.  Nr.  SS  nnd  36)  tOr  Determinanten  in  die  Summe  serlegen: 

%1    **!»    ■    -    •    Ö*!,/!— l    ÖJ^^+i-Ä^+l 

Om  Oss —0. 


Weil  aber  die  letzte  Colonne  jeder  Determinante  dieser  Summe  mit 
Xfi^k  multiplicirt;  ist^  so  können  wir  diese  Entwicklung  der  Resultante 
unter  Einführung  der  Bezeichnung 

»11  «i»  "is  ■  ■  ■  Oi,^_i.  «1,^+* 

«*i  «M «»,f-i,  «»./.+* 

«»1  ö«  • 


V^+* 


auch  darstellen  in  der  Form: 


^ h'i-».  — 0. 

Diese  Gleichung  (Ulm)  muss  wie  das  System  von  Gleichungen  (I)  fSr 
die  V  Werthsysteme  bestehen,  welche  durch  die  Zeilen  der  Matrix  (1) 
r^räsentirt  sind.     Es  folgen  daher  aus  (lU.)  die  v  Relationen: 

Aftht^  +  -^^  +  1  ^fi+i  -{■■■■  Amhn  -=0 


J^6,^  +  ^4 


■  ^,6,,  —0. 
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Betrachtet  man  in  diesen  Belsiionen  die  v  +  1  Grössen 

A/,f    Ap  +  i,  .  .  .  Ä^ 
als  Unbekannte  und  eliminirt  dieselben,  so  erhält  man  na( 

(A)  ifA^+a'=  B^+i 


Dabei  sind  die  GrÖBsen  S/i^t  (inclns.  Vorzeichen) 'Determinanten  der 
Matrix  (1),  und  zwar  ist  Bf,  +  t  dadurch  entstanden,  dass  man  die 
«  —  1  ersten  und  überdies  die  «  +  ^  Colonne  in  derselben  unterdrUckt 
hat,  während  die  Grösse  Af,+t  ans  Matrix  (2)  gerade  durch  die  hier 
unterdrückten  Colonnen  gebildet  ist  Die  Colonnen  entsprechender 
Grössen  A  und  B  bilden  also  gerade  eine  Permutation  der  Zahlen 

1,  2,  3  ...  «; 
ihr  Vorzeichen  entspricht  der  Anzahl  der  Derangements  dieser  Per- 
mutation, wie  man  aus  den  Beziehungen  {A)  erkennt,  in  denen  die 
Determinanten  Af,  4.  t  stets  positiv,  die  Determinanten  £^  ^  i  aber  mit 
wechselndem  Vorzeichen  der  Reihe  nach  zn  nehmen  sind.  Die  Deter- 
minanten 

A/i^t   und    Bfi-^-i 

sind  also  correspondirende  Determinanten  gemäss  unserer  Definition 
in  Nr.  90. 

Hätte  man  statt  der  v-j-  l  Unbekannten 


andere  des  Systems  (I)  mit  dem  Factor  l  multiplicirt  und  die  übrigen 
auf  die  angegebene  Weise  eliminirt,  so  wäre  man  geradeso  auf  eine 
zweite  Reihe  von  Relationen  (A)  gekommen,  so  dass  man  erkennt: 
Alle  correspondirenden  Determinanten  beider  correspondirender  Matrices 
sind  einander  proportional,  wie  wir  auch  früher  bereits  bewiesen  haben. 
107.  Allgemeinste  Losung  des  Systemes  (I)  homogener  linearer 
Gleichungen.  Nehmen  wir  nun  an,  die  allgemeinste  Lösung  des 
Systemes  (I)  in  Nr.  105  sei  gefunden,  usd  zwar  soll  das  Werthsystem 
der  n  Variabein  dargestellt  sein  durch  Werthe: 

i,,  6,,  6g  .  ,  .  K. 
Tragen   wir   diese  Werthe   in   die  Gleichungen  (II),  Nr.  105   ein,   so 
müssen  dieselben  befriedigt  werden.     Es  ist  also  auch  die  Matrix 
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(3) 


i.,  K  »„  . 

.1,. 

S„  S.,  i„  . 

.i,. 

S„    .    .    . 

.   S.. 

6t    6g    Äj,    .  .  .  K 


die  aas  der  Matrix  (1)  hervorgeht^  indem  man  in  ihr  die  letzte  Zeile 
ersetzt  durch  die  Elemente 

i,  Äs  .  .  .  h„ 
eine  correapondirende  Matrix  mit  Matrix  (3),  and  ihre  Determinanten 
sind  proportional  den  correspondirenden  der  Matrix  (3).     Daher  sind 
eie   aach    proportional    den   entsprechenden,    d.   h.   den   aus   gleichen 
Colonnen  gebildeten  Determinanten  der  Matrix  (1). 

lOS.    Erweitem  wir  also  diese  Matrix  (1)   durch  Anfügung  der 
Zeile 

ii  6,  6,  ...  6. 
zur  Matrix 

6,1  6,1  6ij  .  .  .  6i- 
,  6is  •  •  ■  6s. 


^i6,s   .  .   6,,,+ 

6,    6s  .  .  .    6,+  1 

Bo  sind  in  dieser  Determinante  die  Minoren  der  v*™  Zeile  proportional 
den  entsprechenden  Minoren  der  v  +  1*"  Zeile. 
Es  verhält  sich: 

-B»i :  B,i  :  B,) ...  B,,r+t  =  -^f+i,!  ■  -Sf+i,» :  -Br+i.s  -  ■■  Bt+i,r+i- 
Folglich  ist: 


Br  + 


i  Brt  -  B,^ 


*B,,«0. 


Nach  den  Lehrsätzen  über  adjungirte  Determinanten  tmd  deren  Minoren 
ist  aber  (vei^L  Nr.  88) 

Oauii ,  EMsTsiiuiDleiL  S 
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WO 

i  t 
jede  DeteTminante  sein  kann,  die  sich  aus  den  v  —  1   ersten  Zeilen 
von  I)  bilden  lässt.     Nelunen  wir  nun  auch  an 

so  folgt  immer  auch  D  <—  0,  da  eine  Determinante  Terschwinden  muss, 
wenn  alle  ihre  Minoren  zweiter  Ordnung  verschwinden,  nach  welchen 
sie  man  ja  hatte  entwickeln  können.  In  derselben  Weise  aber,  wie 
wir  gefanden  haben  D  •=0,  können  wir  auch  schliessen,  dasa  über- 
haupt jede  Determinante  der  Matrix  (4)  Terschwinden  muss.  Daraus 
folgt,  dass  es  immer  Werthe  Xi  giebt,  so  beschaffen,  dasa 

6,  ^A,  6„  +  Aj6„  +A,6„ A.  6„ 

6,  =  A,  ft„  +  A,  6„  +       A,  6,, 

ftg  =  A.  fc,j  +  A»6„  +       ■ IrKs 

b,  =  A,6„+AsÄi.+ Ajis,  -f     ■     ■     .     l,h.n. 

Denn  tr^en  wir  diese  Werthe  ^r  bi  in  irgend  eine  der  Determinanten 
D  ein,  so  ist  dieselbe  Null,  gemäss  den  Sätzen  in  Nr.  35  bis  39. 

Wir  haben  also  den  Satz  gewonnen:  „Sind  die  Zeilen  der  Matrix  (2) 
V  beliebige  von  einander  linear  unabhängige  Lösungen,  so  ist  die  all- 
gemeinste Lösung  des  System  es  von  Gleichungen  (I)  eine  lineare 
Function  derselben." 

109.  Beispiel.  Es  seien  gegeben  zwei  Gleichungen  mit  vier  Un- 
bekannten, also 

n  =  4,    (1=^2,    »=-2, 
etwa  das  System 

M,  i,  +  Wj  a;,  +  «j  arj  +  «s  3=4  ■=  0 
tJi  a^i  +  "i  ^8  +  "s  *»  +  "*  3!+  =  0. 
Wir  nehmen  an,  dass  sie  befriedigt  werden  einmal  durch  das  System 
von  speciellen  Werthen 

X|    Xj    ^   ^it 

dann  aber  auch  durch  das  System  von  Werthen 
Vi  Vi  V»  Vi- 
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Während  also  die  Matrix  der  Goefficienten  des  gegebenen  Gleichungs- 
sjstemes  dargestellt  ist  durch 

I  U,     U,     U.     lt.  I 

(1)  p  ".  -.    . 

I  *'i  "«  "s  "*  r 

ist  die   Matrix   der   beiden   speciellen  Werthsysteme,   für   welche,  die 
Gleichui^en  (I)  bestehen  sollen,  gegeben  durch 


i  Vi   y»  y«  y*r 

sodass  ausser  den  Relationen  (1)  auch  noch  die  Relationen 

j^  «1  !/i  +  «s  Jfj  +  «s  y»  +  «1  »4  ■=  0 

«"i  »1  +  Va  y,  +  V,  ffs  +  «*  »4  •=  0 
Torhandeu  sind.     Setzen  wir  dann  im  System  (I) 

Xg  <™  Zxg ,    a^  ™  IXf ,    iti  =-  lar« ,    wo  I  =1  1 , 
so  erhält  man: 

i'i  ai  +  K«»  *»  +  «s  *s  +  ^*^*)  =  0 
f ,  «t  +  l(Vi  a^  +  «a  »j  +  P4  «4)  -=  0 . 

Die  Resultante  dieser  Gleichung  muss  verschwinden,  wenn  Werthe  x, 
und  l  vorhanden  sein  sollen,  fOr  welche  sie  bestehen;  d.  h.  es  muss  sein: 

I».  ».«.+.^r.+«.».  |_^ 

.  I   «I     «1  a=i  +  f  s  arg  +  f*  ar*    I 

Bezeichnet  man  die  Determinanten  der  Matrix  (1)  mit  qn,  so  dass 

5,i  =  «,  t>i  —  Vi  Uli, 
und  setzt  man  ebenso  die  Determinanten  der  Matrix  (2) 

Ptt  =Xiyt  —  yiXk, 
so  liefert  die  Gleichung  (III)  nach  den  Unbekannten  geordnet: 
(Ul')  «»  9i%  +  a;g  5„  +  a.  j,^  =  0, 

und  ebenso  folgt 

Vx  «1.  +  y»  ffis  +  y*  2u  =  0, 
wenn  wir  mit  dem  Bystem  (II)  ebenso  verfahren,  wie  mit  (I).    Löst 
man  diese  Gleichungen  nach  den  Determinanten  Qik  auf,  so  kommt: 

9-9is=Pa 
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Ganz  ebenso  folgt  aber,  indem  wir  etwa  x,  ■=  Zxj,  x,^  Ix^,  x^  <=  Ix^ 
setzen,  und  entsprechend  die  Unbekannten  y,  •—  /y,  o.  a.  w., 

Päw—ft*.  P-aM-^As,  if9ti^Pn- 
Dadurch  ist  zunächst  die  Propoiidonalität  correspondirender*  Deter- 
minanten det  beiden  Matrices  (1)  nnd  (3)  nachgewiesen,  wie  wir  sie 
schon  in  Nr.  95  erkannt  haben. 

HO.    Suchen  wir  nun  die  allgemeinste  Lösung  der  beiden  Glei- 
chui^en  (I)j  sie  sei  gegeben  durch 

«i  ^  ^  «*. 
Wir  bilden  die  Matrix 


I  *.  *«  ar,  X*    I 


deren  Determinanten  dat^estellt  sein  m^n  durch 

J>iJt-"  1C(  «*  —  1l  Xt. 
Dann  bestehen  auch  die  Gleichungen: 

und  folglich  wenn  wir  setzen  —  =  r: 

^■Pik  =  Pn- 
Betrachten  wir  daher  die  Matrix 

j  X,  a^  ij  Xf 
(4)  y,  y,  y,  »4 

I  e^  gt  «s  j?4 
und  in  dieser  wiederum  die  Determinante 
x^   Xt  Xf    I 
I>=     Vi  ylVt    \> 
«i  «1  *i    |- 
dann  ist  _  _  _ 

^•Pa~Piti   ^Pa=Pu<    ^•Pü'-Pn 
oder 

I  a;,  a:,  j        Xy  x^'.  \x^  x^]       ^  x^  x^\  Xj  x^'      ]  a^  aij  ' 

t-  '=  ,   «■  ■  =  !  '.    «■  I  1="  ) 

1  Si  Pi ;     'I  ^! .       I  Vi  ya ;     .  «i  ^s ,       I  y*  y»,    !  ^«  ^ : 

und  folglich: 

r,!)  — 0,  x,D  =  0,  rjD  — 0, 
d.  h.  i>  =°  0.    Daa  Nämliche  folgt  ßir  die  drei  andern  Determinanten 
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der  Matrix  (4).  Folglich  giebt  ea  Wertihe  i.  und  (i,  so  dass  die  all- 
gemeinste lAmmg  des  GleichuDgesysteme  (!)  dargestellt  ist  dorch: 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (I)  als  die  Gleichungen  zweier  Ebenen, 
bnd  sind  (sCi)  und  (yi)  zwei  Punkte,  welche  in  beiden  gleichzeitig  liegen, 
HO  li^t  jeder  andere  Punkt  der  beiden  Ebenen  gemeinschaftlich  auf 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  eine  Gerade,  die  in  der  That 
durch  die  vier  Gleichungen  (B)  dargestellt  ist. 

111.  AaflÖstmg  eines  Systems  nicht  homogener  linearer  Gleidtungen. 
Die  Aufgabe,  ein  System  von  Gleichungen  zu  lösen,  die  nicht  homogen 
sind,  lasst  sich  auf  die  Auflösung  eines  Systems  von  homogenen 
Gleichungen  zurückfahren.  Wir  behandeln  daher  nur  den  Fall,  der 
zanächst  von  Interesse  ist,  nämlich  die  Auflösung  von  n  nicht  homo- 
genen Gleichungen  mit  n  unbekannten.    Sie  seien: 

o,i  »1  +  a«  y»  +  Oii  !/3  H «I-  Vn  +  a,,,+,  =  0 

o«  Vi  +  o«  ffj  +  o»  ft  +  ■  ■  •  öS-  y-  +  ß*..+i  =  0 

«81  yi  +  «M  y*  +  «SS  ys  H —  «s.  y-  +  a.,.+i  =  o 


a.iy,  +  a,iys4- A.sy!  +  - 


,.»,  +  a-,.+.-0. 


Wir  können  dieselben  in  zweierlei  Weise  homogen  machen,  entweder, 
indem  wir  setzen 

und  mit  x^^i  jede  Gleichung  multipliciren,  oder,  indem  wir  den  Coeffi- 
cienten  1  der  Absolui^Iieder  als  »  -|-  1"  Unbekannte  x^+i  betrachten. 
Beide  Male  erhalten  wir  n  homogene  Gleichungen  mit  n  -f-  1  Un- 
bekannten. Da  die  Matrix  des  gegebenen  6  leichungssystems  dargestellt 
ist  durch 


a„  a„  o„  . . 

öl- 01,.+! 

".1  "»  <%  •  • 

Os.at.+i 

' 

o.i«.iO..  ■ 

■  0..+1 

Bo  erhalten  vrir  als  einziges  Werthsystem,  das  die  Gleichungen  be- 
friedigt, gemäss  den  Entwicklungen  in  Nr.  103 
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p,  r,  p» 

wobei  die  Grössen  pi  die  mit  wechselDdem  Zeichen  geDommenen  De- 
terminanten der  Matrix  sind,  welche  man  erhält,  indem  man  in  dieser 
Matrix  die  t**  Colonne  tmterdrackt. 

112.  Disatssion  der  Lösung.  Ist  die  Determinante  i>ii-|-i  ^  0,  so 
besitzen  die  unbekannten  y,  y^ . .  .y^  endliche  und  bestimmte  Werthe, 
für  "welche  die  Gleichmigen  zusammen  bestehen  können.  Ist  dagegen 
Pn'+i  =  0,  ohne  daas  sämmtUche  Qbrige  Determinanten  verschwinden, 
so  ergeben  sich  die  Lösnogen  durchweg  in  der  Form 

O-yt—Pi-, 
da  es  aber  keinen  endlichen  Werth  Ton  y;  giebt,  der  diese  Relation 
be^iedigen  kann,  so  mCssen  die  Gleichungen  unvereinbar  sein.     Sind 
endlich  ausser  pn+i  auch  die  Übrigen  Grössen  pi  =  0,  dann  erscheinen 
die  Werthe  der  Unbekannten  in  der  unbestimmten  Form 

0  ■  y  =  0. 
Nun  sahen  wir  aber  in  Nr.  100,  dass  in  diesem  Falle,  wo  sämmt- 
licbe  Determinanten    der   Matrix    verschwinden,   zum   mindesten   eine 
Gleichung  eine  Folge  der  i# —  1  übrigen  ist 

Es  giebt  dann  unendlich  viele  Werthaysteme  ift,  welche  zwar  alle 
n  Gleichungen  befriedigen,  die  aber  schon  durch  die  n  —  1  Übrigen 
Gleichungen  bestimmt  sind. 

113.  Bei^iel,  1.    In  den  Gleichungen: 

3*  +  7ff  -  26  =  0 
2x—    y—    6  =  0, 
deren  Matrix  dargestellt  ist  durch 

13       7-26  I 

2—1 6    ' 

iet  die  Determinante 

I        7  -  26  I 


13         7  1 

^^  —  4:    «  — -aL_J-2, 
P.  '    '        Pj        ^ 
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2.    Die  drei  Gleichimgen; 

4«  -  3ji  -  2i  -  7  —  0 
7i  _  4j(  -  1  —  0 

4i  — 9»— 1  —0 


haben  als  Matrix 


4-3-2-7 
0  —  4  +  7  - 1 
4      0-9—1 
Deren  Determinanten  besitzen  die  Wertbe: 
-3-2^ 
-4       7  - 
0-9  - 
-3  —  7 
0  —  4-1 
0-  1 
also: 

p,  —  —  196,    ft  —  —  140,    jj, 84, 

Daber: 

'         e=T,    y  =  b,    a:  =  3. 

3.   In  den  beiden  folgenden  Gleichungen 
61-169  —  7—0 
-  14a;  +  36y  +  3— 0, 


ft — 


ft- 


-7 

4-2 

-7 

-  1 

,  Pt- 

— 

0       7-1 

-1 

4-9-1 

4-3  —  2 

,  ft— — 

0-4-7 

, 

4 

0  —  9 

dereo  Matrix 


6—15- 


ist,  wird  ja^  ■=  0,  während  p,  -=  200  und  ft  =  —  80  ist;  die  Uobekaimten 
stellen  sich  also  in  der  Form  Q-  x  =  200,  0  ■  y  —  80,  es  sind  also 
lieide  Gleichungen  anvereinbar.  In  der  That,  dividirt  man  die  erste 
Gleichung  mit  3,  die  zweite  mit  —  7,  so  kommt 

2a;  -  5y  =  -[ 

2a;  — 5y  =  y, 

woraus  man  erkennt,  dass  beide  Gleichni^en  sich  widersprechenu 

4.    Dagegen  ist  in  dem  System  von  Gleiehongen 

3a^—    4a:,  —2  =  0 

4a;.  +    5x,-l-0 

20a;,  +  \2xt  —  7  =-  0, 
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1-4    0    3—2 

0    4    5  —  1 

I     20  12    0  —  7 

I      20  12 
0    4 


ebenso 


■  -4    0    3 


Es  ist  also  eine  der  drei  Gleichungen  eine  Folge  der  zwei  andern, 
etwa  die  dritte  eine  Folge  der  beiden  ersten.  Daher  wird  das  Werth- 
ajstem,  das  alle  drei  Gleichungen  befi;iedigt,  bereits  durch  Auflösung 
der  beiden  ersten  Gleichungen  gefunden,  indem  wir  die  Gleichungen 
zuerst  mit  x^  homogen  machen,  und  dann  nach  dem  bereite  in  Nr.  109 
gegebenen  Beispiele  verfahren. 

§  9.    Fonotlonsideterminanten. 

114.  Definition  äer  Fundionaldetatninante.  Eine  zweite  Reihe  von 
Anwendungen  der  Lehre  von  den  Determinanten  eröffnet  eich  beim 
Studiam  der  Eigenachaften  gewisser  Determinanten,  die  bereits  von 
Jacobi  aufgestellt  und  in  einer  Abhandlung  „de  determinantibus  functio- 
nalibns"  untersucht  wurden.  Bei  der  grossen  Bedeutung  derselben  auf 
allen  Gebieten  der  Algebra  wurden  sie  bis  in  die  neueste  Zeit  herein 
znm  Gegenstand  zahlreicher  Forschungen  gemacht,  von  denen  wir  im 
Folgenden  die  wichtigsten  Resultate  besprechen  werden.  Insbesondere 
aber  werden  wir  uns  damit  beschäftigen,  gewisse  Aebnlichkeiten  der- 
selben mit  BrUchen  eingehender  zu  untersuchen. 

Es  seien  gegeben  »  Functionen 

deren  jede  von  n  Yariabeln 

a:,  x^ . . .  Xf 
abhängig  ist;  etwa 

y,  =  fi(xi  Xt...Xn),  y,  =  /iCiCi  x^...x,),---y,=  /;(«!  *j  ■  ■  ■  X,). 
Man  nennt  alsdann  die  Grössen  Xi  die  unabhängigen  Veränderlichen, 
im  Gegensatz  zu  den  abhängigen  Grössen  jfi. 

Aus  den  sämmtlichen  n'  ersten  partiellen  Difierentialquotienten 
dieser  Functionen  j/(  nach  den  n  unabhängigen  Veränderlichen  Xt 
köünen  wir  eine  Determinante 
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Fnnctionaldetenniiianteii. 


8j,     8s, 

Ix,  ~ir. 

Ä- 

■15: 

8i.    «I, 

ft- 

•-1^. 

2>.    8». 

»y. 

8». 

■g^    ^j;, 

SIT' 

8«;. 

bilden,  und  diese  Determinante  bezeiebnet  man  nacb  Jacobi  mit  dem 
Nttmeni  fanctionaldeterminante  des  Systems  der  Functionen.  Wir 
werden  uns  im  Folgenden  einer  kürzeren  Schreibweise  derselben  be- 
dienen, indem  wir  setzen 


wobei  also  die  untere  Reihe-  stets  jene  Yerunderlichen  enthält,  nach 
welchen  jede  Grösse  der  oberen  Beibe  als  partiell  differenzirt  gedacht 
werden  muss.  Späterhin  werden  wir  öfters  die  obere  Reihe  als  Zähler, 
die  ontere  Reihe  als  Nenner  von  R  bezeichnen. 

1 15.  Die  Ftmciionaldeterminante  ist  eine  altemirende  Function. 
Ann  der  Definition  der  Fnnctionaldetermiuante  erkennt  man  unmittel- 
bar einmal,  dass  dieselbe  ihr  Zeichen  ändert,  sobald  man  pt  mit  y« 
vertauscht,  dann  aber  auch,  dass  sie  ihr  Zeichen  ändert  bei  Yer- 
tanschung  zweier  Veränderlicher  Xi  und  Xt.  Denn  dadurch  gehen  nur 
zwei  Zeilen,  resp.  zwei  Colonnen  in  einander  Über.  In  unserer  ab- 
gekürzten Bezeichnungsweiae  ist  also  z.  B. 

/9i  Vi  Vs  y*\  ^  •_  /Vi  y,  Va  Vt\  ^  _  /»■  y*  y»  yi\ 

\r,  Xi  Xj  xj  Vr,  aTj  a^a  xj.  vCi  x^  x^  xj 

116.  Darstellung  der  Minoren  der  Fundionaldelerminante.  Wir 
wissen  (vgl.  Nr.  21  und  26),  dass  der  Minor  des  Elementes  an  einer 
Determinante  gegeben  ist  durch 

Daher  ist  der  Minor  des  Elementes 

bier  symbolisch  dargestellt  durch 

^,_(-,y+.f  »>■■■'"- »■+■•■■"■),  (1) 

\X,  Xf  .  .  .  Xt—t,  Xt+i.  .  .xJ  ^   ' 

io  welchem  einmal  alle  partiellen  Differentialijnotienten  nach  Xk,  dann 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


122  Zweiter  Theil.    Anwendungen  der  Detenninantentbeorie. 

aber  auch  jene  von  y,-  nach  Xi  x^...Xa  fehlen.  Wir  können  indess  diesen 
Minor  &ach  in  folgender  Form  schreiben: 

^         '         \CiXi...  Xt-i  Xt  Xt+1  ...x^/  ^   ' 

Denn  in  dieser  Fuactionaldeterminante  treten  auch  die  partiellen 
Differentialquotienten  von  Xk  nach  x^^,  Xf...x,  genommen  auf,  die 
aber  alle  bis  auf 


dwt 


=  1 


"  Colonne 
dasB  sich 


Tersch'wiuden.  Es  sind  also  in  derselben  alle  Elemente  der 
bis  auf  das  if  Element,  das  den  Werth  1  besitzt,  null,  t 
die  in  (2)  dargestellte  Determinante  auf  An,  reducirt. 

Ganz  ebenso  kann  man  einen  Minor  zweiter  Ordnung  von  It  etwa 
bezeichnen  durch 


A,-(- 


\Ci  3. 


1  X,  yr+1 
1  X,X,^t 


:D' 


...y,._ia;ij/i  +  i 
■  ■ .  a^t-i  Xi  Xk^i 

V  =  i  -{-Ic  -{-  r  -\-  s, 
und  analog  den  Minor  p*"  Ordnung  von  R    Bei  der  Art  unserer  Be- 
zeichnungsweise  für  eine  FunctionaldeterminaDte  können  wir  also  sagen: 
1  in  dem  Symbole 


-Läset  1 


\Xl  Xf  .. .  xj 


zwei  Ubereinanderstehende  Grössen  weg,  so  stellt  der  Rest  einen  Minor 
erster  Ordnung  von  £  dar,  und  femer:  Sind  in  einer  Functional- 
determinante  zwei  ubereinanderstehende  Grössen  gleich,  so  kann  man 
sie  auch  weglassen." 

117.  'Product^iiB  für  Fimetionaldeterminantett.  Stellen  wir  uns  nun 
vor,  dass  auch  n  Grössen  «<  gegeben  seien,  deren  jede  wiederum  von 
allen  Grössen  yi  abhängig  ist,  etwa: 

«1  —  9>i(yi  y«  ■  ■  ■  y«)>  «j  =  vad/i  Ä .  ■  ■  yO,  •  •  ■ «-  =  «p-ö/i  p.  ■  ■  ■  »-)- 

Diese  n  Functionen  ti  besitzen  eine  Functionaldeterminante 


8«,     8», 

i; 

T,:' 

"  »». 

dl,     d; 

k- 

-fe 

««.  »'. 

ä'. 

8«. 

äS-äST 

«y,  ■ 

'8^ 
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123 


Denken  wir  uns  nun  aber  in  diese  Fnactionen  ei-=<pi(y)  die  Wertbe 
TOD  yt='ft{^)  eingetragen,  so  können. wir  auch  noch  eine  zweite 
Functionaldeterminante  der  Functionen  7« 

dl,     8i,  c 


bi. 


Ci  «j  «g  . . .  5,\ 
1  a:,  a^  . . .  xj 


bilden,  und  man  kann  leicht  zeigen:  Die  Functionaldeterminante  des 
Systems  der  Grössen  «j  als  Functionen  von  x  gedacht,  ist  gleich  dem 
Froducte  der  Functionaldeterminante,  welche  zu  den  Systemen 


und 

gehören;  oder  symbolisch 

(1) 


ii  -=  9i{y) 


\X,  Xf  Xg.  .  .  xJ    Vy,  y,  .  ,  .  y,/         \t^  X^  X^  .  .  .  xJ 

In  der  That,  bildet  man  das  Product  der  beiden  Determinanten  R 
und  K,  80  erhält  man  (wenn  man  vorher  noch  die  Determinante  R 
transponirt) 

3y» 


ay,'  3y, 


8y,     dy^   3y, 
3x,    dxj    dx^ 


¥i^-- 

8». 

^'.  hl. 

'..  ^ 

•"8»,  Ix,' 


3i'"^' 


■  + 


9y,  c 


.  ?h^yi 


'+■ 


dy^  dx^ 


^Ji  ^^  ..  l"'  iviu.  ^^*  ^^' 


dy  dx,'  'dy,  dx^ 


'^V.l 


^.  aa  ,-■ 

iiti.    fix.    '  fit 


"•"Fft  aar,"*""  ■'■"'"  0y,  5«, '"'3^  Sx,"^^  3ar,"*""2y,  3x, 

Die  Elemente  der  Determinante  rechts  sind  aber  nichts  anderes  als 
die  partiellen  Differeutialquotienten  der  Function  Bi,  wenn  man  sich 
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in  denselben  die  Veränderlicheo  yt  durch  ihre  Functionen  /',(x)  ersetzt 
denkt;  denn  nach  den  Kegelq  der  Differentialrechnung  ist 

Damit  ist  aber  der  aufgestellte  Satz  bewiesen. 

118.  Sp&ieller  Fall  Zi  •=  X/.  Sind  die  Functionen  «<  nichts  anderes 
als  die  inversen  Functionen  von  j/i  ^  fi(x^  x^  x^  .  .  .^  x„),  also  A  = 
Vilfi  yi-'-lf")  ™'^  ^'  übereinstimmend,  dann  ist 

5-i  =  5-f  =  1,   und   5-^  =  5-^=0   ((>ft), 

demnach  auch  die  Functionaldeterminajite 

CZf  s^. . .  «A        (^\  ^i  x^ . . ,  x^\ 
iXfXf...  xj       Vj;,  ij  I,  . . .  xj 
Die  RelatdoD  (1)  in  Nr.  117  geht  alsdann  fiber  in 

/j/i  y»  i/a  ■  ■  ■  yA   /*,  »a  ij  . . .  «A  ^  j 
W,  «,  a:, . . .  «,/    \y,  ya  ^a  -  ■  •  y-' 

119.  Beratung   der  Differentialquatienten  ^'-    In   dem  zweiten 


deren  Werthe  wir  uns  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  verschafTen 
können.  Einmal,  indem  wir  uns  in  der  inversen  Function  Xi  •=  ipi(jf) 
die  Veränderlichen  y  durch  die  Functionen  in  xt  ersetzt  denken,  und 
diese  inverse  Function  nach  Xt  difFerentüren.  Wir  erhalten  dann  die 
n*  Relationen 

3Xf         dx,      g„  dx^      gy  dx^       iy^        t      a      r. 

^  '  ox^         üj/i     dx^    '     9y,      dxj^     '  ^y,      öa;^  ' 

je  nachdem  i=^k,  oder  i  von   h  verschieden  iat.     Aus  diesen  kann 

dx, 
man  «  GleicbnugeD  herausgreifen  und  fQr  die  n  Unbekannten  -s—  die 

Werthe  aus  ihnen  berechnen.     Rascher  gelangen  wir  aber  auf  folgen- 


^ ""  Vi  y, . . .  y*-i  y* 


gemäss  den  vorhin  in  Nr.  1X6  gemachten  Bemerkungen.    Multiplicircn 
wir  aber  dieselbe  nun  mit  der  Functionaldeterminante 
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jj  _  /?!  y»  !/j  ■  •  ■  »A 
V«,  Zj  «j  . , .  xj ' 
so  erhalten  wir  gemäss  nnsenn  Satze  Ober  das  Prodnct  Eweier  Functional- 
determinanten  Nr.  117  (1) 

.  /y,  y»  ya  •  •  •  y-\  rvi  !/»•■•  yt-i  3^1  y*+i  •  ■  ■  yA 

'■)• 


=c: 


y,  ...yt_,  Ä,  yt+i  . . .  y.>, 


Die  Determinante  rechts  ist  aber  nichts  anderes  als  der  Minor  des 
Elementes  -0—  in  der  Determinante  JR  [vgl.  Nr.  116  (2)].    Wir  haben 
somit  tÜT  den  partiellen  Differentialquotienten 
(3)  B-P- ^i—-A,„ 

oder 

L19.  Die  Fvauiionaldetermmante  als  an  Prodwi  pmtUMer  TiifferetUi^^^ 
quoHenten.  Wenn  n  Veränderliche  y  gegeben  sind,  deren  jede  abhängig 
ist  von  n  Yeräuderlichen  x,  so  steht  es  uns  frei,  irgend  n  von  diesen 
2  n  Grössen  als  Function  der  übrigen  zu  betrachten.  Nehmen  wir 
der  Einfachheit  halber  zunächst  drei  Functionen  yi  abhängig  von  drei 
ti  rossen  Xt,  etwa 

(1)  yi— /iC»i  *j«»).    yi  = /'»(«i  «»  *,),    y(  =  ^C«,  «,fl^), 

so  können  wir  festsetzen,  y,  als  abhängig  zu  betrachten  von  a;,  x,  x^; 
d^egen  y,  als  Function  von  y,  a^  a:^,  y,  als  Function  von  yi  y,  und  x^, 
etwa  als  Functionen: 

(2)  y.  — /"(«i  *i*>).  yj  — vCyia^^.  y.  =  f-Cyi  y»  *«)■ 

Bilden  wir  nun  die  Fuuctionaldeterminante  des  gegebenen  Systems  (1), 
80  ist  dieselbe 

/yi  y«  yA 

Bilden  wir  anderntheils  die  partiellen  Differentialqnotienten  von  y, 
nach  X,,  y^  nach  x^,  yj  nach  x^,  indem  wir  die  durch  das  System  (2) 
ausgedrückte  Abhängigkeit  zu  Grunde  legen,  bo  können  wir  dieselben 
genüss  unserer  Uebereinknnft  betreffs  der  abgekürzten  Schreibweise 
(vgl.  Nr.  116)  darstellen  durch 


«-<--3- 
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wonach  die  Variabein  des  Zählers  als  Functionen  der  GrSssen  im 
Nenner  stets  nach  denen  des  Neuners  zu  differenzireu  sind,  und  je  zwei 
fibereinanderstehende  gleiche  unterdrückt  werden  können.  Nun  ist 
aber  [nach  Nr.  117  (1)] 

und  ebenso 

\j/i  a^  aTj/    Va:,  a;,  a:,/         Va:,  a^  a^/ 
Snbstitniren  wir  also  den  Werth  von  D  in  die  Relation  (6),  so  kommt 

/j/i  y»  y^  _  /»i  y.  y,\  /y.  y»  **\  /y.  ^.  «»\ 

Va:,  a^j  a:,/         Vy,  yg  aTj/    Vy,  a:,  a^'    \a:,  a^  ^3/ 
oder 

wobei  also  jeder  der  drei  ÜififerentialquotieHten  der  rechten  Seite  in 
anderem  Sinne  zu  nehmen  ist,  nämlich  in  jenem,  der  durch  die  Vor- 
stellung 

yi  =  A^^i «» «s),   yi  =  'p(Vi^'^)>   y»  =  ^fj/i  ys  3^j) 

bestimmt  ist. 

Von  dieser  Beziehung  (II)  wird  bei  der  Transformation  dreifacher 
Integrale  Gebrauch  gemacht    Um  nämlich  in  dem  dreifachen  Integrale 

/-f  (yi  y»  y»)äyi  dy^  dy^ 

an  Stelle  der  Veiäuderlichen  yt  drei  neue  Veränderliche  Xi  einzuführen, 
welche  mit  den  alten  durch  die  Relation  (1)  verbunden  sind,  kann 
mau  sich  zunächst,  indem  man  etwa  die  Integration  nach  y,  zuerst 
auszufiihren  gedenkt,  y,  als  Function  ^{y^  y,  x^  vorstellen.  In  diesem 
Falle  darf  man  alsdann  das  Differential  dy^  ersetzen  durch  -^ — dx^. 
In  dem  neuen  dreifaclVen  Integral  kann  man  die  Integration  mit  y, 
beginnen;  stellt  man  sich  daher  y^  als  Function  von  9D(y,  a^a^)  vor, 
so  darf  man  dy^  ersetzen  durch  -^-dx^.  So  kann  man  endlich  an 
Stelle  von  dy^  auch  -J^  dir,  einfShren  und  erhält  zum  Schlüsse: 
J>(»,  y,  9.)  ds,  dy,  dy,  -Jm  (',  '^>'>)  ■  ■ -f^  ■  §^  ■  §^  dx,  dx,  ix, 
=  f  *{«!  x^  Xg)  -B-  dar,  dx^  dXg . 
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AllgemeiD  ist,  wenn  y,  y, . . .  y.  Functionen  der  Grössen  Xi  Xj . . .  fr, 
sind,  die  in  (3)  gegebene  BelaüoB  dargestellt  durcli 

Uja^Xs...«,/      \9,y,...a:»/  \y,  y. ...«._!  a^y 

. . . /ä/i  yg ..  .y— i  3^.-i«.\   /y,  a^a^  ...3:.-iiC,\  _ 

\t/iyi...x^~ax»^izj   \s^x^3^  ....  a,/ 

120,  IHtferentialquotienlen  von  Minoren  der  Functionaldeterminimte. 

Bezeichnen  wir  die  Minoren  erster  Ordnung  von  B  mit  A„  Ai, . . ,  A,h, 

dann  sind  die  Minoren  der  Elemente,  welche  sich  in  der  ifc*™  Zeile 

befinden,  dargestellt  durch 

___        JS_  .     ^    ,     dR_ 

dy^'    ""**       "•"    JVi,''"'       *"        —  Js^' 


Jii=-  +  -^,    ^*, —  +- 


Bildet  man  nun  fitr  jeden  solchen  Minor  Ati  den  dem  Iudex  i  ent- 

sprechenden  DifTerentialquotienten  nach  Xt:  -^ — ,  so  existirt  der  Satz: 

„Die  Summe  der  partiellen  Differentialquotienten 

■j^,  i  =  l,2...n, 

ist  identisch  Null."  Der  Beweis  lässt  sich  einfach  rechnerisch  führen*). 
Der   Minor   An   ist    eine   Determinante    von   (» —  1)   Colonuen   und 

dy. 
(fi  —  1)  Zeilen,  und  in  jedem  Elemente  ^ —  derselben    tritt   im  All- 


*)  In  der  Infajiajiteiitheorie  würde  dieser  Satz  BelbstTergtändlicli  erscheinen. 
Denn  da  dort  die  Functionaldet^nninante  aymboliich  dargestellt  ist  durch 

Ji  -  (.1.»  ...  5)  a.— '  »,»-■.  . .  q;~\ 
BO  würde  die  Summe  der  enterpiecheaden  DifTerentialiiuotianten  aller  Minoren  einer 
Zeile  nur  den  ÄOBdrack  ergeben 


2[' 


iabc  .  .  .  o)  o."-»  6/- 


Ton  dem  man  ans  den  Elanunerfactoren  unmittelbar  erkennt,  dtui  er  veracbwindet. 
lat  s.  B.  R  —  (flbc)  a^*  b^*  c,*,  »o  ist  die  Summe  der  Differentialen otienten  aller 
Uinoren  der  Elemente  in  der  zweiten  Zeile  (immer  von  Zahlenfactoien  abgesehen) 

In  dem  Ansdruck  rechts  igt  aber  jedes  Glied  Null,  da  die  Determinanten  (a,a,<^), 
(e,  a,<j]  gleiche  Zeilen  enthalten. 
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gemeinen  Docli  Xi  auf.  Wir  differenziren  also  die  Determinante  An 
n&ch  jedem  ihrer  Elemente  und  mnltipliciren  jedesmal  mit  dem  Diffe- 
rentialquotientea  dieses  Elementes  nach  Xi.  Das  Gesnltat  ist  dar- 
gestellt durch 


Geben   wir  nun  dem   Index  i  alle  Werthe  von   1   bis  n  und  addiren 
die  80  erhaltenen  Relationen,  so  gelangen  wir  zur  Gleichung 


l^-2^;i 


_3'y,_ 


Je  zwei  Glieder  der  Summe  rechts  sind  aber  bekanntlich  gleich  und 
entgegengesetzt;  denn  es  ist  A):i  =  —  An  (vgl.  Nr.  49);  die  rechte 

Seite  verschwindet  demnach;  also  auch  die  linke  Seite  dieser  Gleichung. 
121.  Die  Fwnetionaldeterminante  eines  Systemes  von  Functionen  y, 
ewischen  denun  ein«  "Rdaivm  besfe^,  vers^mnä^t  Wenn  n  Functionen 
yi  von  n  unabhängigen  Variabein  Xi  gegeben  sind,  so  kann  man  sich 
die  Aufgabe  stellen,  (n  —  1)  der  Grössen  Xt  der  Reihe  nach  zu  elimi- 
niren,  etwa  x,  hie  x^—x,  d.  h.  also  eine  der  Functionen,  etwa  y^,  durch 
die  fibrigen  y%  y^  -  •  •  y,i  ond  die  Veränderliche  x„  darzustellen.  Dabei 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  bei  diesem  Eliminationsprocess  sich  zu- 
gleich die  »**  Veränderliche  x»  mit  hinweghebt,  d.  h.  dass  sich  y^  dar- 
stellen lässt  in  Function  der  übrigen  GrSssen  y^y^  ■  ■  .  y»  allein,  etwa 
in  der  Form 

(1)  ».  -  J(»0- 

Ee  besteht  alsdann  in  diesem  Falle  eine  Relation  zwischen  den 
Fanctionen  y,  die  wir  mit 

(2)  ®(y)-y. -J-df^y,- ■•!/.)  ™0 

bezeichnen  wollen.  Wir  können  dami  den  Satz  beweisen:  „Besteht 
zwischen  den  n  Functionen  y  eine  Relation  d(y)  '^  0,  so  ist  ihre 
Functionaldeter  min  ante  JR  identisch  Null."  Es  m5ge  dabei  erwähnt  sein, 
dass  die  Relation  B{y)  -=  0  als  Function  der  Grossen  y  keineswegs 
eine  Identität  ist,  wie  schon  ans  der  Art  und  Weise  hervorgeht,  auf 
welcher  wir  zu  ihr  gelangt  sind. 

132.     Beweis  des  Satsies.     um  nun  den  Satz  zu  beweisen,  denken 
wir   uns   die  Veränderlichen  yi  durch   ihre   Functionen   fi{x)   ersetzt ; 
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die  eoisteheade  Relation  ia  Xt  ist  aber  dann  identisch  null,  und  daher 
auch  alle  ihre  pactiellen  Diffefentialquotienten 


Dieselben  geben  also,  da  die  Grössen  Xt  nur  in  Functionen  yi  auftreten, 
Veranlassuiig  zu  den  n  Relationeu: 


Sy,  '  i)x^   "*"  ^y,  '  dx^   "'  '^y,  '  g:B,  ""  "' 

Wir  können  dieselben  als  n  homogene  Gleichnngen  mit  n  Unbekannten 
-= —  betrachten;  dann  ist  das  Werthaystem,  das  diese  Gleichungen  be- 
friedigt (nach  Nr.  97)  dm^estellt  durch 


Da  nun  aber  die  Grössen  -3 —  nicht  sämmtlich  verschwinden  können, 

—  ea  ist  ja  beispielsweise  -5 —  -■  1  wegen  der  Relation  (1)  —  so 
moss  der  andere  Factor  verschwinden;  d.  h.  in  diesem  Fall  ist  £  =  0. 

123.  Umhehrung.  Ist  nun  von  vornherein  die  Functionsldeter- 
minante  R  identisch  Null,  so  ist  es  immer  möglich,  bei  geeignetem 
Vorgehen  ans  den  Functionen  yi  alle  Grössen  x  zu  eliminiren,  d.  b.  in 
diesem  Falle  existirt  eine  ßelatioQ  @(y)  =0.  \ 

Um  den  Satz  zu  beweisen  nehmen  wir  an,  dass  dessen  Richtig- 
■keit  fOr  (»  —  1)  Functionen  von  (n  —  1)  Variabein  bereits  dargetban 
sei,  and  haben  nur  zu  zeigen,  dass  er  dann  auch  fQr  n  Functionen 
mit  n  Variabeln  giltig  ist.  Denn  fQr  eine  Function  y  mit  einer 
Tariabeln  x  ist  er  evident,   da  aus  ^—  =  0,  y  =  0  hervorgeht. 

Wir  unterscheiden  hierbei  zwei  Fälle,  indem  wir  zunächst  an- 
nehmen, dass  neben  ü  ■=  0  dicht  Zl;^;leich  alle  Minoren  erster  Ord- 
nung verschwinden  sollen,  dass  also  etwa 
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sei.  Benutzen  wir  alsdann  den  in  Nr.  117  anfgestellten  Productsatz, 
so  ist,  weil  wir  A^^  auch  darstellen  können  durch 

A^-C'"'    ■■"-"■) 

die  Functionaldetermioante  R  gegeben  durch 

/yi  ftyi-'-y-N     piVi ■••!'- -i^^-'s  /yi  y*ys---y"-iy-\ 

Vx,  a;,«}  . .  .X,'  yXtXf.  x^^ixj  Vi  y»  -  -  ■  ■  yn  —  i^^J 
Nun  ist  die  linke  Seite  nach  Voraussetzung  gleich  Null,  der  erste 
Factor  rechts  d^egen  nach  Voraussetzung  von  Null  verschieden. 
Daher  mnss  nothwendig  der  zweite  Factor  verschwinden.  Derselbe 
aber  bt  nichts  anderes  als  der  Difierentialquotieut  von  y,  nach  x., 
wobei  y^  gemäss  der  Bedeutung  unserer  Schreibweise  als  Function  von 

y,  y,...y,._ia:. 

zu  betrachten  ist.     Wenn  aber  dieser  Differentialquotient 

sein  soll,  dann  kann  y^  nicht  mehr  abhängig  sein  von  x^,  d.  h.  y.  ist 
eine  Function  der  Übiigen  Grössen 

allein  und  ea  existirt  somit  nothwendig  eine  Relation  zwischen  den 
Grössen  yt. 

124.  Zvmter  Faä.  Nehmen  wir  nun  an,  es  verschwinden  neben 
ü  i_  0  auch  alle  ihre  Minoren  erster  Ordnung,  deren  einer  gegeben 
ist  durch 

/yiy»---y*-iy*+i---y-   \^q 

\xyXi Xn  —  J 

Dieser  Ausdruck  stellt  aber  nichts  anderes  dar,  als  eine  Functional- 
determinante  der  («  —  1)  Functionen  y,-,  die  nur  von  (n  ~  1)  der 
Veränderlichen  Xt  als  abhängig  zu  betrachten  sind.  Da  unser  Satz 
nach  Voraussetzung  fdr  diesen  Fall  gilt,  so  besteht  zwischen  den 
n  —  1  Functionen 

yiy!i---y»-iy*+i---y- 

eine  Relation,  die  natürlich  auch  noch  die  Grösse  x^  enthalten  kann. 
Solche  Relationen  erhalten   wir  n  an  der  Zahl  je  nach  der  Grösse  y, 
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die  wir  in  der  ersten  Zeile  dea  symbolischen  Ausdruckes  imterdrQckeB. 
Dieselben  kennen  nicht  durchwegs  identisch  gleich  sein,  da  ja  jede 
derselben  eine  andere  Grösse  y  nicht  enthält.  Es  müssen  daher 
mindestens  zwei  der  Relationen  verschiedener  Art  'sein;  sie  seien 

J",  =  0  und  j;  =  0. 
Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  aber  die  Grösse  «»,  so  erhalten  wir 
eine  einzige  Relation  0(y)  =  0,  wie  behauptet  war. 

125.    Seispiel.    Sind  n  lineare  Functionen  yt  mit  n  Unbekannten 
gegeben 

0,13^1  +  ai3Xa~\-  OiiXi-i fli.a:,  — !/,, 

60  ist  nach  Nr.  111 

p,  + 1  a:j  =  pi  =  yi  An  -{- yt  A,t -j y,  Ai, . 

Nun  ist  p^  ^  1  nichts  anderes  als  die  Function aldeterminante  der  ge~ 
gebenen  Functionen  y^;  verschwindet  sie,  so  besteht  zwischen  den  ge- 
gebenen Functionen  die  lineare  Relation 

Vi  An  +  y*-Ati-\ y>  Ain  — =  0 

und  wir  wissen,  dass  in  diesem  Falle  eine  dieser  Functionen  yi  eine 
Folge  der  dbrigen  ist. 
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126.  Ettdiäsdies  Vetfahren  für  ewei  gatue  Zahlen  a  und  b.  Wenn 
zwei  Zahlen  a  und  b  gegeben  sind,  a^h,  so  kann  man  sich  die  Auf- 
gabe stellen,  den  grössten  gemeinsamen  Factor  der  beiden  Zahlen  zu 
bestimmen.  Das  Euclid'sche  Verfahren,  diese  Aufgabe  zu  lösen,  be- 
steht einfach  darin,  dieselbe  auf  leichtere  Aufgaben  zurQckzufQhren. 
Man  diridirt  nämlich  bekanntlich  mit  b  in  a  und  erhält  so  einestheils 
einen  Quotienten  q  und  andemtheils  einen  Rest  h^,  so  dass  die  Be- 
ziehung besteht: 

a  =  hq-{-\. 

Daraus  erkennt  man,  dass  jeder  gemeiDSame  Factor  —  also  auch  der 
grösste  — ,  welcher  in  a  and  h  enthalten  ist,  auch  in  6,  enthalten  sein 
muss,  d.  h.  dass  wir  ihn  auch  ermitteln  können,  indem  wir  den  grössten  ge- 
meinsamen Factor  von  den  beiden  kleineren  Zahlen  h  und  ft,  suchen. 
Verfahren  wir  hier  auf  die  gleiche  Weise  und  setzen  diese  Methode 
fort,  bis  wir  endlich  zu  einem  Reste  hg  gelangen,  über  welchen  hinaus 
keiner  mehr  auftritt,  also  A^  +  i-^O  ist,  so  erhalten  wir  q  Dirisions- 
gleichongen 
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h  =  b^q,  +  6j 
6j  =  6,?,  +  h 


In  denselben  nehmen  die  Reste  (^  6, ...  6^  fortwährend  ab  und  der 
letzte  Reßt  bg  ißt  der  gemeinachaftliclie  Factor  aller  vorhergelienden 
nnd  also  insbesondere  auch  von  a  und  b.  Man  hat  dieses  YerfahreD 
auch  mit  dem  Kamen  Kettenbruchsverfahren  bezeichnet. 

127.  Darstellung  äer  Reste  bi...b^als  lineare  Functionen  von  a  und  b. 
Der  Algorithmus  (I)  lehrt  uns  aber,  daas  die  Grössen  6,  &,&,...  6^  sich 
ausdrücken  lassen  in  der  Form: 
(H)  b^^Ä^a-i-B^b. 

Der  Beweis  wird  einfach  durch  Eechnnng  geführt.     Es  ist: 

1)  b,'^a-bq  =  A,a  +  Bib, 
wobei: 

2)  6j-=6~2,  (a  — 6g)=^,ffl  +  Bifc, 
wobei: 

^--?i,    £,  =  +  (l  +  ff?.); 

3)  5,  =  (a  -  bq)—q,[{b  —  q,  (a  -  ig)]  -  A^a  +  B^b, 
wobei: 

^»  —  +  (1  +  Ö'i?»);    ^s  — -Cs  +  ft  +  S^iffa); 

4)  h~[b~q,(fl-bq)\-q^[{a-hq)~q^{b-q,{a-bq)]~A^a+BJ>, 
wobei: 

-^4— -(9i+3. +  2i2t2j), 

^4  —  +  (1  +  ffSi  +  «ffs  +  ft2s  +  2?i?i3s)  n-  s.  w. 
Allgemein  ist  also: 

wobei  fQr  A^  und  £^  die  Becursionsformeln  gelten: 
Bji  ="  Bii — i  —  3p — 1  B/i 1 . 
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Man  folgert  ans  der  Belation  (II)  direct,  dase  jeder  gemeinsame 
Factor  Ton  a  und  b  auch  Factor  des  Restes  b^  ist.  Denkt  man  Biet 
mit  demselben  die  Relation  (II)  dividirt,  also  a  und  b  relativ  prim  zu 
einander,  so  kann  man  sie  leicht  direct  beweisen  mit  HUfe  zweier  ein- 
facher Sätze  der  Lehre  von  den  EetteabrQchen.  Sind  nämlich  -^  die 
Näherungswerthe  des  Bruches  — ,   so   ist  nach  bekannten  Sätzen: 


(1) 


Snbtrabirt  man  ron  Gleichung  (1)  — ^  auf  beiden  Seiten,  so   ergiebt 

eich  nach  leichter  Umformung  mit  Hilfe  der  Relation  (3) 

an)  -(-iy-b^ ß^a-^a^b, 

eine  Relation,  die  direct  mit  (II)  Obereiustimmt  und  woraus  man  er- 
kennt, dass  die  Coefficienten  A^  und  Bf,  nichts  anderes  sind  als  der 
Zähler  und  Nenner   (absolut   genommen)    des   ft*™  Nähemn^swerthes 


128.  Grösster  gemeinsdtaßlicher  Theäer  zweier  FuncHonen  f{x)  und 
tp(a:).  Ganz  in  derselben  Weise  wie  vorhin  der  Theiler  zweier  Zahlen 
ermittelt  wurde,  kann  man  Terfahren,  um  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  zweier  Functionen  f(jc)  und  <p(x)  zu  bestimmen. 


f(x)  ■=  a^af  +  d,«"-^  +  OjX"-*  -\ On 

9)(a:)  —  60.*" +  ^*"~^ +  *»«""'  H *- 

wobei  also  der  Index  Qber  der  Variabein  hier  wie  im  Folgenden  stets 
den  Grad  der  betreffenden  Function  in  x  bedeuten  soll  und  o^  und  &. 
Ton  Null  yerschieden  sind.  —  Dividiren  wir  f{x)  durch  ip(x),  mit  dem 
entstehenden  Rest  /*,  wieder  in  <p,  mit  dem  weitem  Rest  fj  in  /*,  u.  s.  w., 
dann  entstehen  wieder  eine  Reihe  von  Divisionsgleichangen  wie  vorhin. 
Dabei  wollen  wir  jene  Grossen  erst  als  Reste  definireu,  in  denen  der 
Coefficient  der  hSchsten  Potenz  von  X  die  Zahl  1  ist,  und  femer  wollen 
wir  zunächst  alle  Coefficienten  ot  und  b{  als  Variable  ansehen;   dann 
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ist  jeder  folgende  Best  immer  um  einen  Grad  niedriger  als  der  vor- 
hergehende. 

Unsere  DiTisionsgleicbui^en  werden  demnach: 

/■,W'-9.W /■."(»)'+ «iAW 

r,"w  -  «=(i  rk^)  +  c.  r'(i) 


f.-,(,)  -  s._,(x) /■._,(»)  +  ».-,/■._,(») 

/•._,{i)-S._,(i)/._.(i)  +  e./;{i), 
wobei 

uh  - 1 

und  die  Conatanten  c,  Cg . . .  c.  davon  herrühren,  daas  der  Coefficient 
der  höcheten  Potenz  jedes  Restes  gleich  1  genommen  wurde.  Wir 
wollen  nun  wieder  aus  diesen  Divisionsgleichungen  die  Reste  /",  bis  /*« 
in  der  Form  darstellen 

(I)  fl(J)  =  Ä,"(x)){x)  +'ji',{x)lp\l) . 

Es  ist: 

(1)  fi(^]-~  [f{l)-q7xMx)]^Ml)t\x)  +  B"^)fpil), 
wobei  ^  _  ^ 

(2)  /."W— i- 1?> ci)  - «■  W[^. (h f<.')  +  B.w" fW]) 

wobei 
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wobei 

AW  -  ^  Wh  -  ?.W  Mk]  -  +  ^  [«.  +  s.  W  9i«]. 
B.(i  -  -^  [b.'w  -  9,W  B,'(x)"] 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Grossen  A/i(j:)  und  Si,{z)  sieh  wieder 
durch  die  Recurslonsformeln  darstellen  lassen: 

loBbesondere  erhalten  wir  als  Ausdruck  des  letzten  Restes 

(«)  ux)  =  1  -  mJ)  rw  +  £(3  tw  ■ 

129.  Ea^tosUion  der  hier  git  losenden  Aufgeben.  Die  rechte  Seite 
der  Gleichungen  (1)  bis  (n)  ist  stets  eine  ganze  Function  der  x,  ebenso 
wie  die  linke;  dagegen  ist  sie  als  Function  der  Coef&cienten  betrachtet 
im  Allgemeinen  eine  gebrochene  Function  derselben,  so  lange  o,*  und  6,- 

variabel  sind.  Bezeichnen  wir  in  dem  Ausdrucke  fQr  ff,(x)  den  Haupt- 
nenner der  ganzen  rechten  Seite  mit  D,—/,,  so  können  wir  die 
Gleichung  (I)  in  Nr.  128  auch  schreiben 

(II)  D.-,fX4-X(?:)f(?:)+'S7(^'vlh, 

wo  nun  A^  und  Bf,  andere  Functionen  der  Gr&ssen  a  und  b  sind, 
also  vorhin  A^  und  Bf, .    In  dieser  Relation  (II)  sind  aber  nun  sowohl 

Da~iif(x),  als  auch  J.^,  B,,,  f{x)  und  <p{x)  ganze  Functionen  der 
Coefficienten  wie  der  Yariabeln.  Der  Nenner  B^—^  kann  verschwinden; 
in  diesem  Falle  tritt  überhaapt  kein  Rest  vom  Grade  n  —  fi  in  x  auf. 
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soudeni  es  folgt  aaf  den  Rest  vom  Grade  n  —  fi  4~  ^  ^i»  ^»t  vom 
Grade  n  —  (i  —  1,  oder  von  noct  niedrigerem  Grade,  wie  wir  Bogleich 
aucli  noch  ausfDhrlicher  Behea  werden.  Ist  dagegen  der  Nenner 
D^—fi  ^  0,  so  können  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  den  zugehörigen 
Rest  ff, ,  oder  vielmehr  das  Product  J)^-  f,,  zu  bestimmen. 

Es  kann  femer  eintreten,  dass  alle  Nenner  vom  letzten  ßf,  an 
gerechnet  bis  zum  v*™D^  —  t  +  i  verschwinden,  D^  —  t  aber  nicht;  dann 
verschwinden  nach  dem  eben  Erwähnten  auch  alle  Reste 

/■.,/;-....  f.-.+i. 

Der  erste  nicht  verschwindende  Rest  ist  ^_»  vom  Grade  v  in  :r,  und 

dieser  ist  nothwendig  der  grSsste  gemeinsame  Factor  von  f{x)  und  (p{x). 
DarauB  erkennt  man:   Es  sind  v  Bedingungen  nöthig 

damit  f  und  g>  einen  gemeinsamen  Factor  vom  Grade  v  in  a;  besitzen 
und  dieser  gemeinsame  Factor  ist  der  letzte  Rest,  der  nicht  ver- 
schwindet. 

Wir  haben  also  hier  zwei  Aufgaben  zn  lösen:  einmal  die  Be- 
dingungen aufzustellen,  dass  ein  gemeinsamer  Factor  vom  Grade  v 
vorhanden  ist;  sodann,  diesen  Factor  selbst  zu  ermitteln. 

130.  Berechnung  von  D^.  Um  zur  Lösung  der  ersten  Aufgabe  zu 
gelangen,  berechnen  wir  zuerst 

D.-DMx), 
indem  wir  dabei  die  Identität  benutzen 

(I)  i-^.(i)Vw +  £(«)»«. 

Wir  folgen  hierbei  ganz  den  Entwicklungen  der  diesbezüglichen  Arbeit 
Nöther's,  veröffentlicht  in  Faa  di  Bruno's  Einleitung  zur  Invarianten- 
theorie  pag.  58  (deutsche  Uebersetzung  von  Walter.  Teubner  1881). 
Die  Bestimmung  von  Ä»  und  B„,  welche  wir  als  Functionen  vom 
Grade  n  —  l,  bezw.  tn  —  1  darstellen  können  durch 

geschieht  aas  der  Identität  (I)  durch  Coefficientenvergleichung.  Man 
erhält  aus  ihr  fßr  die  m  +  n  Unbekannten 

■  die  m  +  *•  linearen  Gleichungen: 
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(11) 


0  —  »0  ft 

0  — "i  P,  +  <i,P,  ■    ■    • 
0  —  a,  p,  +  a,p,  +  a,f. 


•     ■     ■     +'i9. +  So9. 


C  —  ".  1>.  +  «.  - 1  )'i  + 

h  '.9«  +  '.-i  «1  +  '.-1  ?i 1-  *.-.+!  S.-i 

0  — o.+ili„  +  o.  ft  + 

+  i.  9,  +6._,9j hi,_>+i9._i 


«-  Po  + « 


0  — 


—  iPiH 1-  <■•— +>!>.-. +  1.-.+1. 

+  »,9»— +  >.-i9— .+!■ 

"-PiH h"— .+•!'.-•  +  <•«— +". 

+  S.  5,_.+i  +  »._i  9.-,+ 

o,    P^-l  +  Om-l  P--! 

+  ii.9«->  +  *.-iS 

o.  J>.- 

+  h.  9.- 


LSst  man  diese  Gleichimgeii  nach  pi  und  j«  aaf,  so  haben  die  ^ 
von  Pi  nnd  g«  durchwegs  den  Nenner: 

Oo  0  0  ...  fco  0  0  0  ...  0 
n,  flo  0  .  .  .  6,  6o  0  0  ...  0 
a,    a,       Og       .  .  .  frj    &,        6o       0  ...  0 

6,    t.-i  6,_, 

0     /.,       6,_i 

a„    n„_ia„_a  ...  0     0         K        

0      o„      rt«_i  ...  0     0         0         

0      0        ««       ...  0     0         0         

K-t 

0     0        0        .  .  .  a«  0        0    ....  6, 
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Tranaponirt  man   diese  Determinante,  so  erhält  man 


■Do  = 


«0 

»1 

o,  .  . 

.    a,   0 

0 

0 

0 

<% 

"i     • 

.     .     o™ 

0 

0 

0 

•    %    "• 

«i 

a,  .  . 

6. 

*, 

h,    . 

.    ■      h. 

0 

0    .  . 

0 

0 

»» 

b,     . 

6. 

0    .  . 

0 

0 
0 

».    • 

6    .  . 
4,  .. 

0 

0 

i. 

=  B/,y. 


131.  DefiniticDi  der  Eesulfante  von  f{x)  und  fp{x).  Dieser  Nenner 
kann  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden,  wenn  die  Identität  (I)  Nr.  130 
besteht,  da  ja  sonst  nicht  die  GleicbungeD  (U)  Nr.  130  zusammen 
exiatiren  könnten  (»ergleiche  Nr.  1 12),  die  aus  dieser  Identität  hervor- 
gehen. Wir  nennen  diese  Determinante  i)^  „die  Resultante"  der  beiden 
Functionen  f(x)  und  if{x)  und  bezeichnen  sie  als  solche  mit  ^/,^- 
Sie  ist  eine  ganze  Function  der  Coefficienten  und  offenbar  auch  homogen 
Bowobl  in  o,-  als  It,  und  zwar  in  Oj  vom  Grade  n,  in  hi  vom  Grade  m, 
wie  man  aus  der  Anzahl  der  Zeilen  in  i)^  erkennt,  die  einestheils  die 
Elemente  a,-,  anderntheits  die  Elemente  &<  enthalten. 

Ersetzt  man  in  der  Identität  (I)  alle  Coe^cienten  p  und  q  von 
A^  und  Bn  durch  jene  Werthe,  welche  sich  aus  dem  System  (II)  Nr.  130 
von  linearen  Gleichungen  ergeben  und  multiplicirt  mit  dem  Nenner 
aller  dieser  Coe^cienten  die  Identität,  so  erhält  man  die  andere  Form 
derselben: 

D,  -  Ä(«)V(x)  +  S.(i)Vci)  -  -E/„. 
Diese  Identität  kann  man  auch  direct  aus  der  Determinante  Ül/,y  aelbst 
herleiten,   wenn   man  in   dieser  Determinante   die   erste  Colonne  mit 
3^— m-i^  die  zweite  mit  a*— ">— *  u.  s,  w.  sich  multiplicirt  denkt  und 
zur  letzten  addirt.     Es  wird  dann: 


^M  = 


0 

o,    o,    . 

.    ic"- 

■m 

0 

K 
0 

0  .     .     . 
K     h,      ■ 
b,     b,     . 

■      Om-^ 

.    X— 

,f(x) 

■r(.x) 

■      b.- 

9>W 
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Entwickelt  man  diese  Determinante  nach  der  letzten  Colonne,  so  er- 
hält man  gerade 

-f-  y(i){?'oaf-»+2,a"-»+--3„_iJ 
oder 

Sj.,  -  3.5' /(«)  +  sSh  vA- 

Sind  die  Coeföcienten  Oj  und  bt  so  beschaffen,  dass  Dg  identisch  ver- 
schwindet, dann  wird  diese  Identität 

0  _  i.(»)V(«) + s.wVw. 

Die  Functionen  f  nnd  <p  haben  alsdann  einen  gemeinschaftlichen  linearen 
Factor  fn  —  i,  Torausgesetzt  dass  —  wie  wir  gleich  noch  eingehender 
untersuchen  werden  —   Z*,  nicht  verschwindet 

132.  Berechming  von  Dj.  Unsere  nächste  Aufgabe  ist,  den  Nenner 
D,  zu  berechoen.  Wir  benutzen  dazu  wiederum  die  Identität  (I)  Nr,  128, 
indem  wir  dort  n  —  1  für  ft  substituirenj  man  erhält 

(U)  A_,(i)  -  A_,WV(5  +  A-,wV  W  -«  +  r. 

Die  Functionen  An~i,  Sm  —  i  kann  man  in  der  Form  annehmen: 

A^-i  =|)oa:--»+j),a:--' hl»»-« 

B,-t  -ffo*"-*  +  g,a"-'  ■  ■  ■  +  ?„_».        , 
Vergleicht    man    zunächst    auf  beiden   Seiten    die  Coefficienten   Ton 
af +"~*,  a:*-!-"— ■  ...  bis  herab  zu  a;*,  so  erhält  man  für  die  m-\-n  —  2 
Unbekannten : 

Po  Pi  P%  ■  ■•?--»,  So,  2i  ■  ■  ■  ?«-» 
(m  -f-  n  —  3)  lineare  und  homogene  Gleichungen: 
'hPo  +6offo  — 0 

«iPo  +  öoI»!  +fi,  3o  +  ^^l=™0 

«»Po  +  ai  Pi      +  «oA  .  +ft»?o  +  *i2i  +  Äoffs"0 

«-J'o+'>«.-il'|-i |-«»-■+»l^.-s+  ■     ■     ■  +6™_,+iff,_s=0 

o-i^H {-«--■+SP--1  + +&._„+s9-.-i=0 

,o*p._4-f  o„_iP,_  s  +  o«-il'«-s+''«  ff«-« +&■-!  ?--»+&.-*'/■-»  =0. 
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HiezQ  tritt  noch  als  weitere  Gleichung  jene,  welche  man  durch  Com- 
paratioQ  des  Coefficienten  der  ersten  Potenz  von  x  in  der  Identität  (11) 
gewinnt,  d.  i. 


(2) 


1  =o«p,-i  +  am_ii)™-i  +  6,j„. 


Beide  Systeme  zusammen  liefern  (m  +  n  —  2)  Gleichungen  mit 
fM -^  tt  —  2  Unbekannten  pt  ond^ij  die  letzteren  ei^eben  sich  also 
ans  Urnen  in  Bmchform  mit  dem  gemeiDsamen  Nenner 


J),— 


". 

«1 

"I  • 

■    o.   0 

0 

0 

»• 

»1   ■ 

-      ■       Om 

0 

0 

n 

„ 

0 

0 

■      »•      »1 

«. 

0« 

K 

i, 

K  ■ 

.    6.     0 

0 

0 

0 

*. 

h  ■ 

.    .    b. 

0  . 

0 

0 

0 

b,  .  . 

b. 

0 

0 6o  6,  6^ 


K- 


Derselbe  ist  nichts  anderes  als  eine  Unterdeterminante  zweiter  Ordnung 
Ton  Do ;  man  erhält  sie  aus  D^,  wenn  in  ihr  die  zwei  letzten  ColonneD 
und  die  letzte  Zeile  sowohl  der  Elemente  a,  als  die  letzte  der  Ele- 
mente b  unterdrQckt  werden.  Die  Unbekannten  pt  und  qi  sind  dann, 
wenn  man  die  Minoren  der  letzten  Coloone  in  D,  mit 


Ao  Ai  ...-»,.._ 
bezeichnet,  dai^estellt  durch 


^10  .^11 


.  A«. 


p,=  - 


D,. 


Trägt  man  diese  Werthe  in   die   Gleichung   ein,  welche  durch  Com- 

paration  des  Coef^cienten  y<Sn  af  aus    der  Identität  (II)   hervorgeht, 

also  in 

(3)  r^a„pn-t-\-  Kq»-i, 

80  erhält  man  auch  den  Werth  dieser  Grösse  r,  woraus  hervorgeht, 

dass  sie  nur  auf  eine  einzige  Art  bestimmt  werden  kann.     Der  Best 

a;  +  r  =  /■,_i(a:)  ist  somit  eindeutig  ermittelt. 
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Die  Determinante  i),  ist  Jene  Grösse,  deren  Verschwinden  aus- 
drückt, das«  kein  Rest  Tom  ersten  Grade  in  x  existiri.  Denn  tragen 
vir  in  die  IdentilÄi 

/■._.«  -x  +  r-  ^.^,(«)V(1)  +  B-.W'pW 
die  Wertlie  Ton  pi  and  g«  ein  und  multipliciren  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  J)j,  so  erhalten  wir 

woraus  die  Behanptmig  direct  hervorgeht. 

133.  Berechnung  von  f^^i{x).  Verschwinden  D^  und  D,  gleich- 
zeitig, 80  besitzen  also  die  beiden  Functionen  f{x)  und  ^{x)  einen 
gemeinsamen  Factor  zweiten  Grades.  Verschwindet  nnr  !)„  allein,  so 
existirt,  wie  schon  in  Nr.  130  erwähnt,  ein  gemeinsamer  Factor  ersten 
Grades,  der  erhalten  wird,  wenn  wir  in  der  Identitilt  (II)  Nr.  132  den 
Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  in  zwei  Glieder  zusammenfassen,  eines 
mit  dem  Factor  x\  das  andere  mit  dem  Factor  af,  also  diese  Identität  (II) 
in  der  Form  schreiben 

nn-ty(x)  =  ^-!>^  +  N-jf 

und  nun  in  M  und  N  die  Gr&ssen  pi  und  g«  vermöge  der  Kelationen 

eliminiren.  "    '  ^' 

134  Berechnung  von  Dj .   Wir  gehen  wieder  aas  von  der  Identität 

(III)  /■._,(«)  -  A-.wVw + B.-.wVw  -  «• + fji + » 

and  vergleichen  darin  zunächst  die  Goefficienten  von  »™  + "  -  • , 
3f+<<~* .  ,  .  bis  a^,  wodurch  wir  (m  -f-  n  —  5)  homogene  lineare 
Gleichungen  mit  den  m-{-n  —  4  Unbekannten 

PoP\  Pf-  Pn-i,  3o  2i  3i  ■  ■  ■  2»-8 
erhalten,  nämlich  die  Gleichui^jen 

0  — OoPb  +*o3o 


(l)' 


.0  =  a„j>,,_6+o,»_il),.-*+a,^jp,^-8+6,9a_e+&,^ij,_i+6»--jg'„-.j. 
Hiezu   tritt  als  nächste  £leichung  jene,  welche  durch  Gomparation 
der  Goefficienten  von  x*  entsteht,  nämlich 
(2)  1  =.  a„pn-i  +  Om-Ii».- i  +  K  2—*  +  6,-1  2,-3. 
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Beide  Systeme  zusammen   geben    die   n&tliige   Zahl   von  GleichuDgen, 
um  die  GrSseen  pi  mid  qi  zu  berechnen.    Der  gemeinsame  Nenner  aller 
Wertlie  jj;  und  gi  ist  die  Detenutusnte  des  Systeme  (1),  uämlicb 
I    ff„  fl,  a. . . .  «„.  0  0  . . .  0         I  ' 


(Tu     ö, 

,  Ä,   t, .  . .  6,   0  . 
h.  b, K. 


I  bak....K. 

also  ein  Minor  vierter  Ordnung  von  Dg,  den  man  erhält  durch  Unter- 
drückung der  letzten  vier  Coloimen  einestheils  und  der  letzten  Zeilen- 
paare mit  den  Elementen  a  bezw.  Elementen  h  anderntheiU. 

! 

135.  Berechnung  von  f^~t{x).  Tragen  wir  die  in  Function  von  Oi 
und  bi  berechneten  Werthe  von  pi  und  qi  in  jene  Gleichungen  ein,  die 
man  durch  Comparation  der  zweiten,  ersten  und  nnllten  Potenz  von  x 
aus  der  Identität  (III)  gewinnt,  so  werden  dadurch  die  CoeEGcienten  r 

und  s,  und  also  auch  der  ganze  Rest  f^  —  i(x)  eindeutig  bestimmt.  Zu 
demselben  Resultate  gelangt  man,  indem  man  die  rechte  Seite  der 
Identität  (III)  Nr.  134  in  drei  Gliedern  zusammenfasst,  von  der  Form 

und  in  den  Coefficienten  A,  S  und  C  die  Grössen  Pi  und  qi  eliminirt. 
Dabei  erhält  die  rechte  Seite  durchweg  den  Nenner  D^,  so  dass  nach 
Multiplication  mit  demselben  die  Gleichung  entsteht 

BfU-i{x)^Ä:^-\-Bx  +  C, 
woraus  man  erkennt,  dass   mit  D^  =  Q  auch  hein  Best  vom  zweiten 
Grade  in  x  auftritt. 

Wenn  also  die  Reste  D^,  D^  und  D^  verschwinden,  D3  aber  von 
Null  verschieden  ist,  dann  haben  f{x)  und  tf){x)  einen  Factor  dritten 
Grades  in  x  gemein. 

136.  VerallgemHnerung.  Aus  den  bisherigen  Entwicklungen  ist 
das  Verfahren,  nun  zur  Aufstellung  des  Restes  vom  Grade  (t  in  £  zu 
gelangen,  leicht  abzusehen,    Man  compariri^in  der  Identität 
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die  Coefficienten  der  {m  -\-  n  —  p  —  1)*"  bis  p*"  Potenz  von  x;  da« 
giebt  ein  erstes  GleicLungssystem.  Hierzu  tritt  die  Gleichung,  die 
darcb  Comparation  der  9*™  Potenz  von  x  selbst  entsteht,  zusammen 
I«  +  n  —  2p  Gleichungen  mit  t»  +  n  —  2p  Unbekannten,  die  sich 
sonach  daraus  berechnen  lassen.  Ihr  gemeinsamer  Nenner  ist  D^,  und 
der  Best  vom  Grade  p  geht  aus  der  Identität  hervor,  indem  man  die 
Werthe  von  pi  und  g^  in  dieselbe  substituiri  Verschwinden  alle  Deter- 
minanten Dg,  Dl  . . .  Dg,  dagegen  D^+i  nicht,  so  esistirt  kein  Best 
von  niedrigerem  Grade  als  dem  (p  +  1)*™,  und  die  beiden  Functionen 
f  und  9)  haben  einen  gemeinsamen  Factor  (p  -f-  1)*™  Grades  in  x. 
Insbesondere  haben  wir  gesehen ,  ist  i>g  =>  0  die  uothwendige  nnd 
hinreichende  Bedingung,  dass  beide  Functionen  Oberhaupt  einen  linearen 
Factor  gemein  haben. 

137.    Beiipiel.    Sei  gegeben 

/;  =  o^x*  -I-  a^x^  +  a^x'  +  fl^a;  +  o«, 
pi=  \a?  +  h^x*  +  b^x  +  fcj. 

Wir  bestimmen  zunächst  D^  aus  der  Identität: 

+  {%^  +  ffi3^  +  9,3=  +  ?,)(fr.^  +  t,  a^  +  6,«  +  ft,). 
Die  Coefficientenvergleichni^  giebt: 

0  =  «oÄ  +  ''oSo 

0  =  «iPo  +  OoPi  +  Mi>  +  ^offi 

0  =  ihPo  +  «iPi  +  °oPi  +  ''*?(.  4-  *.2,  +  hqt 

">  =  *iPc.  +  «sfi  +  "li^  +  iWo  +  *W.  +  ^?a  +  *o9s       ■        (1) 

I)  =  «Wo  +  «s/'i  +  OgJJ»  +  +  h<h  +  hli  +  hii 

0  =  +  d^;),  -f  o^ft  +  +  6j?,  +  ij?s 

1  -=  +  a^pj  +  +  ij^j 

Die  Determinante  des  Systems  wird,  wenn  man  sie  transponirt: 

,  a,  ff,  Os  «i  0    0 

«u  a,  (I,  03  «4  0 

I)  a^  O)  Oj  0,  «4 

2>^  =     6(,  6,  (.,  6,  0    0    0 

0    60  &,  &,  6s  0   0 

0    0  6,  6,  6,  63    0 

0    0  0  fto  &,  ftj  ft,j 
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Ihr  Verschwinden  drückt  Bua,  dass  f  und  9)  einen  gemeinBamen  linearen 
Factor  bcaitzen. 

Ermitteln  wir  femer  D^  aus  der  Identität: 

a:  +  '"  =  (Po*+J'i)(«<»**  +  01**+  o»a^  +  0,3;  +  d*) 
+  (ffoa^  +  Qi^  +  ft)(*o*'  +  ha?  +  h,x  +  &.), 
indem  wir  zuerst  die  Coefficienten  der  Potenzen  a?,  X*,  3^,  s?,  x  ver- 
gleichen, 80  kommt: 

0  —  «oPo  +  KQq  +  > 

0  —  o,Ä,  +  ÖgPi  +  fti?o  +  ^o9i 

0  =  o*i'o  +  «il»!  +  ^i9a  +  fciiTi  +  &,.3»  [  ■      (O 

1  =  «4P0  +  «sPi  +  '»»ffi  +  ''»ft  ) 
Die  Determinante  des  Systems  ist: 

I    a^  «,  (Tg  (7j  (i^ 

0  Og  o,  a^  o, 

Z»,  —  I    60  61  6«  ^  i* 

i    0  i,  6,  6j  fcg 

Sie  geht  also  in  der  That  ans  Dg  hervor  durch  Unterdrflckung  der 
beiden  letzten  Colonnen  sowie  der  letzten  Zeile  der  Elemente  a  und 
der  letzten  Zeile  der  Elemente  b. 

Ebenso  erhalten  wir  endlich  i),  ans  der  Identität 

IC*  +  ri  +  s  =PqO::  ■  (a^x*  +  a,3?  +  a^a?  +  a^x  +  O4) 
+  Ö.»  +  3,)  (S.!"  +  h,>f  +  h,T  +  b,)  , 

indem  wir  das  GleichungBajBtetn 

(1)  0-«.A  +  i,3.  +  l,9, 

nach  j>j  und  qi  auflösen.    Der  Nenner  aller  Werthe  Pi  imd  qt  ist 

°.  «1  «i 
»,  »,  t, 
0    i.  J, 

ein  Minor  vierter  Ordnung  der  Determinante  D^.  Die  Wertlie  von  pi 
und  $j  Bind: 
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»11. 

tügentdiaften  der  Resaltante  lt/,if. 

0  S.  0 

0,0  0 

«.  ».  0 

Aft- 

0  t,  0 

,  A9,- 

0,  0  5, 

,    D,s,- 

»,6,0 

lb,k 

«.  1  s. 

o,S,  0 

Trägt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichangen 

>•  —  0,J>.  +  *.«0  +  *.?! 

s  —  »iPo  +  '.?l 

ein,  Bo  erhält  man  die  CoefGcienten  des  qoadratiselien  Restes  aus- 
gedrfickt  in  den  CoefGcienten  der  gegebenen  Functionen  f  und  g>. 


§  11.    Bigensohaften  der  Beimltante  ü/.p  ■ 

138.  Darstdlung  der  Methode  eur  Ermittelung  dieser  Eigeaat^c^len. 
Kach  den  Eotwicklungen  des  vorhergehenden  Far^raphen  haben  wir 
die  Beenltante  zweier  Functionen 


»>« 


f{x)  '~a^,3g^-^a^  ar~^ . . .  +  o«  I 
tpix)  =  &„  a;-  +  6,  a— 1 . .  -  +  6,  | 
in  Form  einer  Determinante  vom  Grade  m  ~\-  n  erhalten,  nämlich: 


B/,y  =« 


Gerade  ans  diesem  Umstände  lassen  sich  zahlreiche  Eigenschaften 
derselben  einfach  dadurch  herleiten,  dass  wir  diese  Determinante  ge- 
eignet umformen,  ohne  ihren  Werth  zu  ändern.  Die  umgestaltete 
Determinante  wiederum  als  Besultante  anderer  Functionen  mit  mit- 
sprechenden OoefGcienten  betrachtet',  lässt  dann  direct  die  Eigen- 
schaften erkennen.  Diese  Umformungen  sind  zweierlei  Art;  einmal 
lediglich  Vertanschnngen  von  Zeilen  oder  Reihen,  dann  aber  auch 
Addition  von  Reihen,  die  mit  gewissen  Grössen  mnltiplicirt  gedacht 
werden,  zn  andern  Reihen. 

Oduak  ,  SatMinlBantni.  ]0 


«.«!".■ 

.«.  0    . 

..0 

0    «o«,. 

...   Om    . 

..0 

0 

•<•,»,. 

.». 

h,  b,  b,. 

.6.  0  . 

.  0 

OS,!,,. 

.  .  .  6.  . 

..0 

0 

.  ''.  i,  ■ 

■  K 
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139.  Vertausc^ung  der  legten  m  Zeilen  mit  den  n  ersten.  Bringt 
man  in  der  Determinante  Ü/,^  die  Zeilen  mit  dem  Index  h  -|--  1, 
»  +  2,  -  -  ■  »  +  »  an  die  ersten  Stellen,  und  fttgt  die  »t  ersten  Zellen 
an  die  bo  erhaltene  letzte  Zeile  an,  so  entsteht 


0 a„  Oj  .  ..i 

Das  Di^onalglied  hat  in  seinen  ersten  Indicea  die  Fermutation 

(«  +  1,  »  +  2  . . .  »  +  m,  1  2  3  . . .  «), 
jede  der  m  ersten  Zahlen  bildet  mit  den  folgenden  «  Derangements, 
so  dasB  die  Ananhl  aller  n  ■  m  ist.     Wir  haben  daher  die  Beziehung 

Bf,,  -=  (—  1)"  "•  S^f . 
140.  Tran^sitiott  der  BesuUante.  Wendet  man  auf  die  Resultante 
eine  zweimalige  Transposition  an,  zunächst  durch  eine  ümklappnng 
um  die  zweite  Diagonale,  sodann  durch  eine  zweite  Ümklappung  um 
die  erste  Diagonale  der  erhaltenen  neuen  Matrix,  so  erhalten  wir  eine 
Matrix,  in  welcher  die  Elemente  genau  in  nmgekehrter  Reihenfolge 
auftreten,  nämlich 

6,  6,-1  6,-1 . . .  6o    0    ...  0 

0   6,       6,_i  ....&(,     ...  0 


Da  die  Transposition  das  Vorzeichen  einer  Determinan^  nicht  ändert, 
so  ist 

Nun  ist  aber    diese  Determinante  nichts  anderes  als    die  Resultante 
der  Gleichungen 
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§  11.    GigenBcbaften  der  Hesultant«  JI/,^- 

K  ar  -\-  6,-1  a?— '  H 1-  &„  =  a?"  •  9){-^) 

o™  a?"  +a™_i  flf-i  H h  «0  —  af-  -  /"(y  - 

Die  Relation  (I)  giebt  daher  den  Satz: 


Mi)- 


*  141.  Sesultante  von  f(ix)  und  q>{Xx).  Ersetzen  wit  in  den 
FonctJonen  f^x)  und  g>(x)  die  YerilDderliche  x  dnrch  X  ■  x,  bo  er- 
halten wir 

'^^    1  <p(Xx)=  b^X' X*  +6,Jl"-'«— 'H A^ft,. 

Daseelbe  Reenltat  ergiebt  sieh,  wenn  wir  in  f{x)  und  g>Qc)  Oq 
durch  X^Of,,  a^  durch  A"~'o,  ...  u.  e.  w.,  6^  durch  l'^^,  6,  durch 
Jl"~'  6,  u.e.w.  ersetzen.  Die  Resultante  der  Functionen  fiXx)  und  9i(Ax) 
ergiebt  sich  also  aus  der  Besoltante  von  f(x)  und  ^(x),  durch  Sub- 
stitution dieser  Werthe  i^r  a,-  und  b(,  d.  h.  es  wird 


Genau  dieselbe  Resultante  erhält  man  aber,  wenn  wir  in  £/,  ^  die 
erste  Colonne  mit  i»+»— i^  die  zweite  mit  A''+"-*,  die  letzte  mit  X", 

also  iiisgesammt  mit  X  '  multipliciren  tmd  hierauf  die  erste 

Zeile  mit  X''~^,  die  zweit«  mit  X"*  .  . .,  die  «**  mit  X",  die  («  +  l}"  mit 

X''~K  . .,  die  («  +  m)**  mit  X",  also  insgeeammt  mit  X 

difidiren.    Dadurch  erhält  aber  K/,^  schliesslich  den  Factor  X"",  so 

daas  wir  zu  dem  Resultate  gelangen: 

Daraoa  geht  zaiüchst  hervor,  dass  jedes  Glied  der  Resultante  i2/,^  so- 
beschaffen  sein  mass,  dass  es  bei  Substitution  von  anX",  a-X"-^,.., 
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a„A»,  h^X',  Ö^A— » . . .,  6,A"  fOr  a^a,  . . .  o„„  fc^i, . . .  6,  den  Factor  A«- 
erliält.  Aus  Grfinden  der  Symmetrie  folgt,  dasH  das  Nämliche  eintritt 
bei  den  Substitutionen  a^X",  o, i' . ..  «vi",  b^X'^,  h^X^ ..  .b,l'  für 
%a,  . . .  a„,  b^hi  . ..  bn.  DemgemäBs  haben  alle  Glieder  der  Resultante 
die  Eigenschaft,  dass  in  ihnen  die  Summe  aller  Indices  der  darin  auf- 
tretenden CoefGcienten  Oi  und  &,-  —  jeden  Index  i  so  oftmal  genommen 
als  der  bezügliche  Eiponeut  von  a,*  oder  6«  angiebt  —  eine  constante 
Zahl  nämlich  gleich  m-n  ist  Man  nennt  diese  Zahl  t» •  n  das  Gewicht 
der  Resultante ,  und  sagt,  die  Resultante  ist  eine  isobare  Function  der 
C(^£fficienten  von  fix)  und  ip{x). 

142.  Schnittpunde  etoeter  Gurven  »»'"  und  n'"  Ordmmg.  Die  Eigen- 
schaft der  Resultante,  eine  isobare  Function  zu  sein,  kßnnen  wir  be- 
nutzen, in  einfacher  Weise  über  die  Zahl  der  Schnittpunkte  zweier 
algebraischer  Curven  Äufschluss  zu  erhalten.  Denken  wir  uns  lümlich, 
entsprechend  den  Factoren  A",  A',  X* . . .  u.  s.  w.,  die  Grössen  a^  und  6^ 
als  Functionen  nullten  Grades  in  i  und  ij,  die  Grössen  o,  und  b,  als 
homogene  Functionen  ersten,  und  allgemein  die  Grössen  o^  und  t^  als 
homogene  Functionen  9*™  Grades  in  £  und  t^,  so  ist  jedes  Glied  der 
Resultante  eine  homogene  Function  m  ■  »*™  Grades  dieser  zwei  Ver- 
änderlichen, wie  sein  Gewicht  m-n  lehrt. 

Sind  nun  f{xy)  =  0  und  fl)(a;y)  =  0  zwei  Gleichungen,  welche 
homogen  gesehrieben  und  nach  x^  geordnet  die  Form  besitzen: 

f{x^x^x^  =  %x^  +  a^x^-^  +  Oja:,"-*. . .  +  a„  =  0 

9(1,1,3^)  =  \x^  +  6,a,"~'  +  \x^—*. . .  +  6,  ^=  0, 

dann  sind  in  ihnen  die  Coefficienten  a^,  \\  a,,  h^\  Og,  fr|  u.  s.  w.  solche 
homogene  Functionen  von  a^  und  a^  vom  bezw.  0*™,  1*™,  2*"  Grade  u.8.w. 
Bildet  man  also  die  Resultante  if/,^  nach  x,,  so  erhält  man  in  ihr  eine 
homogene  ganze  Function  von  x,  und  x^,  die  nach  dem  Vorausgehenden 
vom  Grade  m  ■  n  ist.  Deutet  man  daher  f  und  91  geometrisch  als 
Cnrvengleichungen,  so  hat  man  Axsa.  Satz;  Zwei  Curven  t»*"  bezw. 
n*"  Ordnung  besitzen  m  ■  n  gemeinsame  Schnittpuncte*). 

143.  Die  Beadtanie  als  Fimctionalddermitianie.  Eine  weitere  Reihe 
von  Eigenschaften  der  Resultante  iRsst  sich  durch  eine  Betrachtungs- 
weise derselben  erkennen,  die  zuerst  von  Sylvester  hierbei  eingeführt 


*)  DieBBT  Satz  wnide  hier  auf  rationalem  Wege  abgeleitet.  Eine  gleiche 
ntionaJe  Meöiode,  zu  zeigen  da«»  drei  Flachen  beiw.  m*",  f*™  und  j""  Oradea 
sich  in  mpq  Puokten  schneiden,  beaitien  wir  noch  nicht. 
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wurde.    Bildet  man  aich  aua  den  Functionen  f{x)  ond  fp(x)  der  Reihe 

nach  die  Functionen 

3?-f,   «'•/■,    x^-f,   s?f...3^-^-f 
af  -tpj  3^  -fp,  X*  -tp,  a?  -tp. . .  a?"-'-  tp, 

80  kann  man  sieh   darin  die  Potenzen  x*  durch  |t  ersetzt  denken, 

wodurch  wir  m  -f-  n  lineare  Functionen  der  m  -f-  n  Grössen 

erhalten.  Die  partiellen  DifferentialqnotientSn nach  diesen  m-l-nGTösBen 
sind  gerade  die  Goefficienten  der  Functionen  f  und  tp,  und  es  ist  daher 

g{*'-Vo      di^'-j^n      six'-'n        äjx'-^n 


8(i"-'q>) 
8£.+.-.  • 

8(«— '») 

"«:+.-. 

Man  kaim  daher  in  diesem  Sinne  auch  kOiYer  schreiben: 


^/,v  = 


■s^-Y 


<; 


.a;**/;  a?"-*9>,  a;"-'?! . 


.a*9v 


Dabei  ist  also  in  der  ohem  Reihe  dieses  Ausdruckes,  den  wir 
früher  mit  Zähler  bezeichnet  haben,  jede  Potenz  von  x  durch  g  mit 
dem  entsprechenden  Index  ersetzt  zu  denken,  und  die  Grössen  der 
untern  Reihe,  weldier  wir  seinerzeit  den  Namen  Nenner  gaben,  sind 
jene  Grössen  g.^D>— i,  la+m-i  ■  -  -  loi  ^"^  welchen  wir  alle  Functionen 
im  Zähler  als  linear  abhängig  zu  betrachten  haben.  Wir  werden  im 
Folgenden  auch  noch  Fuuctionaldeterminanten  betrachten,  in  deren 
Nenner  selbst  lineare  Functionen  der  |(  sich  befinden,  so  dass  alsdann 
die  Grössen  des  Zahlers  nicht  nur  linear  in  ^,  sondern  auch  noch 
linear  in  diesen  linearen  Functionen  der  ^  zu  denken  sind.  (Vergleiche 
auch  das  Beispiel  in  Nr.  149.) 

144.    Methode  für  die  folgenden  B^cuAttmgen.    Das  wesentlichste 
Uilfsmittel    bei  allen   folgenden   Untersuchungen   wird   der  bereits  in 
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Nr.  n?  aufgestellte  Productaatz  fOr  Functioaaldeterniitiaoten  bildea, 
welcher  dort  dargestellt  wurde  durch 

/Vi  Vs  yj  •  ■  ■  »A  /«i  's  «>  •  ■  ■  M  _  /«i  ^i  «j  ■  -  ■  M 
Kx^x^  x^...  xj  \y,  y»  yj  . . .  y./  Kx^  x^  x^ . . .  xj ' 
Dabei  werden  wir  jene  DetermiaanteD,  mit  denen  wir  multiplieirea, 
stets  so  wählea,  dasa  sie  den  Werth  1  besitzen.  Man  erreicht  dies 
durch  solche  Wahl  der  Functionen  und  ihrer  unabhängig  Veränder- 
lichen, daes  diejenigen  partiellen  Differentialquotienfcen  derselben,  welche 
in  die  Di^onale  zn  stehen'  kommen,  den  Werth  1,  alle  rechts  davon 
befindlichen  aber  oder  alle  links  in  der  Matrix  stehenden  verschwinden. 
An  Stelle  der  Multiplication  tritt  bisweilen  auch  Division,  d.  h.  anstatt 
mit  der  Functionaldeterminante 

zu  multiplicjren,  nehmen  wir  die  gleichsam  gestürzte  Form 

»  c::;.:::) 

als  Multiplicator,  eine  Determinante,  die  nothwendig  gleichfalls  den 
Werth  1  besitzt,  wenn  ihn  die  ursprüngliche  besass,  wie  ja  aus  dem 
Satze  (vgl.  Nr.  118) 

\ej^  X,  x^ . . .  xJ  \y,  y»  y» . . .  yj 
direct  hervorgeht. 

145.  Berechnung  von  B/+y^,^.    Sei  ^  irgend  eine  Function  von  x 
*-=Coa^-»4-c,2S-*...c,, 
wo  3  ^  w  —  n  ist     Bilden  wir  die  Producte 

(p.p.  X'-',  <f>  •  iji  ■  a:"~* .  ..<p  -ip  ■  a^, 
ersetzen   darin   die   Potenzen   x*  durch  ^,    so   stellt   die   Functional- 
determinante 

^Vj--- Y  ,  iP"~Y, ^f  ,  af^-'ip,  !£^~-'ip..3iP^) 

eine  Determinante  dar  vom  Werthe  1.  Denn  jede  Grösse  im  Zähler 
ist  eine  lineare  Function  aller  Grössen  im  Nenner,  und  zwar  so  be- 
schaffen, dase  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  denselben  fOr 
die  Diagonalelemente  die  Werthe  1 ,  fUr  die  links  gelegenen  die  Werthe 
Null  liefern,  wie  dies  ein  einfaches  Beispiel  klar  machen  mag.  Ich 
nehme  an  m  ^^  3,  <;  «-  1,  »  ■=  2,  dann  ist  die  erste  Function  im 
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Zäbler,  wenn  wir  uns  die  Grössen  £t  eingetragen  denken,  dargeatellt 
darch 

«.  -  C"A  +  «.£.  +  ».6.  +  «.£,)  +  iiCSA  +  *.£,  +  '■£■) 
+  c,(.M,  + '.«.  +  ».t.)- 

Die  Variabeln  der  Nenner  sind: 
•li  —  "o£.  +  »ili  +  «ili  +  Olli,  1i  —  »üfe  +  «i6i  +  "i£i  +  "•&, 

%-».!.+*. £.+*■£„  i.-i'.E.+Sife+s.l,,  i.-i.£.+s.E,+6,£.. 

Die  Differentiation  nach  diesen  Grössen  liefert  als  Elemente  der  ersten 
Zeile  der  Reibe  nach 

1,  0,  Co,  tf„0 
a.  s.  w.     Die  Determinante  A  ist  also  in  der  That  eine  Determinante 
von  der  in  Nr.  144  erwähnten  Eigenschaft:  sie  hat  den  Werth  1. 

BerechueD  wir  nun  das  Froduct 

Ä  ■  Rf,<f  ■■  1  ■  ü/,  fi , 
80  entsteht  gemäss  dem  Productsatze 

H/'+V*),  «-- »(/■+9»-*)...a:%/'+9>-K'),a?— >...9)\ 

,  af +— » x',x\aPr 

oder  (I)     B/,,  =  B/+,.^,^, 

d.h.:  „Die  Resultante  von  /'und  9)  ist  auch  gleich  der  Resultante  von 

f-\-ip-^  und  q?,  wenn  ^  eiue  beliebige  Function  vom  Grade  q^fn  —  »ist." 

Anmerhmg.  Indem  wir  die  Einschränkung  machten  9  ^  m  —  R, 
setzen  wir,  wie  schon  mehrmals  erwähnt,  voraus  m'>n.  Es  wäre 
eine  schätzenswerthe  Arbeit,  auch  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem 
m  <  n  ist,  d.  h,  allgemein  die  Frage  zu  behandehi:  Wie  hängen  die 
Resultante  Bf^^.^,^  nnd  i2/,,  zusammen,  wemi  wir  Ober  den  Grad  der 
diesbezüglichen  Functionen  keinerlei  Voraussetzung  machen? 

146.  Beispiel  Ein  besonders  häufiger  Fall,  in  welchem  von  diesem 
Satze  Gebrauch  gemacht  wird,  ist  jeuer,  in  welchem  die  Function  i» 
eine  Gonstante  A  ist.    Man  hat  alsdann: 

In  diesem  Falle  ist  der  Satz  auch  leicht   durch  Zerlegung  der  Deter- 
minante Itf^if^^  zu  erkennen.    Sei  z.  B. 

f  =  «0**  +  «1«  +  «i 

a^  +  lb^,  a,  +A61,  a,  +  ifc„         0 

6„  61  6j  0 

0  fco  h  h 


dann  ist 


R/+ir,9  ™ 
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Zerlegt  man  diese  DetenniDaiite  nach  Nr,  37  in  eine  Samme  tob 
DetermiDanteii,  so  sieht  man  leicht,  daes  alle  bis  auf 
a,  0 

6,0 
0    6(,  h,  6j 
ideotisch  verschwinden,  dass  also  die  Beziehung  besteht 

147.  Besultante  w»  f(x  +  ti)  und  ip(x  +  «)■    Ersetzen  wir  in  den 
Functionen  f  und  <p  die  Veränderliche  x  durch  x~{-  u,  so  erhalten  wir 

f(x  +  h)  =  a^(x  +  u)"  +  ciiCt  +  «)"-' hfl" 

y(a:+  tt)  -  6„(a;  +  u)-  +  b,ix  +  tt)-^  -  • .  +  6,  . 

Um   die  Resultante   der   so   transformirten  Functionen   zu   gewinnen, 

bilden  wir  zunächst  folgende  drei  Fonctionaldetenninanten: 

Ax  +  tt)"+-S    (X  +  u)"+-', . . .  (a.  +  «)% 

Va«+— I  ,     a»+— »,    .     .    .    af  } 

f{x-\-uY-^f,{x+u)'^f,..{x+u)%  x—^<p   ,     ^~*^>  ..  .3?<p\ 

Var— Y       ,  a;— Y,  .  .  .    iff        ,  af—'tp    ,      ar-'tp    .  .  .  3^9/ 

/(x  +  «)"~Y,(3^+»)"-Y,..(ar+«)Y.(^+«)-'lP,(*+«)"'-'9'.-(a'+w)V\ 

\(a;+«)— Y,  (a:+tt)"-Y ,  «"-'9      ,  ä"-»?»  .  .  .   a:"?)        7 

und  bezeichnen  die  erste  mit  A,  die  zweite  mit  S,  die  dritte  mit  C. 
Ersetzen  wir  wieder  in  allen  darin  auftretenden  GrSssen  die  x^  durch 
^  und  denken  uns  die  Differentiationen  nach  den  Grössen  im  Nenner 
auBgefnhrt,  so  siebt  man,  daes  alle  drei  Determinanten  als  Diagonal- 
elemente die  Zahl  1,  und  links  davon  nur  versehwindende  Elemente 
besitzen.  So  sind  z,  B.  die  Elemente  der  ersten  Determinante  den 
Zeilen  nach 

1  (■+.—)«,  (■+.—)»■...»■+— 
0      1      ("+r~')»  ...«-+—■ 

0  0         1 „«+.-> 

u.  s.  w.    Ebenso  sind  die  ersten  Zeilen  der  zweiten  Determinante 

1  CT')«,  CtV  ...»—'  0  0  ...  0 

.   0      1        (■?>  ...«■-'  0  0... 
0      0  1        ...»—'00... 

u.  s.  w.    Multipliciien  wir  mit  den  beiden  letzten  Determinanten  die 
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Reaultattte  R/,f,  vmd   diridiren  wir  das  Froduct  durch  die   erste,  so 
erhalten  wir 

/C«+«>-Y    ,  (i+«)'.-Y...(3:+«)Y,  Ca:+«)'— v...(a:+«)''9>\ 

""V(a+tt)-+"'->,  (3=+«)-+'— * {x-i-nf   ) 

Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  nichts  anderes  als  die  Besult&nte  der 
beiden  Functionen  f{x  ■\-  u),  <p{x  +  tt);  daher  das  Resultat: 

Diese  BelatioD  definirt  in  Verbindung  mit  den  beiden  früher  erhaltenen 

JB/.'f  "=  J™«  ■  J'/l»»),T(i»)  (2) 

und 

die  Resultante  als  Invariante  der  beiden  Formen  f  und  91. 

Eine  Invariante  J  ist,  wie  wir  spater  noch  eingehender  betrachten 
werden,  eine  solche  homogene  Function  der  Coe£ficientea  von  f(^x) 
and  <fi{x),  welche  sich  bei  linearer  Transformation  hSchstene  um  eine 
Potenz  der  Transformationsdeterminante  ^^a,/),  —  jS,«,  von  jener 
Function  unterscheidet,  die  genau  in  derselben  Weise  aas  den  Coefficienten 
der  linear  transformirten  Functionen  /'(a,S  4~  "il)  iu>d  viPi'^  ~l~  ßt^) 
gebildet  ist  wie  J  selbst.    Aus  den  drei  Substitutionen 

lässt  sich  aber  jede  lineare  Transformation  zusammensetzen. 

148.  Bedaction  der  (m  +  n)reihigen  Determinante  B/^^.  Betrachten 
wir  die  Resultante 

+  »->,    a?"+--* x\  3?   } 

und  wenden  auf  sie  die  in  Nr.  139  durchgefQhrte  Vertauschung  der 
Zeilen  an,  so  erhalten  wir 

C"— '^  ,  3f"*lp  .. .  3^tp,  s^-',  X*-* . .  .af\ 
+  "-1,  «"*+"-* x\  xV  ' 

Der  Ausdruck  rechts  ist  eine  Determinante  —  immer  vorausgesetzt, 
dass  a^  durch  |i  ersetzt  ist  — ,  deren  m  erste  Diagonalelemente  den 
Werth  60  und  deren  n  letzte  Di^onalelemente  den  Werth  1  haben. 
Alle  Elemente  links  der  Diagonale  sind  null;  sie  reducirt  sich  also  auf 
4  =  (_1)-.  6j. 
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Dividiren  wir  daher  die  Resultante  B^_^  mit  A,  so  erhalten  wir 
Bf- ^— 

_  /a*'+— >,   a!"+"-> x"  \  /af-^f    ,  3f-*f...f,  a:"-iy...9A 


B,„  _  (_  1).. .  i-  f-'f'  '^-'r-  ■  ''f.'^-'v--  'ff) 

der  endlich  (vgl.  Nr.  116)  nach  Unterdrückung  gleicher  übereic 
behender  Grossen: 

m     n        (    1^«-  h"  (^~^f'  ^"*^'  ^""Z"-  ■  ■  ^^\ 


Hierbei  sind  die  Functionen  im  Zähler  noch  immer  als  Function 
sowohl  der  noch  vorhandenen  als  der  unterdrückten  Grossen  zu  be- 
trachten, 80  dasB  also  keineswegs  der  Ausdruck  rechts,  wie  es  anf  d«ai 
ersten  Blick  erscheinen  möchte,  von  den  Coef&cienten  h  von  (p  un- 
abhängig ist.  Die  Besultante  als  Determinante  vom  Grade  m  -f-  m 
ist  somit  reducirt  auf  eine  vom  Grade  ». 

149.    BeispieL    Ich  will   das   eben  erhaltene  Resultat  noch  durch 
ein  Beispiel  erläutern,  indem  ich  die  Resultante  einer  cubischen  und 
quadratischen  Form  auf  Grund  desselben  aufstelle.    Es  sei 
f(x)  =  a^x'  +  a^a^  +  a^x  +  a' 
ip  (x)  =  b^x*  +  fti  a;  +  6g . 
Dann  ist  die  Resultante  der  beiden  Functionen  dargestellt  durch 

B,,=(--^'.vf!' "!'  ''j'  '^  ^■^-vff'  ^Jy 

\j;'  ,  af  ,  srtp,  x^tpy  x'ip/  \x'  ,  ar  / 

Bezeichnen  wir  also  die  Functionen  im  Zähler  mit  y,  y,  y,  y^  y^  und 
fahren  im  Sylvester'scben  Sinne  |t  ein,  so  erhalten  wir 

ffü  =  <^oU  +  «iSt  +  «iS.  +  ös£o 

Ich  eliminire  nun  aus  y,  und  y^  die  Grössen  1,  ^  S,  vermittelst  der 
linearen  Function  j/,  y^  y^  in  folgender  Weise,    Es  ist 
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vo  mit  /*,  der  noch  tod  £,  und  %^  abhängige  Kest 

n  -  ^(S.«,)£,+ j;(ft.«,)l.  +  «Hl, 
bezeichnet  sei.    Ans  diesem  Reste  wird  £,  durch  Diriston  y^  elimiiiirt. 
Man  erhält 

f,--y.-^lf-  +  f.,  (2) 

wobei  f^  der  Rest  ist: 

f   „    *"(^ ».)-''.  {60".)    t     J_    t'n'°.-ft,l^".)  t 

'*  &;'"     ""  w  "T         V        ^'  ■ 

Eliminirt  man  endlich  hierana  durch  Division  mit  y^  auch  %^,  so 
kotnrai: 

/■.':!'.-^'-^'-j7.''^^»^  +  j7.[V".-».i,(».«,)-».»,(S.».)+*.'(l.«j]l. 

-i7(».W*.«.)-M,CS.«,)|6,.  (3) 

Trägt  man  diese  Beste  in  (3)  und  (1)  successiTe  ein,  so  kommt: 

>.-^y.  +  g;f:'^  >.+  "•"-'>:■''■  *-''».  (4) 

+jn|[V«.-!'A(V,)-¥i(*.».)+V(!',«,)]l,-[iA(».«.)-*.»,(Vi)]l.l- 

Damit  ist  die  erate  Grösse  xf  des  Zählers  als  eine  lineare  Function 
der  Grössen  ^  und  anderer  Grössen  yj,  die  selbst  wieder  linear  in  ^ 
sind,  dargestellt.    Ebenso  erhalten  wir  fQr  die  zweite  Function  af' •  f 

!(.-§!'.+  -t^-'ft+i^|[6.(*.«.)-».(i•.•»,)]5■+[o.V-*.(6.«.)]8.)■p) 
Die  Resultante  der  beiden  Functionen  ist  also: 

_  ».'  ]V«.-6oSl(i'."i)-Ao,)'o»i+'i'('o».).».W*.«.)— '.'i(''a'"i)| 
~VV|  S,(i,o,)-6.(6.a,),  OjV-iiC'.«,)! 

Ersetzt  maa  m  den  GleiehnDgen  (4)  und  (5)  y,,  y^,  y^  durch  x*^,  xip,  tp 
und  hierauf  1^  wieder  durch  a^,  Bo  erhält  man: 

^•''-  lt^+ *cM''  +  '''W-?'W-»'  +  '''W-  w 

Hier  sind  ff,(a:)  und  i?,(a;)  Functionen  vom  ersten  Grade  in  x,  und  zwar, 
wie  aus  (6)  und  (7)  erkennbar  ist,  die  Reste,  welche  sich  bei  DivisioD 
Ton  a:'  -  f  bezw.  3^  •  f  durch  tp  ergeben. 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


156  Zweiter  TheiL    Anweadimgen  der  DetanünaBteatheorib 

Gehe  ich  also  tob  dieaem  speeiellen  Beispiele  xnm  aUgemeinen 
Falle  fiber,  der  ja  ganz  in  denelbeo  Weise  behaDdelt  werden  kann, 
so  ei^ebt  sich  die  Bedeatong  der  Gröasen,  welche  den  Zähler  der 
Bemltante  (I)  in  Nr.  148  bilden.  Sie  sind  nichts  anderes  als  die 
M  Beate  (»  —  1)"*  Grades,  welche  man  erhält  durch  Dirision  Ton 

*-Y,  ^-Y>  ^-Y.  *"/■ 

mit  der  Function  7,  und  die  Besnltante  zweier  Functionen  f  und  tp 
ist  bis  auf  einen  Zahlenfactor  gleich  der  Fonctionaldeterminante  dieser 
n  Beate,  wenn  sie  als  lineare  Functionen  von  £t  gedacht  werden. 

150.  Bedtie^on  der  Determinatiie  R/^^,  toam  die  beiden  Futittioneit 
f  und  9>  vom  glädien  Grade  sind.  Wir  sind  im  Vorbeigehenden  zn 
einem  Besultate  gelangt,  das  f&r  den  Fall,  in  welchem  f  und  tp  yta 
gleichem  Grade  in  x  bereits  ron  Bezout  erreicht  wurde.  Ist  nämlich 
f  —  a,,«"  +  a,x"-'  +  oj«--*  +  . . .  +  o, 
9  -  60»- +  6,*—'  +  6.*— '+■•-  + 6. . 
so  gewinnen  wir  mit  Bezout  die  Beealtante 

■''/.» -=  Vx*—",   a?'-K..s^  ,   »-- ' sf    ) 

in  folgender  Weise.  Zunächst  mnltipliciren  wir  die  Determinante  ü/,, 
mit  der  Fanctionaldetenninante 

V         «— V       ,  «■-»/■        ,...,       x'f      ,  x^-^f,..  .f^ 

wobei 

■^,-1  =  "»*""' (-«.-it  K~l  =  fc°:E'~' h  6,_, 


A  =-  <».  ,        »0  —  &.■ 

Um  den  Werth  der  letzteren  zu  ermitteln,  stQrzen  wir  in  dieser  Deter- 
minante die  Matrix  der  ersten  »  Zeilen  und  die  Matrix  der  letzten 
Zeilen  und  hierauf  ebenso  die  der  ersten  n  Colonnen  und  die  der  letzten 
n  Colonnen.    Dadurch  wird  aus  B: 

/Ä^ip~BJ,  A,>p~B,f,-  ■■,  A^_^ip—B^_jf,  x-ip,-  ■  ■x''-'<f\  ^^ 

Durch  diese  Vertauscbung  von  Zeilen  und  Colonnen  wird  das  Vor- 
zeichen nicht  geändert,  wie  man  aus  dem  Diagonalglied  der  Deter- 
mioante  f  leicht  erkennt;  es  ist  sonach 
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Fohlen  wir  nun  die  Differentiation  nach  den  im  Nenner  befind- 
lichen Grössen  ans,  so  erhalten  wir 

-S,  0 0»,0    0 

-  6,      —  So  0 0  a,  a,0 

-  As      —  6,  —  fcg  0  . . .  0  Oj  Ol  öß  0  . . .  0 
0 0 

-  ft,_i  —  K-t hf,  0,_i  .  .  .  fli  n^ 

0  0 0  10 0 

0 0  0  1 


0  0  0 1 


Da  diese  Determinante  in  den  letzten  n  Zeilen,  ron  den  Diagonal- 
elementen abgesehen,  die  durchweg  1  sind,  mir  verschwindende  Ele- 
mente besitzt,  so  zerfällt  sie  nach  dem  Laplace'scbcn  Satze  in 


B-- 


-l,  0       0  ...  0 

-b,      -b,      0  ...  0 
-b,      —  4,  —  J,  ...  0 


1  0  0...0 
0  1  0...0 
0  0  1...0 


-(-!)■    V- 


-  b—' .  .  .  .b,         0  0  0.. 
Bilden  wir  nnn  das  Product  B  ■  jR^^^  ,  so  erhalten  wir 

(-i)-V-ii/,v 

Y(oo^-'-+«m-i)7)  — C'»o^"~'---+^--i)/"-»"o9'-V.  'f^^' 

Um  dieae  Determinante  zu  reduciren,  dividiren  wir  sie  mit  der  Deter- 
minante 


'(' 


-^  ,...,xP   / 
ier 

)• 


welche  ebenfalls  den  Werth 

4-(-i)-J.-(-i)-V 

besitzt 

Wir  erhalten 


((-l)-fc,-.B/.,):(-I)-V 
/(öna?*-'— +ffl,_i)9!— (603?*-'  +— fi,-))/""-,  OoflO— &o/)  «""Vi—^VN 
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oder,  wenn  wir  die  übereinandereteliendeii  gleichen   Grösaen  unter- 
drQcken  und  die  Matrix  der  ü1)rigbIeibendeD  n  ersten  Zeilen  stürzen: 


/OoV-6/,((VC+«i)9'-(M+*/)--,K*'''--+««-i)9»-0>o^~'+"+*--iy'~l 
Fohren  wir  die  Differentiationen  aus,  so  erhalten  wir 


../). 


/•X),       (».i—O  ,  («i*.-.') ,  (0,6,) 

(o,*.),     Ki..-,)+KS.),  (»,6._,H-K6._0    .....  (0.6,) 

(a,S.),      (<!,!.._,)  +  («,  J.),  (<i,S._.)  +  (o,6._,)  +  (a.!..)  .  . . ,  (o,S,) 
(«.*.)   


(a._,6.),  (i!._,i.),  (o._.(i.) A'A) 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Elemente  der  Determinante  gebildet 
werden,  ist  hieraus  bereits  erkenntlich.    So  ist  ftir  n  =  5 

(».».),(«.».)            ,  i'A)                        .  KM            ,  W,) 

(<.,S.),  C».6J+(».S,),  (a,i.)+(a.i,)            ,  (»,W+W.),  (»A) 

-    (o.y,  (aA)+(»A).  W-j+WJ+W.),  (»■*.)+(«.».),  («.»,) 

(«■*.).  («.«+(»■«,  W.)+(»,y,  («.».)+(».*.),  (».»J 

(«A),           KW,  («.».),  i'A),  C»A) 

Man  nennt  diese  Determinante  die  Bezout'sche  Determinante.  Sie  ist 
rüeksichtlich  der  zweiten  Diagonale  symmetrisch;  denn  es  ist  das 
Element 

Für  alle  wirklichen  Berechnungen  mittelst  Determinanten  ist  die  Dar- 
stellung der  Resultante  in  dieser  Form  die  wichtigste,  und  wir  wollen 
daher  dieselbe  noch  auf  eine  zweite  Art  berechnen. 

151.  Cayley'sche  JUethode  für  die  Berechnung  der  Bdeoufsehen  De- 
terminante. Vertauschen  wir  in  der  Determinante  ü/,y  Nr.  150  (I)  die 
letzte  Colonne  mit  der  ersten,  die  vorletzte  mit  der  zweiten  u.  s.  w., 
dann  kommen  die  Elemente  der  zweiten  Diagonale  in  die  erste  zu 
stehen,  und  die  Determinante  ist  nun  symmetrisch  nach'  dem  Gesetze 
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DaB  Vorzeichen  der  Deteriniiia&te  ändert  sieb  hierbei  nicht  (vergl, 
Beispiel  3  Nr.  23).  Bezeichnen  wir  nan  die  n*  Elemente  dieser  letzten 
Determinante  der  Keihe  nach  mit 

Coo        *\ii         "(a  -  ■  ■  Coh— 1 
Cta        C|i         Ci,  ...Ci«_i 

Cj,  Cji  C,,   ...Ci,_i 


C«— 1,0   C.— 1,0   •  .   .    .   Ca—i,a—i, 

indem  wir  einstweilen  von  der  noch  nicht  streng  bewiesenen  Sjni' 
metrie  absehen,  so  kennen  wir  zur  Berechnung  dieser  Elemente  den 
von  Cajley  angegebenen  Weg  einschlagen.  Cajley  bemerkte  nämlich, 
dass  der  Zähler  in  R^^^  folgende  Eigenschaft  besitzt.  Bildet  man  die 
Determinante 

^     l/W,    ,,W|      I        rti),   <p{x)        I 

l  '^"     ^^'  I        I       y  — X     '        y  — I       I 

I  /■(»:),      <i,y— '  +  (o.«  +  o,)y— ' h  (o.i,_,  H o—i)»*  i 

~  I  ,,{1),      i,y-  +  (S.i  +  S,)»—  ■  ■  •  +  (6.«—  +  ■  •  •  i,-,)»"  I ' 
und  ordnet  ihre  Entwicklui^  nach  Potenzen  von  ff,  so  sind,  wie  man 
sieht,  die  Coefficienteu  dieser  Entwicklang  gerade  die  Gr&ssen  im 
Zähler  der  Determinante  ü/,,.    Wir  können  daher  achreiben: 

—  ('iKi>'^'+«OT»"~'+-+*,.-i)!'^'+(<i»ä'~'+'i.*'~'+-»>..-i)*" 
+  •  ■•  +  (c-,,,!—  +  c^,,iif^'  +  ■■■  +  e_,._,»»)ji" 

'  '-ß"c„'^-'-'ir—'-  (I) 

Wir  kSnnen  aber  die  Determinante  f{x)fp{y)  —  f(j/)'p{sB)  auch  noch 
aaf  eine  andere  Weise  entwickeln,  wodurch  wir  Relationen  fGr  die 
Coefficienten  cn,  gewinnen.    Es  ist  lüimlich  (vgl.  Nr.  82) 

I  O^  ö,  ö,  .  .  .  O«    I      !    3^3f~'X"—'  .  ..x"    j 

''W''W-»'W»-|i,,i,s,...6.  |-|  y.j^-.,.->...,.  I 

^^d<,(x-'y-'-i!—r-')-2A,'-'y-'(.^-'-y'-<), 

wobei 

du  =  aibi:  —  hiat  und  h>i. 
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Diridiren  wir  diese  Relation  mit  (x  —  y),  so  erhalten  wir 

«a.>)-|(vM.i  _  g^. .  ,._^.. .  ^_,_._. . ,, 

-_2'''.»  ■»-'-'-' •!'-'+', 

wo  nun  £  eine  dreifache  Samine  bedeutet:  über  »,  über  k  und  Über  X. 
Setzt  man  in  dieser  Summe 

n  —  »  —  A  —  1«.«—  1— p 
und  n  — *  -\-  X         =H  ~  l  —  a, 

ttlao  t  -B  9  —  A 

und  t  — =  a  4-  A  +  1 , 

dann  wird 

Vergleichen  wir  diese  Entwicklung  (II)  mit  der  Entwicklung  (I),  so 
erhalten  wir  die  Relation 

'"  -^'''-'■•+'+'  •  (""^ 

Dabei  kann  A  sich  über  positive  oder  negative  Zahlenwerthe  erstrecken, 
je  nachdem  p  ^  tf  ist;  nur  ist  zu  beachten,  dass  gemäss  ihrer  Definition 

dfg  —  0,  und  dp,  =  —  dffp  . 
Aus  der  Belatiou  (IQ)  geht  QberdieB  hervor,  dass 

d.  h.,  dasB  in  der  That  die  Bezoat'sche  Determinante  eine  symmetrische 
ist.    Denn  es  ist  gemäss  dieser  Formel: 

Cof  ==rf„,p+i  +  da_i,p+s+  .  ..rffto+i   / 

Die  Differenz  beider  Relationen  aber  ist  Null. 

Anmerkung.  Ans  der  Bezout'schen  Form  der  Resultante  geht  un- 
mittelbar eine  wichtige  Eigenschaft  der  Elesultante  hervor.  Sind  f  und  <p 
zwei  Functionen  m'"'  Grades  und  F  und  4>  irgend  zwei  lineare  Com- 
binationen  derselben,  etwa: 

F-xr+i9 

Bo  iat:  »—('/'+ »f, 

wobei  I  «    j 

■*  -  ■ 
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Demi  A^,«>  geht  direct  aus  Itf^^  hervor,  wenn  wir  in  der  Determinante 
das  Element 

Ä*  =  Ol-  &*   —  &(«* 
ersetzen  darch 

Dif^ABi—  B,Äk. 
Es  ist  aber; 

n  « I  **  "t"  *'**'  f»«(  +  »*&(  I  _^  j  «  ^  I    I  Oi  6(  I 

=-  ^  •  d« , 

Jedes   Element   der   m-zeiligen    Determinante   Rp^tp  enthält   also   den 
Factor  id,  folglich  üj-,«  selbst  den  Factor  ^'". 

152.  Betend.  Wir  ermitteln  unter  Anwendung  der  ersten  Formel 
(IV)  Nr,  151  die  Elemente  der  B^zoufscheD  Determinante  zweier 
Functionen  sechsten  Grades 

.,j''»o»-UK«-K)T-(i.!«-6.)/;--.c<'.'«!'+'>,*'"-+'>.)T-('',ii'+&,3!'"-+''sy\ 

t    V  ^        a;s^  x*^  x',  x',  X,  m'  } 

—  —  (Coo  Cii  «=M  Cm  c«  Cm)- 
Dabei   genügt  es,  wegen  der  Symmetrie  der  Determinante  jene  Ele- 
mente c^a  zu  berechnen,  f&r  welche  ^  ^  0  ist.  BerQcksichtigt  man,  dass 

dii  =  0,  d-i,k  =  0,  di*  =  —  d»(  und  i,Ä  <  ff, 
80  erhält  man  aus  der  Formel 

Cjo  =  d!e.ff+i  +  de-i,<.+»  +  de-s.-.+s  +  dp-s,o+4-..  +  d«,j+i 

(^jo  =  '^1  ftis  =  (^  +  f^  +  ('rs 

"lo  =  f^j  Cii  =  <^s  +  t^,  c^g  ==  (^  4-  d^ 

<=wi  "=  <^)  c»i  =  ^li  +  4w.  Cm  -=  djj  +  du  +  d^,  %  -=  (^ 

Cm  =  t^O«  «31  =  «^4  +  "^  «^  =  <^*  +  <*16  +  <^M.  c„  =  d^j  +  (?3o 

C«  =  '^  C„  ==  (^E  +  (^,  %  =  f^i  +  ^iti  (^  =-  d„ 

C»  =  '^-Cj,  =  (^g,  Cjj  — (^,  (^  — ,^, 

Die  Resultante  wird  also: 

«^  «^  «^  ^  ^  ^ 

«^   '^i  +  '^    «^B  +  ^H  (^1  +  «^  (^6+<<M    dl« 

<^    (^8  +  4«   t^3  +  '^l.  +  '^   <^*  +  <'l6  +  '^    «^  +  '^8   4, 
t^04   '^14  +  '^    '^  +  <*16  +  '^    'iw  +  '^  +  '^lfl   '^  +  '^    ^ 

^  ^&+^      ,    d,B+d,6  t^  +  d„  d„  +  t^  d„ 

11 


^f,t  =  - 
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153.  BesUUante  ows  eüwr  Function  f  tmd-dem  Froducte  eweier 
FuticHone»  tp  und  ^i,    Ea  sei 

f  =  a^ar  +  Oiaf™-'  +  . . .  +  o„ 
9>  -  &oa;i'  +  i,*"-!  +  . . .  +  6, 
ll'  =  «0^  +  c,a^~'  +....  +  Cj, 
wobei  die  Summe  p  -\-  q  der  Grade  von  q»  und  ip  den  Grad  m  Ton  f 
nicbi  übersteigen   soll.     Die  Resultante  zu  f  und  9  ■  ^  ist  dann  dar- 
gestellt du  roh 

Ä/,  ^ .  v  = 

C+v—if  ^  a;P+«-* ,  a^o^  a:™-^^  -  ^^  af  ~*y  ■  ^  . ..,  af  •  gti>\ 
+*■+«-! j  a-n+p+i-s_ ..,«",  a?"-^         ,  af"-* ,  «"         / 

Diese  Resultante  hat  die  Eigenschaft,  in  zwei  Factoren  sich  zu  spalten, 
nämlich  in  die  Resultanten  if/,^  und  Rf,yi.  Um  dies  zu  zeigen,  werden 
wir  ü/,^ .  1^  zuiüchst  so  transformiren,  dass  sich  unter  Anwendung  des 
Laplace'schen  Satzes  in  erster  Linie  die  Factorenzerfällung  ergiebt;  es 
erübrigt  dann  nur  noch  nachzuweisen,  dasa  die  erhaltenen  Factoren 
in  der  That  mit  üj-.^und  S/^y,  übereinstimmen. 

Die  Transformationen  erreichen  wir,  nachdem  wir  in  Rf,,f^  feine 
passende  Vertauschung  Ton  Zeilen  mit  Zeilen  voi^enommen  haben, 
durch  Multiplication  mit    A  = 

und  durch  Division  mit 

C+p— 1^  ,    af+f»— »^  ...a^ijjj   3?~ 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Determinante  A  den  Werth  Cg'', 
die  Determinante  B  den  Werth  c^+p  besitzt 

Vertauschen  wir  nun  in  ß/,^,»  die  Zeilen  so,  dass  die  m  letzten 
Zeilen  sich  direct  an  die  j)  ersten  Zeilen  anschliessen,  während  die  q 
dazwischen  liegenden  Zeilen  die  letzten  werden,  dann  ändert  sich 
Rf,^^  nach  Nr.  139  um  den  Factor  ( —  1)™*;  die  Reihenfolge  der 
Grössen  im  Zähler  von  R/,^^  stimmt  aber  alsdann  mit  der  Reihenfolge 
der  Grössen  im  Nenner  von  A  fiberein,  und  wir  erhalten  daher  durch 
Multiplication  mit  A 

c/-R^,^.^  = 

'     \^+p-\-i-^   af+i-^<i~^  ^ } 
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Diridiren  wir  diese  Determinante  mit  B^Cf,"'^'',  so  kommt: 


\B"+'-'^,  af"+''—*iii,.,3f^il>  ,  x"-'v  ■  ■  .^-^  ,  af-'  ...x" } 
154.  Bereekmmg  und  ZerfaRimg  von  R/,^.-^.    Führt  man  Mar  die 
Differentiation  nach  den  Grössen  im  Nenner  aus,  so  erhält  man  fol- 
gendes Resultat: 

-K/,v-*-=(— l^'^-Co^X 

«oOiOj «™     0       0 00     0..0 

0  o„o, flW_iO„      0 0    0      0..0 

0  Oflo a„_äa„_,a„ 0    0      0..0 


0  0  0..a„      «1 

6(,6,6,..6p  0  0  0 
O6o6,  ..6p_,  6p  0  0 
0  0  6o  .  .  .  .  ft^i  6p      0 

0  0 fio  . 

00  0 e„    e,,  e,,  , 

000 0       e„e,g, 

00 0      0^ 


•   ^n-i 


Om-lOmO  0. 

0     0  0. 

0   0  0. 

0    0  0. 


6p-.6,- 


6p  0      0..0 

e»me3^-l-i--es.m+j 


000  . 


■  ^«  ^»H-i 


•  ^g."'+I 


Die  Elemente  ejt  der  letzten  g  Zeilen  dieser  Determinante  sind  die 
Differentialquotienten  der  Grössen  «»"•  •  f,  x'~'  ■  f .  .  .  af  ■  f  nach 
a*-i  •  ii,  af—'-  ip  . .  ,a^*-  ^,  afi"^,  Slß~*  . ..  3?  und  man  erhält  die- 
selben, indem  man  wie  in  Nr.  149  die  Functionen  x'  ■  f  sich  dargestellt 
denkt  in  der  Form 

3?  ■  f  ^  i>  ■  g,ix)  +  Kix), 

wobei  g^ix)  vom  Grade  m  -\-  v  —  q  und  K(x)  vom  Grade  q  —  1  ist. 
Insbesondere  sind  die  ^  Elemente,  welche  von  den  letzten  q  Coionnen 
ansgeschnitten  werden,  die  Differentialquotienten  der  q  Beste  A.(x) 
nach  a^-',  as-» . .  .af. 

Zerfallt  man  di^er  nach  dem  Satze  Ton  Laplace  die  erhaltene 
Determinante  in  ihre  beiden  Factoren,  so  ist  der  erste,  wie  man  un- 
mittelbar erkennt,  die  Resultante 
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Der  zweite  Factor  aber  igt  —  vei^leicbe  Nr.  149  —  als  Fimctional- 
determinante  der  q  Reste  vom  Grade  q  —  1,  die  sich  bei  DiTision  von 
s?~''--f,  sfl~*-f . . . .,  ^  ■  f  mit  jp  ergeben,  nichts  anderes  als  die 
Resultante  von  f  and  i>  bis  anf  einen  Zafalenfactor.  Es  ist  nämlich 
nach  Nr.  148 

Die  Fonctionaldeterminante  rechts  Ist  gerade  der  zweite  Factor  der 
Determinante  (I),  so  dass  wir,  wenn  wir  in  (I)  fttr  die  Pactoren  ihre 
Werthe  ans  (11)  und  (III)  einsetzen,  erhalten: 

oder: 


0     c°i)- 


(- 


■^/.f  ■v  =  ^.^p■■ß/■■*■ 
166.  Bä^pid  1.    Ich  nehme  die  Resultante  der  Function 

/"—  %X^  +  O,«*  +  Ol*  +  Os 

und  des  Productes  ip--^,  wo 

*  =  «0*  +  c,  - 
Dieselbe  ist  zunächst  dargestellt  durch 

_(^f,   xf,   f,   x*ipi>,   Xfpil>,   fpii\ 

oder  Duell  den  geeigneten  Transformationen  dercli 

:    tv      if'f*'   f* '   *'''♦'   *'"'''   *'''*'' 

Wir  bezeichnen  die  Grossen  des  Zählers  mit  y,,  y,  ...  y^,  und  schreiben 
dieselben  in  der  Form: 


'.)■ 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


g  11.   EigenBchoften  der  Beaultaote  B/,if.  165 

»!— *  (*"««  +  «"»i  +  ^o.  +  o,) 

!,,-*(»•;., +  a;»i,  +  x'S,) 

y4=*(a^fco  +  ***!  +  ic*s) 

ST.— ♦(i'i.o  +  «»,  +S,) 

„,_*,  (3^Ä.+  j,  (a^  +  V».-faa,)°,)  ^  «■<>■-»■  c.'^,+t,'«i,».-.,X 

—  *  («"«11  +  »«1.  +  «ii)  +  «u  • 

Die  partiellen  Differentialquotienten   dieser   Bechs  GröBsea  nach  x^i>f 
a?ifi,  x'tf,  x^t,  xf^,  x"  liefern  daher  die  Determinante: 

Oo  a,  «s  «8  0  0 
0  «0  Ol  Og  o,  0 
J,  »,  i,  0  0  0 
0  6,  6,  i,  0  0 
0  0  J.  6,  6,  0 
0  0  e„  e,,  e,,  e„ 

«0  a,  0,  Oj  0 

0  o,  o,  o,  o, 

S,  !.,  6,  0  0 

0  6,  4,  i,  0 

0  0  \K  h 


Der  erat«  Factor  e,«  iat  aber  nichts  anderes  als  - 


B/.v.= 


«0  «1  ö»  «» 

(^  c,  0    0 

0  c„  Ci   0 

0  0  Co   cj 


-  «oc/  —  Co'^*«i  +  V«»'^  —  Co'ö»  • 


Wir  erhalten  daher  ia  der  That: 


■B/,9 .  V  = 


«.«.».  «J  " 

0    0,  o,  o,  0, 

6,  J,  4,  0  0 

0    6.    6,  4,  0 

0    0    4,   4,  4i 

Oo  fll  Oj  Os 

c,  c,  0  0 

0  c„  c,  0 

0  0  Co  c, 


=  ^/.f  ■  -'^/.^ 
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Beispiel  2.    Ist  insbeitmdere  9>  eine  Coustante  etwa  gleich   i.,  so 
erhalten  wir: 

Die  Resuttante  aus  einer  Fanction  m*~  Grades  und  einer  Constante  i 
ist  aber  dargestellt  dorch 


i  0  0 0 

0  i  0 0 

0  0  i 


I 


0  0 0  A  , 


Denn  gemäss  der  Definition  der  Resultante  in  Nr.  130  and  131  ist 
dieselbe  eine  Determinante,  welche  die  Coastanten  der  einen  Function 
in  so  vielen  Zeilen  enthält,  als  der  Grad  der  andern  Function  angiebt; 
in  unserem  Falle  mnss  sie  also  die  Coefficienten  von  f  in  Null  Zeilen, 
die  von  i  in  m  Zeilen  enthalten.    Demnach  ist 


§  12.    Fondamentalsata  der  Algebra. 

156.  TranscendetUer  Thal  des  Bctceises.  Gauss  hat  bekanntlich 
den  Satz  bewiesen:  „Ist 

f{x)  "  af  +  üiX'-*-  +  a^x"-*  -\ |-o"=-0 

eine  Gleichung  n*™  Grades  mit  durchweg  reellen  Coetficienten,  so  giebt 
es  immer  einen  reellen  oder  imaginären  Werth  «  =  Ij,  filr  welchen 
die  Gleichung  identisch  yerschwindet." 

Wir  folgen  hier  dem  dritten  Beweise,  den  Gauss  für  diesen  Satz 
erbracht  und  den  Gordän  wesentlich  auf  Eliminations-  also  Deter- 
minantenproeessereducirthat  (Vergl.  M.  A.  Bd.  X.  252.)  Man  weiss,  dass 
der  Beweis  nicht  durch  rein  algebraische  Betrachtungen  allein  geliefert 
werden  kann.  Wir  können  jedoch  den  Beweis  von  dem  Augenblicke 
an  im  Gebiete  der  Algebra  weiter  führen,  wo  wir  uns  überzeugt  haben, 
dass  jede  Gleichung  ungeraden  Grades  jedenfalls  einen  Werth  von  x 
besitzt,  für  welchen  sie  besteht  Um  aber  dies  zu  erkennen, 
brauchen  wir  nur  für  x  einen  Werth  |j  >  Hog  in  Z'  zu  substitoiren, 
wo  £ag  die  Summe  aller  absolut  genommenen  CoetBcienten  sein  möge, 
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dann  überragt  das  erste  Glied  (-Sa^)"  der  Gleichnng  alle  andern  an 
absolutem  Werthe.  Je  Dachdem  man  also  x  =  -\-  Sag  oder  x  ■>—  —  ZOg 
eintrat,  wird  das  Substitutionsresultat  positiv  oder  negativ.  Es  muss 
also  jedenfalls  zwischen  -|-  Sag  und  —  ZOg  ein  Werth  liegen,  welcher 
f{x)  verscbwiuden  macht,  und  den  wir  dadurch  ermitteln  können,  daes 
wir  diese  Grenzen  successive  immer  enger  und  enger  ziehen.  Hierin, 
also  in  der  Angabe  der  beiden  Grenzen  und  der  Möglichkeit  sie  zu 
verengern,  liegt  das  Charakteristische  fSr  die  Transcendenz  des  Beweises. 
Von  hier  ab  jedoch  können  wir  das  Gebiet  des  Transcendenten 
verlassen  tmd  nnter  der  Voraussetzung,  dass  jede  Gleichung  ungeraden 
Grades  mit  reellen  Coefßcienten  einen  linearen  Factor  besitzt,  in  rein 
algebraischer  Weise  zeigen: 

„Jede  Gleichung  besitzt  einen  linearen  Factor." 

157,  Gedatücengang  für  den  algebradschen  Theä  des  Beweises.  Unsere 
Anfgabe  ist,  die  Operationen  anzugeben,  wie  wir  zum  linearen  Factor 
gelangen.  Damit  ist  dann  auch  der  Beweis  geliefert,  daas  derselbe 
existirt.  Wir  bedienen  uns  dabei  eines  gewissen  Recursionsverfahrens, 
indem  wir  die  Gleichungen  ordnen  in  Bezug  auf  die  Schwierigkeit  sie 
aufzulösen.  Setzen  wir  dann  voraus,  dass  jede  leichter  auflösbare 
Gleichung  einen  linearen  Factor  besitzt,  so  können  wir  zeigen,  dass 
auch  jede  schwieriger  zu  lösende  Gleichung  einen  aolchen  haben  muss. 
Zu  dem  Zwecke  werden  wir  den  Beweis  erbringen,  dass  jede  Glei- 
chung f(x)  •=•  0  sich  immer  in  zwei  Factoren  spalten  lässt,  deren 
mindestens  einer  gleich  null  gesetzt,  leichter  lösbar  ist,  als  die  Glei- 
chung fQc)  =>  0  selbst,  ausgenommen  in  einem  einzigen  Falle,  den 
wir  besonders  behandeln  werden. 

158.  ClassificaMon  der  GMchaitgen  nach  dem  Grade  ihrer  Auf- 
lö^xa^Iceä.     Wir  können  jede  ganze  Zahl  n  in  der  Form  schreiben: 


wo  V  eine  ungerade  Zahl,  und  (t  alle  Werthe  von  0  bis  oo  annehmen 
kann.  Ffir  (1  =  0  erhalten  wir  alle  ungeraden  Zahlen.  Alle  Glei- 
chungen, deren  Grad 

ist)   Bi°<l   nach  Nr.   156   als   leichter    auflösbar   zu  erachten,   als   alle 
Qbrigen  und  zwar  um  so  leichter,  je  kleiner  die  ungerade  Zahl  v  ist. 
An  diese  schliessen  sich  alle  Gleichungen  an  vom  Grade 


sodann  jene  vom  Grade 
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bis  endlich  allgemeiii  die  Gleichnngen  folgen  vom  Grade 

«  —  2*-  ■  V . 
Es   ist  also  in  diesem   Sinne  beispielsweise  eine  Gleichung  vierten 
Grades  als  schwerer  auflösbar  zu  betrachten  als  eine  Gleichung  sechsten 
Grades,   aber  leichter  als  eine  Gleichung  zwölften  Grades. 

Wir  nehmen  dann  an:  Jede  leichter  auflösbare  Gleichung,  also 
jede  Gleichung,  deren  Grad 

«  —  2*    V      oder     n  ■=  S»"  ■  w 
ist,  wo  g<i(i,  und  v  <.v,  besitze  einen  linearen  Factor.    Dann  laast  sich 
zeigen,  dass  auch  f=0  vom  Grade 

«  —  2"  •  V 
einen  solchen  besitzt     Setzen  wir  nämlich  einstweilen  voraus,  f^O 
besitze  überhaupt  einen   reellen   oder   imaginären  Factor,   so   können 
wir  unschwer  nachweisen,  dass  derselbe  gleich  null  gesetzt  eine  leichter 
auflösbare  Gleichung  repräsentirt  als  f{x)  •=■  0. 

159.  Voravssetmng :  f{x)  ■=  0  besitee  einen  redien  Factor.  Gesetzt, 
es  sei  bereits  gezeigt,  dasa  f='0  überhaupt  einen  Factor  ip{x)  vom 
Grade  n,  besitze  mit  reellen  Coefficienten,  dann  ist: 

/■=?'(*)  •«f'W» 
wobei  M,  =  2'"'  •  v, 

also  n  =  «,  +  Mj  -=  2''  -  »  ™  2^>  -  V,  +  2''>  ■  vj , 

Ist  hier  ftj  ^  fi,  dann  ist  ^  leichter  auflösbar  als  f,  da  im  un- 
günstigsten Falle  dann  v,  <v  sein  muss;  es  besitzt  sonach  f)  einen 
linearen  Factor  und  folglich  auch  f.  Ist  aber  jt,  >  f»,  also  etwa  jt,  ■=  fi  +  p, 
dann  ist 

»  =  2"  ■  V  =  2''  +  "  •  Vi  -f  2^^  ■  vj , 
oder  2'"-  Vj  =  2''(v  —  2p  -  vj . 

Nun  ist  v  —  2p  •  V,  jedenfalls  ungerade,  da  v  ungerade  ist  und  nach 
Voraussetzung  g  nicht  null  sein  kann,  also  ist: 

und  vg  =  V  —  2e  ■  Vi 

oder  V,  <  » , 

folglich  ist  in  diesem  Falle  der  Factor  i/(x)  eine  Gleichung,  die  leichter 

zu  lösen  ist  als  f{x),  und  f(x)  =  0  hat  somit  einen   linearen  Factor, 

da  ihn  nach  Voraussetzung  ip{x)  besitzt. 
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Wir  haben  somit  das  Resultat:    Sobald  f{x)  =  0  einen  reellen 
Factor  tf>{x)  besitzt,  besitzt  es  aacfa  einen  linearen  Factor. 

160,     Vorousaetaung:   f{x)  =  0    besitK   emen   maginären    Factor. 
Nehmen  wir  an,  f(x)  =  0  habe  den  Factor 

ip{x)  —  p(x)  +  »  .  5(a)  —  j>  +  iq, 
dann  muss  es  nothwendig,  da  nvtr  reelle  Coefficienten  in  /  <>=  0  auf- 
treten sollen,  auch  den  Factor 

X(x)  =  p(x)  —  iq{x)  —p~iq 
besitzen.  Haben  dann  ^{x)  nnd  %(">)  einen  Theiler  gemein,  so  kann 
dies  nur  davon  herrflhren,  dass  p(x)  nnd  q(x)  denselben  als  gemein- 
schafllichen  Theiler  haben,  der  in  Folge  dessen  reell  sein  muss.  Daraus 
folgt  aber,  dass  dann  anch  f{x)  diesen  reellen  Factor  besitzt,  und  so- 
mit auch  einen  linearen  Factor. 

Haben  aber  tp(x)  ond  x(x)  keinen  gemeinsamen  Theiler,  so  kann 
mau  nach  Nr.  128  (n)  zwei  Functionen  A{x)  und  S(x)  so  finden,  dass 

(1)     a(x)  ■  9  W  +  SV)'«Ö  -l-A.(j,  +  iq)  +  B.(f~iq) 
ist.     Ausserdem  ist  f  darstellbar  in  den  Formen: 

(  f-  [J-W  +  ijWliW  -[P  +  •■«]  ■  i 

^'  I  f-  lp{')  -  ig(»))ifC*)-  IP  -  •■«1  ■  »■ 

Mnltipliciren  wir  Gleichung  (1)  mit  f{x),  so  erhalten  wir 

f(x)-A-f(p  +  iq)  +  B-r.(p-iq) 
oder  wegen  der  Relationen  (2) 

f{x)  =  A.M-i^-\-^  +  B-L.ip'  +  q'} 
oder  f(x)  —  (p*  +  ^)  (A- M  +  B  ■  L). 

Nun  ist  aber  p*  -\-  e^  reell,  und  so  lange  der  Grad  von  j>*  +  g*  <  n, 
also  der  von  9>  <  -„  ist,  besitzt  folglich  f  auch  in  diesem  Falle  einen 
reellen  Factor.  Wäre  ip{x)  vom  Grade  p  >  -^  gewesen,  so  hatten  wir 
die  eben  gemachten  SchlOsBe  in  Bezug  auf  den  andern  Factor  i>(x) 
ziehen  können,  so  dass  also  nach  Nr.  159  in  jedem  der  beiden  Fälle 
f(x)  einen  linearen  Factor  besitzt.  Der  Fall,  wo  der  Grad  von 
^(x)  •=p(x)  +  iq(x)  gleich  y  ist,  also  JJ*  +  3*  den  nämlichen  Grad 
in  X  hat,  wie  f{x)  selbst,  bedarf  einer  speciellen  Untersuchung.  Wir 
sind  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 
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„Besitzt  f{x)  •»  0  überhaupt  einen  reellen  Factor,  oder  einen 

imaginären  Factor  vom  Grade  «,  <  y ,  so  besitzt  f(x)  «=  0 

auch  immer  einen  linearen  Factor." 

Es  bleibt  also  noch  zu  beweisen:  1)  dasa  jede  Gleichung  f(x)  ^  0 

irgend  einen  Factor  (p(x)  besitzen  muss;  2)  dass,  wenn  dieser  Factor 

von  der  Form  p{z)  -f-  »sC«)  isk  und  vom  Grade  -j,  die  Annahme,  j)(a;) 

mid  q(x)  hätten   dann  keinen  gemeinschaftlichen  Factor,   entweder  zu 

einem  Widerspruche  ßlhrt,    oder   wenn   nicht,   dass   dann   ein  reeller 

Factor  a  priori  vorhanden  ist. 

161.  Seu>ei3,  dass  jede  Gleichung  in  Faetoren  gespalten  tDerden  hann. 
Um  zu  zeigen,  dass  jede  Gleichung  f{x)  >^  0  einen  Factor  besitzen 
muss,  bilden  wir  die  beiden  Functionen: 

^-^  =  F{x) 

Die  Resultante  der  beiden  Functionen  in  Bezug  auf  x  sei  B,r,t>-  Multi- 
pliciren  wir  die  zweite  Gleichung  mit  «  und  addiren  sie  zur  ersten, 
so  kommt: 

und  nach  dem  Satze 

B,,,-E,+  >„  (,gl.  Nr.  145) 

stimmt  die  Resultante  Ry^ti,  der  beiden  Functionen  (I)  Uberein  mit  der 
Resultante  Ji/(i+„),*|.)  =  P(u)  der  beiden  FuDctionen 

U{!C  +  u)     und 

(n)  A^  +  ")-A»-")  _  ^f^^ 

l        ■  2«  ^  '' 

Diese  Resultante  fly,*  —  P(„)  der  beiden  letzten  Functionen  kann, 
gleich  null  gesetzt,  als  Gleichui^  für  «  aufgefasst  werden  und  es 
ite^  sich  jetzt,  ist  sie  als  solche  leichter  lösbar  als  f  oder  nicht. 
Im  ersten  Falle  hat  alsdann  nach  Voraussetzung  P(„)  "=  0  einen  lineareu 
Factor,  d.  h.  man  kann  einen  Werth  u  berechuen,  so  dass  B/,^  ver- 
schwindet. Trägt  man  diesen  speciellen  Werth  von  «,  den  wir  mit 
V  bezeichnen  wollen,  in  die  beiden  Functionen  (II)  ein,  so  besitzen 
dieselben  einen  gemeinschaftlichen  Factor,  da  B/,^  verschwindet,  folg- 
lich besitzt  fix  +  m)  seibat  einen  Factor,  also  auch  fix).  Dies  gilt 
auch,   wenn    zufälliger  Weise  e  =  0  ist.     Nun  ist  aber   iu  der  That 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


S  1%.    FundamentaUatK  der  Algebra.  17L 

B/,y  ■=»  P{h)  =  0  eine  leichter  lösbare  Gleichui^  als  f(x)  =>  0.  Denn 
denken  wir  uns  f(x  -f-  ^)  n&cli  x  und  u  geordnet,  so  ist 
/•(a;  +  «)  -  af  +  p,a^-"  +p,a?-»  +  ■  ■  •  jj,, 
wo  p, ,  ft  . , ,  j),  FnnctioDen  von  «  vom  bezw.  1*™,  2*" , . . .  n*™  Grade 
sind.  Ebenso  wird  0,  in  welcher  sich  wegen  der  Subtraction 
f(x  +  h)  —  f{x  —  m)  einmal  die  höchste  Potenz  von  x  weghebt,  und 
andemtheils  wegen  des  Divisors  u  auch  der  Grad  in  it  am  1  sich  er- 
niedrigt, von  der  Form  sein: 

*  -=  «""'  +  «1«'"'  +  3ja!"->  H },_,, 

wo  jj ,  jj  . .  .  j«  _  I  Functionen  von  «  bezw.  l*",  2*™, . . .  {»  —  1  )'^  Grades 
sind.    Die  Resultante  i!^,^  in  u  ist  somit  (vgl.  Nr.  142)  vom  Grade 

n(»  -  !)■ 
Nun  enthalten  aber  andemtheils  die  beiden  Functionen  (I)  die  Grosse  u 
nur  in  geraden  Potenzen,  wovon  man  sich  unmittelbar  Qberzeugt,  wenn 
man  die  einzelnen  Binome  (x  +  u)«  entwickelt  und  die  Addition  bezw. 
Subtraction  ansfShrt.  Es  kann  also  auch  die  Resultante  derselben, 
die  mit  der  Resultante  der  beiden  Functionen  (II)  fibereinstimmt,  nur 
eine  Function  von  v,*  sein,  und  folglich  lässt  sich  durch  die  Substitu- 
tion tt'  —•  w  ihr  Grad  erniedrigen  auf r — -  ■    Da  nun  n  «=■  2"  ■  v  ist, 

so  ist 


"(«  -  1)  , 


-v-l) 


oder,  weil  der  Factor  2''  -v  —  1  ungerade  ist,  solange  f»  >  0,  was  immer 
vorausgesetzt  werden  kann, 

w(n  -  1)  _  o„_i   - 
j ^f      -v. 

Der  Grad  der  Resultante  besitzt  also  ein  kleineres  ft  als  der  Grad 
von  /';  folglich  hat  die  Resultante  eine  Wurzel,  die  wir  mit  v  =  yw 
bezeichnen  k&unen,  da  P^u)  in  h  quadratisch  ist  Wird  dieser  Werth 
w  =  p  in  f-^fix  +  «)   und  qo  =  -    ■         ö  —      eingetragen,  so 

verschwindet  ü/, ,, ,  d.  h.  f(x  +  v)  und  ip  haben  einen  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  und  sonach  auch  f{x)  allein  einen  Factor,  Ist  v  reell,  so 
ist  auch  dieser  Factor  reell.  Ist  dagegen  v  complex  oder  rein  imaginär, 
so  wird  der  Factor  von  /'  im  Allgemeinen  gleichfalls  imi^ii^  sein. 

162.  Der  Ausnahmefall.  Es  bleibt  also  noch  der  Fall  zu  be- 
handeln, in  welchem  dieser  Factor  von  f{x)  complex  und  vom  Grade  -^ 
ist,  nämlich 
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9C«)— i>(a:)  +  »9'(«) 
und  p(x)  und  q(x)  keinen  gemeinBchaftlicIien  Tbeiler  haben. 

Nehmen  wir   nämlich   an,    ip{x)   sei    vom   Grade  -r-i  ^^'  anlere 
conjugirt  compleze  Factor  ist  alsdann 

i>(x)  ^p{x)  —  iQ(x)    mid  "i 

(1)  «I) -»(»)  •♦(«)- j^  +  }' 

sei  die  einzig  mögliche  Zerlegung  von  f[x).  Hat  aber  f{x)  den  Factor 
<pix),  so  besitzt  f(x  -f-  v)  den  Factor  91(3:  +  v)  und  f(x  +  v)  ist  von 
der  Form: 

(2)  ««  +  .)- ,(«  +  ,).  *(«  +  .). 
Ebenso  ist  aber  auch 

(3)  ftx-.)-K« -»)■*(»-»). 

Nun  soll  nach  Voraussetzung  f(x  +  r)  in  keiner  anderen  Weise  zer- 
legbar sein,  als  in  der  anter  (1)  angedeuteten,  und  da  Qberdies 

f^x  +  c)  -  gx  -  V) 

mit  f{x  -\-  v)  einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzt,  so  besitzt 
diesen  ausser 

/■{a:  +  r)  =  9.Ca:  +  r).*(a:  +  «), 
auch  f{x  —  w)  —  ip(x  —  v)  ■  i!(x  —  ») . 

Dies  ist  nur  möglich,  wenn  entweder 

1)  ^(x  +  «)-=■  9(3:  —  v)    oder 

2)  ^(a:  +  «)-=^(a:  — v)    oder 

3)  y(a;  +  w)  —  *(*  —  «)    oder 

4)  *(a:  +  ^)==  ,.(:=-.>). 

Man  kann  zunächst  zeigen,  dass  die  beiden  ersten  Annahmen  auf 
Widersprüche  fahren. 

Denn  im  ersten  Falle  mtlsste 

9(3;  —  «)  —  ip(x  +  v) 
identisch  null  sein.     Das  ist  nur  möglich,   wenn  die  Coefficient«n  der 
Potenzen  von  x  einzeln  verschwinden.    Dieser  Ausdruck  ist  aber  vom 

Grade  —  —  1  in  x  und   das  Glied   mit  der  Potenz  x        rOhrt   einzig 

und  allein  von  der  Differenz  (a:  —  v)*  —  (x-\-v)*  her,  hat  also  den 
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GoefGcienten  —  n  .  v.  Da  v  nicht  null  ist,  so  ist  diese  Identität  nnmög- 
lich.  Dieselbe  Schiassweise  lehrt,  dass  auch  der  zweite  Fall  nicht 
eintreten  kann. 

Was  die  dritte  Annahme  betrifft 

so  setzen  wir  znrtächst  voraus,  dass  v  eine  complexe  Grosse  sein 
m&ge,  dass  also  die  Identität  bestehe 

(I)  ip{x  +  a-\-  iß)  =  i,{x-a-  iß) 

oder  ausfahrlicher 

p(x  +  a  +  iß)  +  iq{x  -{-a-\-iß)  —  p{x~«-  iß)  —  iq{x  —  a- iß) . 

Vertauscht  man  hier  t  mit  —  i,  so  erhält  man 

p(^x-\-a~iß)  -  iq{x  -{-  a  -iß)^p{x  -«  +  iß)  -\-  iq(x  -a-\-  iß) 

oder 

Ersetzt  man  in  (1)  x  durch  x  —  2a,  so  erhält  man: 

(III)  9(ic  —  a  +  iß)  -=  i>{x  -  3«  -  t^; 

also  durch  Comparation  von  (II)  mit  (TS) 

i>(x-^iß-^  a)  —  i;(x  —  iß  —  3tt) . 

Da  diese  Identität  für  jeden  Werth  von  x  bestehen  soll,  so  mfiasen 
die  Coef^cienten  der  Potenzen  7on  x  einzeln  verschwinden.  Es  mnss 
also  insbesondere  der  CoefGcient  der  höchsten  in  der  Identität  noch 

auftretenden  Potenz  X '  "=0  sein.  Derselbe  rührt  einzig  und  allein 
von  der  Differenz  her: 

ist  also: 

Daraus  folgt:  a  muss  selbst  verschwinden,  d.  h.  v  kann  keine  com- 
plexe Grösse  sein.    Ist  aber  v  rein  im^iiwr,  also 

v  —  iß, 
BO  geht  unsere  Voraussetzung  (3)  über  in 

ipix  +  iß)  =-  ipix  —  iß) 
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oder:      p{x  +  iß)  +  iq(,x  +  iß)  =p{x  -  iß)  -  iq(x  -  iß). 
Hat  also  die  linke  Seite  die  Form 

A  +  iB, 
so  masB  die  rechte  Seite,  da  sie  durch  Yertauschung  von  i  mit  —  i 
aus  der  linken  hervorgeht,  dargestellt  sein  durch 

A^iB. 
Da  aber  beide  Ausdrücke  einander  gleich  sein  sollen,  so  muss 

B~0 
sein.    Dann  hat  aber  <p{x  -f-  iß)  nur  reelle  Coefficienten,  also  f(x  +  v) 
einen  reellen  Factor  A{x)  und  somit  auch  einen  linearen.    Dieselben 
Resultate  ergeben  sich  auf  gleichem  Wege  bei  Discussion  der  vierten 
Annahme. 

Wir  kommen  zum  Schlüsse:  Ist  der  im^iiüire  Factor  <p=^p(x) 
+  iq{x)  von  f  vom  Grade  ^j  so  besitzt,  wenn  p(x)  und  q(x)  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  f{x  +  v)  einen  reellen  Factor,  also 
auch  einen  linearen  und  demnach  auch  f{x)  einen  linearen. 

Es  ist  somit  der  Beweis  geliefert,  dass  f(x)  ■=  0  in  jedem  Falle 
einen  linearen  Factor  haben  mnss.  Wir  erhalten  denselben,  indem 
wir  die  in  Nr.  161  geschilderten  Operationen  so  lange  anwenden,  bis 
wir  schliesslich  auf  eine  Resultante  kommen,  für  welche  ^  ^  0,  die 
also  von  ungeradem  Grade  ist. 

Atimerhung.  Aus  der  Tbatsache,  dass  jede  Gleichung  n*™  Grades 
mindestens  eine  Wurzel  hat,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  sie  n 
Wurzeln  besitzt.  Denn  dividirt  man  die  Gleichung  mit  dem  einen 
linearen  Factor,  so  erhält  man  eine  Function  (n  —  l)*™  Grades  als 
Qaotient,  welche  gleich  null  gesetzt,  ebenso  wie  die  ursprOngliche 
Gleichung,  eine  Wurzel  besitzen  muss. 


§  13.    Zusammenluiig  der  Besultante  mit  den  WnrEeln  der 
aieiolinngen. 

163.    Berechnung   der  gemeinsamen    Wureeln   etveier  Gleichungen. 
Sind 

f(x)  =  3r  -\-  a,3f-'  +  o.a;'"-'  -\ ]-  a„  =  0 

9(a:)  =a:-  + J,  ar--'  +  6ga?'-*  -\ (-fr,  =-0 

zwei  Gleichungen  vom  i»*"  und  n*™  Grade,  die  beide  för  den  gemein- 
schaftlichen Werth  Jc  ™  «  befriedigt  werden,  so  kann  man  sich  den 
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Werth  dieeet  gemeinschaftlichen  Wurzel  in  folgender  Weise  ver- 
BchafCen.     Man  bildet  sich  die  m  ~\- n  —  2  Gleichungen: 

I  «VW  =  0,        af{a)  -  0,  . . .  «--VW'-O 
^^^  \  aXa)  =  0,        ag,(a)  =  0.  -  ■  ■  a'^-^<p{a)  =  0. 

Sie  enthalten  linear  und  homogen  die  m  -f-  *>  —  1  Unbekannten 

«",     a*,     a*  .  .  .  a"'+"~* 
und  man  kann  daher  ihre  Werthe  nach  Nr.  102  in  eindeutiger  Weise 
bestimmen. 

Ist  speciell  m  =  n,  so  kann  man  statt  des  Gleichnngssystemes  (I) 
n  ^  1  Gleichungen  des  Systemes 
(11)  p!  -  dta—^  +  Ci.a— »  +  .  ■  -  c.«»  =.  0 

benntzen.  Dieselben  sind  (Tcrgl.  Nr.  148)  die  GoefScienten  von  y*~' 
in  der  Entwicklung  der  Function: 

^  {«=«)  v(v)  -  »WfWI  -^fir-' 

und  verschwinden  offenbar  für  x  =  a,  wenn  gleichzeitig  sowohl  f{a) 
als  9(a)  verschwinden. 

Das  System  (11)  ist  wieder  linear  and  homogen  in  den  »  Unbe- 
kannten 

a",     «',     o»  .  .  .  «■-». 

Wenn  die  beiden  Functionen  f  und  <p  mehr  als  einen  linearen  Factor 
gemeinschaftlich  haben,  so  ist  es  natQrlich  nicht  möglich,  dieselben 
auf  diesem  Wege  zu  bestimmen,  wie  schon  daraus  erhellt,  dass  sowohl 
Gleichungssystem  (I)  als  (II)  Systeme  von  homogenen  und  linearen 
Gleichungen  sind,  die  als  solche  nur  eine  einzige  Lösung  zulassen. 

164.     Die  DifferenHalquoaenten  der  BmUiante.     Wir   hatten   in 
Nr.  131  als  Ausdruck  för  die  ßesnltante  B/^^  erhalten: 

Differenziren  vrir  diese  Gleichung  nach  einem  CoeFGcienten  von  /'oder  ip, 
also  etwa  nach  a,,  so  erhalten  wir: 

Ist  nun  a  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  Gleichungen  f 
und  tp,  so  geht  daraus,  wegen  f{a)  ^  0,  ^(a)  =  0,  die  Relation  hervor, 
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Ds  tDOD  ebenso  erhält: 


"-"/.y  _ 


A(a)  ■  a»- 


P«=c"- 


80  ei^ebt  sich  sub  dieaea  beiden  Belationen  die  Proportion 

Man  erkennt  also,  dass  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Resul- 
tante nach  den  CoefGcienten  von  f  oder  tp  der  Reihe  nach  proportional 
aind  den  verschiedenen  Potenzen  der  gemeinschaftlicheD  Worzel  «. 
Man  kann  aus  dieser  Eigenschaft  unter  anderm  auch  eine  Reihe  von 
partiellen  Differentiaigleichmigen  ableiten,  welche  charakteristische 
Gleichungen  sind  für  die  Resultante. 

16!).  Ztisammenhang  sunstJien  den  Coefßdenten  und  Wureeln  einer 
GleiduO^.  Die  Thatsache,  dass  jede  Gleichung  n""  Grades  n  Wurzeln 
a,  a^  . . .  u^  besitzt,  sich  also  in  ein  Product  von  n  linearen  Factoren 
zerfallen  läset,  lehrt,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung  in  einem 
innern  Zusammenhange  mit  den  Wurzeln  derselben  stehen.  Man  findet 
diese  Beziehungen  in  der  That  direct,  wenn  man  in  den  beiden  Dar 
Stellungen  der  Gleichung  /: 

f-  («  -  «.)  (a  -  «,)  ■  ■  ■  (a;  -  <.,)  =  0 
/■=■  iE"  +  aiO^-^  +  OfX^—'  ■  ■  •  +  «n-iic  +  «>  =  0 
die  Coefficieiiten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  vergleicht 

Man  erhält  so  in  bekannter  Weise  die  Gr&ssen  Oi  ausgedrückt  in 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln 

«,  0,  Oj  .  .  .  a, . 
Dm  diese  symmetrischen  Functionen  zu  ermitteln,  kann  man  auch  in 
folgender  Weise  vorgehen. 

Man  bildet  die  »  Gleicbtmgen; 
«",)  -  0,        «o,)  -  0,        /•(.,)-  0  ..  .  /•(«.)  _  0, 
die  linear  sind  in  den  n  Coefßcienten  o, ,  o, . . .  a^ ,  und  also  zu  deren 
Berechntmg  gerade  ausreichen,  wenn  alle  Wurzeln  verschieden  sind. 

Die  Matrix  dieses  Systems  von  Gleichungen  fOr  Og,  »i . . .  o,  ist 
dargestellt  durch: 


(^) 
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Bezeichnen  wir  wie  früher  (vergl.  Nr,  112)  die  mit  wechselndem  Vor- 
zeichen genommenen  n  -{-  1  DeterminaDten  derselben,  welche  durch 
Unterdrückung  der  bezw.  1"",  2*™  . . .  (m  -|-  1)""  Colonne  entstehen,  mit 

Po,    Pi,    Pt-  ■  -P«. 
so  erhalten  wir: 


Nun  ist  die  Determinante  ^g  dargestellt  durch: 


o,"     ,     «,"         .     .     . 

Diese  Determinante  ist  aber  (vergl.  Beispiel  3  und  3  in  Nr.  40)  nichts 
anderes  als  das  Differenzeuprodact 

^o  =  (a,  -«,)(«,-«,)...  (k,  —  «,) 
(«j  -«()...(«,  —  «,) 

und  man  erkennt  ebenso  aus  dem  angefahrten  Beispiele,  dass  alle 
Determinanten  der  Matrix  (A)  durch  dieses  Differenzenproduct  theilbar 
sind,  so  daSB  wir  also  auf  diese  Weise  die  Coefficienten  Oi  in  der  That 
.ausgedrückt  erhalten  durch  ganze  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln. 
166.    Beispiel.    £a  sei 

f{x)  =  a;*  +  «i*"  +  Oj«'  +  OjiT  +«4  =  0 
und  a, ,     sc, ,     Cj ,     a« 

seien  die  Wurzeln  dieser  Gleichm^.    Es  ist  dann: 

/■(a,)  =  «,*  +  a^tti'  +  a,«,*  +  o^a,  +  «^  —  0 
/"{«»)  =  ß«*  +  Oi«j'  +  a»«»*  +  o»«!  +  a«  =  0 
fM  =  V  +  ai«»'  +  Oi«s*  +  08«3  +  öi  —  0 

A«*)  —  «**  +  Ol«**  +  «»«4*  +  Oj«4  +  o«  =  0. 

Die  Matrix  dieses  Systems  ist: 


u) 


«i' 


QoKDAir,  DfitATmlaanti 
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Die  Determinante 


Po  = 


liat  den  Werth: 

Po  =  «  —  «3)  C«.  —  «»)  («1  -  «4)  («^  -  «3)  («s  —  ß«)  («j  -«0  =  4«. 
Ebenso  findet  man: 

f»i  =  +  «1  (^  «9  «4  ■  ^<r 

Ä  ^  —  ("l'^lßs  +  ''lßi«4  +  ßi«s"*  +  «»"8*4)  ■  '^o 

A  =  +  («1«»  +  «.«s  +  «1«*  +  «itts  +  o»«!  +  «8«0  ■  ^« 

J»!  =  —  («1  +  a»  +  ßs  +  «4)  •  ^«  • 
Folglich  erbalten  wir  als  Relationen  zwischen  den  Ck>efficienten  und 
den  Wurzeln  von  fx 


«1 2«' 

<h f-  _2"'  ** 


»<*<(". 


ÖS  =  -  ^"'  "*  "f 

«4  =  +  ßl  «S  ßj  «4 

167.  i>(e  'Potemsvm/men  der  War^ei«.  Von  den  weiteren  ver- 
schiedenartigen Beziehungen,  welche  zwischen  den  Coeflicieuten  oi  nnd 
Wurzeln  «,-  einer  Gleichung  bestehen,  mögen  hier  nur  noch  die  Bela- 
tionen  zwischen  den  Ckiefficienten  and-  den  Summen 

Se  =  «,*+  «jf  +  Bgf  -I «,? 

der  Potenzen  aller  Wurzeln  einer  Gleichung  erwähnt  sein.    Bildet  man 
nämlich  die  erste  Ableitung  von  f{x)  einmal  in  der  Form: 

f\x)  =  »«"-i  +  C«  -  l)o,a^-*  +  ("  -  2)a,a:»-»  +  ■  •  ■  o._i, 
dann  aber  auch  in  der  Form 


n^)=^ 


:  +  i 


und  vergleicht  in  den  beiden  Ansdr&cken  die  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x,  so  erhält  man  die  unter  dem  Namen  „Newtou'sche 
Identitäten"  bekannten  Formeln: 
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/  Sj  +  1  ■  O,  =  0 

(I)  s,  +  a,  s,  +  0,  s,  +  3  ■  0,  ==  0 


U,_.  +  «t  Ä,_,  +  a«  3._,  H (b  —  1)  fl,-,  =  0. 

Hiebei  ist  unter  s, ,   5, ,   ^  . . .  s,  _  i  die  Summe  aller  ersten,   zweiten, 
dritten, , . .  (»  —  1)"*"  Potenzen  aller  Wurzeln  zu  Tersteben. 

Zu  diesen  Formeln  (I)  erhält  man  noch  eine  zweite  Reihe  Formeln 
ftlr  die  höheren  Potenzeummen  auf  folgende  Weise.  Man  multiplicirt 
/■(»)  —  0  mit  af",  80  kommt: 

«""*""  +  aiiB»+'"-*  +  Oja:"+"'-»  ~\ a„3r  =  0. 

Da   diese   Gleichung    immer  noch  für  jede  der  n  Wurzeln  ai  ver- 
schwindet, so  erhält  man  hieraus: 

«(■+"•  +  o,o<"+"— >  +  ajOi-H-""-»  H a,ar  =  0. 

Setzt  mau  t  =  1,  2,  3  . . .  n  und  addirt  alle  n  Relationen,  so  kommt: 

Sn+m  +  atSn+m-l  +  OgS,  +  „_s  -| a,S,„  =-  0. 

Für  m  =>  0,  1,  2  . . .  entstehen  daraas,  da  s^  =>  n,  die  Relationen: 

+  a,s,_,  +ajS,_»H nö,  =  0 

&,+i  +  a,5,       +  0,5,-1  H o,s,  -=0 

a,+s+  aiS,-i-i  +  a^Sn       -\ o»Sj  =  0 


(n) 


f™+  OlS.+n.-l  .  .  .  -|-  a^s„^  0. 
Von  diesen  Formeln  (I)  und  (II)  werden  wir  alsbald  Gebrauch  machen 
Sie  sind  linear  in  s  und  in  a  und  man  kann  daher  nach  den  in  §  8 
gegebenen  Methoden  in  eiofacher  Weise  sowohl  die  Werthe  tob  s^  in 
Function  der  Coeföcienten  Oj  als  auch  die  Werthe  von  Cj  in  Function 
der  Potenzsummen  Sf  darstellen. 

168.    IHe  Resultante  als  JProduct  der  Wureeldifferengen.    Es  seien 

f{x)-=0        und        ip{x)  =  0 
zwei  Gleichungen  »»*",  bezw.  n**"  Grades,  deren  erste  die  Wurzeln 

«, ,     Og,     a^  .  .  .  a„ 
and  deren  zweite  die  Wurzeln 

A,   C.   ß.-.-ß. 

besitze.    Wir  können  uns  alsdann  die  Frage  vorlegen,  unter  welcher 
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Bedingung  die  beiden  GleichuDgeu  eiue  gemeiuechaftliche  Wurzel  be- 
sitzen, Nim  ist  nach  dem  Ganes'achen  Satze  die  Gleichung  f{x)  =  0 
darstellbar  in  der  Form 

(1)  «»)-(:t-«,)(l-«,)(^-»,)  .  .  .  C«-<..)_0 
und  ebenso 

(2)  9(1) -(»:-«(» -«(«-/>,)  .  .  .  {x-ß.)-Ü. 
Substituiren  wir  in  die  erste  Gleichung  der  Reibe  nach  die  Wurzeln  ß^ 
der  zweiten,  so  erhalten  wir  die  Substitutionsresultate 

m,)  -iß,-  «.)  iß,  ~  «*)  {ß,  ~0.-.(ß,-  «m), 

e  =  1,  2,  3  .  .  .  n. 
Ist  irgend   eine  Wurzel   j)^  gleich  einer  Wurzel  at,   so  Tcrscbwindet 
f(ßg),  und  umgekehrt  ist  die  notbwendige  und  hinreichende  Bedingung, 
dass  eine  Wurzel  ß^,  gleich  einer  Wurzel  ot*  sei,  das  Verschwinden  des 
Froductee: 

(3)  m)-m)-f<p,)---f(ß.)- 

Ganz  ebenso  drttckt 

(4)  v(«,)  .  <p(a,)  ■  ,)(«,)  .  .  .  ,)(«„)  =  0 

aus,  dass  f  und  y  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besiteem.  Bezeichnen 
wir  das  letzte  Poduct  (4)  mit 

P  =  («.  -A)(«.  -ft)(«.  -ft)  -.-(«.  -Wx 

(a,  -  ß,)  (a,  -  ft) («,  -  ß^)  X 


X  («».  -  ßl)  («^  -  A)  {«-n  -  A)  -..(«.  -  ^.). 
welches  sonach  m  ■  n  lineare  Factoren  besitzt,  so  ist  das  vorhergehende 
Product  (3)  nichts  anderes  als  ( —  l)"'"r7  (vergleiche  auch  Nr.  139). 
Nun  hatten  wir  aber  bereits  früher  (vergl.  Nr.  131}  eine  in  den 
Coefficienten  von  f  und  tp  rationale  und  ganze  Function  B/,^  auf- 
gestellt, deren  Verschwinden  gleichfalls  das  Vorhandensein  eines  ge- 
meinschaftlichen linearen  Factors  ankündigte.  Unsere  Aufgabe  ist 
daher,  den  Zusammenhang  zwischen  ü  und  R/,if  zu  ermitteln.  Es 
wird  eich  ze^en,  dass  direct  die  Beziehui^  besteht: 

U-B,„. 
Wir  geben  im  Folgenden  drei  Beweise  fQr  diese  Behauptung. 

169.  Erster  Beweis.    Derselbe  stützt  sich  auf  den  in  Nr.  154  auf- 
gestellten Lehrsatz: 

"A  V  ■  V*  ^^  -"A  f  '     A  V  ■ 
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Es  ist  nämlich,  wegen  tp(x)  —  (x—ßj)(x  —  ßf)...(x  —  tU}, 

Nun  ist  aber  allgemein; 


B/.^-ß  — 


1  a,  ^  ^  • 
l  -ß  0  0. 
0       1  — /!    0    . 

0 
0 


.  .  0 

..  ö 


l~ß 


Denken  wir  uns  die  erat«  Ck>lonne  mit  ß" ,  die  zweite  mit  /?™~',  die 
dritte  mit  ß™— >  u.  s.  w.,  die  vorletzte  mit  ß  multiplicirt  und  zur 
letzten  addirt,  so  erhalten  wir 


Folglich  ist 


1      », 
1  -ß 


0  0   . 
-ß    0  . 


■  m 

.  .   0 


.1-^0 
.  0      10 


-  (-!)-• /■(?)■ 


^/.,  -  (-1)--  ■  A«  •  f(ß,)  •  C(ft)  •  •  ■  f(ß.) 
—  ')'(«i)-»'(«.)  ■•■?'(«■)—  K 

170.    Zteeiter  Beweis.    Bildet  man  zunächst  die   Resultante    von 
f(x)  und  ^(ar)  —  y,  so  erhält  man: 

lo,  <i,o,...»,0    0...0 
Ol    0,0, ft.O...O 


^/(-X9(*)-» 


0  0    1    o,  . 


0  0 

14,*,..  b,—y  0 

01  b, !>.- 


0  0  . 


K-y 


-i'df). 


Diese  Resaltante  F(y)  ist  in  y  Tom  Grade  m  und  der  CoeFGcient  der 
hScbsten  Potenz  ist  (—  1)™.   Das  constante  Glied  dieser  Function  F(y) 
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erhält  man  ans  dieser  Determinante  für  y  =  0.  Eb  ist  alao  gerade 
jene  Function,  die  wir  mit  £/,  ^  früher  bezeichnet  hatten.  Andemtheils 
ist  aber  nach  den  Beziehungen,  die  zwischen  den  Coefficienten  nnd 
Wurzeln  einer  Gleichung  bestehen  (vergl.  Nr.  165  und  166),  dieses 
conetaute  Glied  in  ■F(y)  bis  aufs  Vorzeichen  ( — 1)"*  gleich  dem  Pro- 
ducte  aller  Wurzeln  von  F(t/).  Diese  Wurzeln  sind  aber  nichts  anderes 
als  die  Grössen 

vM,   vifh)  ■  ■  •  v(«^); 

denn  die  beiden  Functionen 

■/•(«)-(>:-.,)(»-«,)...(«-«„)_  0 
und 

ip(x)  -  <p(tci)  «  0 

haben  den  gemeinschaftlichen  Factor  x  —  ai,  und  folglich  wird 
für  y  ■=  ^{ai)  identisch  Null    Daher  ist 


(- 1)»       (-  1)' 
^/,»  —  »("i)  V(<h)  vM 


.  9(«.)  _  n. 


171.   Dritter  Beweis.    Wir  bilden  une  einmal  aus  den  Potenzen 
der  Wurzeln  die  Matricee: 


(I) 


?.'+-',  ?.-*-',  /».-+-'., .  ß.'  ß.  1 

und  ebenso  aus  den  Coefflcienten  von  f  und  (p  die  Matrices 
j^  Oi  a^  .  .  .  a„.  0    0     ...0 

Ol    Ol  a, a^  0    ...  0 

(III)  0  0    1a, «,n  .  .  .  0        («  ZeUen), 

0  0    0. 
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av) 


1  S.  6,  i,  ■ 

.  S.  0     0    .  . 

.  0 

0  1   S,  Si  . 

.  .    6,    0    .  . 

.  0 

0  0    1   i,  . 

i.  .  . 

.  0 

0  0  0... 

i.- 

.  h. 

(m  Zeilen). 


Die  Matrices  (I)  und  (III)  sowohl  als  auch  die  Matrices  (U)  und  (IV) 
sind  hiebei  correspondirende  Matrices;  denn  wenn  wir  (I)  mit  (HI) 
und  (II)  mit  (IV)  durch  Moltiplication  von  Zeile  mit  Zeile  zu  je  einer 
Matrix  verbinden,  so  entstehen  in  beiden  Etilen  Matrices,  deren  Ele- 
mente durchwegs  verschwinden. 

Sind  daher  die  Gröaseo  p  und  a  ProportionalitütsFactoren,  so  be- 
stehen (vergl.  Nr,  93),  wenn  wir  die  Determinanten  der  Matrices 
(I)  und  (II)  mit  ^(a),  ^(ß),  die  der  correspondirenden  Matrices  (III) 
und  (IV)  mit  ^{a),  zJ{b)  bezeichnen,  die  Kelationen 

^(«)-(-l)'.<.-^(a), 

Dabei  sind  v  und  fi  die  Summen  der  Doppelindices  des  Di^oual- 
glietes  in  J(a)  bezw.  ^^{ß). 

172.  Nehmen  wir  als  Determinante  id{a)  die  Determinante  ^i(a) 
der  n  ersten  Colonnen  in  Matrix  (III)  heraus,  so  ist  die  correspon- 
dirende  die  Determinante 


(- 1)'^,(«)  - 


.   Oj*  «^   1 


Die  Determinante  ^i{a)  hat  aber  den  Werth  1;  folglich  erhalten  wir 
für  den  Proportioualitätsfactor  p  den  Werth 


w^l 


f  =  2^  k, 


aUo  jedenfalls  eme  gerade  Zahl  ist.    Ebenso  ei^ebt  sich 

ff  ™^^. 
Setzt  man  nun  einestheils  die  Matrices  (I)  and  (II)  zor  Matrix  einer 
Determinante  zusammen: 
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.-+■■ 


„"'+'— 


-8        -m+B— J 


1    I 


und  ebetiBo  die  Matrices  (III)  und  (lY)  zur  Matrix  der  DetenuinaDte 

1  a,  Oj  Oj  .  .  .  an    0    ...  0 

Ol    OiOg a„...0 


Ö  0      . 

^ 

1  S,  6,  i.  . 
Ol    i,  .  .  . 

0.  . 
■  l.  . 

.  0 

0  0      .    . 

h 

80  besitzt  die  erste  Determinante  den  Werth 

denn  sie  verBchwindet  1)  fHr  a,-  =  a*,  2)  Rir  j3,  =  ß^,  3)  fQr  n.-  =  /S*. 
Die  zweite  Determinante  erkennt  man  aber  unmittelbar  als  die  Resul- 
tante Rf^tp.  Entwickeln  wir  diese  Resultante  Jt^^ip  nach  den  Deter- 
minanten der  ersten  n  Zeilen  gemäss  dem  Laplace'schen  Satze,  so  ist 
ihr  Werth  dargestellt  in  der  Form 

Br,.-2'(-l)'"-^W-^W. 
WO  V  stets  als  Summe  aller  Doppelindices  des  Diagonalgliedes  in  z/(a) 
genommen  werden  kann. 

Ersetzen  wir  hierin  J(a)  durcb 

und  J(b)  durcb 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


§  14.    Die  Diacriminaute. 


l)-^W^C/!)i 


denn  { — l)''+'=-|'lj  ^  ■^C'*)  °'^  "^W  correspondirende  Deter- 
minauteti  und  somit  die  Summe  aller  Doppelindices  ihrer  Diagonal- 
glieder gleich  der  doppelten  Summe  aller  ersten  oder  zweiten  lodices 
derselben  ist    Die  Snmme 


2'(-i)'^«^(« 


ist  aber  nichts  anderes,  als  die  Laplace'sche  Entwickinng  der  Deter- 
minante jä\  daher  erhalten  wir  die  Relation 


§  14.   Die  Disorimiiumte. 
173.  D^niHon  der  Diacrimmante.    Denken  wir  uns  einen  Augen- 
blick die  FanctioQ  n**°  Grades 

f{x)  "-  a:"  +  »,a^~'  4-  Oja?*"*  -{-■■•  On-iX  -\-  a, 
homogen  gemacht  in  den '  Yariabeln  Xi  und  x,,  so  können  wir,  wenn 

n    dx,         "  n    öfl!,         '* 

setzt,  gemäss  dem  Euler'schen  Satze  f  auch  in  der  Form  schreiben: 

Wir  definiren  nun  als  Discriminante  der  Function  f  die  Resultante 
Ton  f,  f^  und  schreiben 

«/../- 4- 

Gemäss  zweier  Eigenschaften  der  Resultante  (vgl.  Nr.  146)  ist 

■'^i./"=^n«,/,+%/.  =  e  ■■'Vi,/.  =  ^/> 

d.h.  die  Discriminante  ist  auch  die  Resultante  der  beiden  ersten  Differential- 
quotienten nach  x^  und  x^  bis  auf  eine  Constante  q,  welche  hier  =  1  ist. 
Aus  der  Definition  der  Discriminante  als  Resultante  folgt  einmal, 
dass  sie  eine  homogene  ganze  Function  der  CoeEGcienteu  a^,  a^  ...  On 
vom  Grade  2(j»  —  1)  ist;  denn  zJ/  =  ^,,/, j  /i  und  f^  sind  aber  beide 
Tom  Grade  (t»  —  1)  in  x  (vergl.  Kr.  131).  Betrachtet  mau  andern- 
theils    die  Discriminante   als   Resultant«  von  f  und  /',,   so   folgt   als 
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Gewicht  dieser  isobareo  Function  der  Coefficienten  das  Product  der 
Grade  l>eider  Functionen  /"und  /i,  also  die  Zahl  m{m — 1)  (vergl. 
Nr.  141). 

174.    Berechnung  der  Discriminante.    Aus  der  Definition 

^, -S,..,-  (-  !)■'- » J!/,/,  -  i^,/, 
erhält  man  unmittelbar  den  Werth  der  Discriminante  ausgedruckt  in 
den  Wurzeln  der  gleich  Nall  gesetzten  Function  f{x).    Es  ist  nämlich 
nach  Nr.  168,  (4) 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  ons  f  als  Product  seiner  linearen  Factoren 
denken: 

wobei  sich  die  Summe  Über  alle  jene  Frodncte  erstreckt,  die  irgend 

einen  der  n  linearen  Factoren  nicht  enthalten.  Trägt  man  nun  aber 

an  Stelle  von  x  eine  Wurzel   a^  der  Gleichung  ein,  so  reducirt  sich 

diese  Summe  auf  das  eine  Product,  in  welchem  der  lineare  Factor 

(»  —  «0 

Ton  vornherein  fehlte.    Es  ist  daher 

/i(«»)  =■  -^(«*  — «i)  («*—«»)... (a*—at-i)(ai—ai+,)  ...(«»  —  «,) 

und  folglich: 

■B/.A-;J.  («,-«.)(a.-«,)...(«,-a.)x(a,-«0(a,-«3)...Ca,-«.)X 

X(a8—«i)(«8—««X«»— «<)-("»— "■)-f«-~«i)(«"— %)-(«»— ««—i)- 
In  diesem  Prodncte  tritt  aber  jede  Differenz  zweimal  auf,  einmal 
positiT  und  einmal  negativ,  und  da  man  aus  n  Elementen  — ^— ^ — - 
solche  Differenzen  bilden  kaiu%  so  ist: 

^t  -  -R/./.  -  ^~"„.'     ■  ]7  («'  - «')'.  •  <  *•      w 

Andemtheils  erhält  man  den  Werth  der  Discriminante  in  Function  der 
Coefficienten  von  /",  wegen 

ausgedrückt  durch  die  Determinante: 
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Wir  haben  somit  die  Discriminanfce  von  f  in  swei  verschiedenen  For- 
men angedrückt  und  wollen  im  Folgenden  noch  zwei  weitere  Beweise 
geben  fOr  die  Uebereinstimmung  der  Ausdrücke  (II)  und  (I). 

175,  Zweiter  Beweis.   Wir  wissen  (vgl.  Nr.  40  Beispiel  2  und  3), 
dasa  das  Differenzenprodact 

■P  =  («I  —  fh)  («i  —  «s)  («1  —  «*)    ■    •    ■    («i  —  «-)  X 

(«s  -  ff.)  («»  —  «0     .     .     .     («i  —  «-)  X 


sich  darstellen  lässt  diircb  die  Determinante: 


1 


1 


.  t 


Bezeictmen  wir  nan  die  Summe  der  v*™  Potenzen  aller  Wnraeln  mit  s„ 
setzen  also  wie  &flhei  (Nr.  168) 

s.  =  «r  +  «/  +  «s'  H h  a.% 

80  ist  dos  Quadrat  dieser  Determinante,  das  wir  durch  Multiplicatäon 
von  Zeile  mit  Zeile  bilden  wollen,  gegeben  in  der  neuen  Determinante: 
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5»-l  S,   Sn  +  l     ■    .   Stn~i     \ 

Wir  wollen  nun  dieselbe  so  amformen,  dase  sie  mit  Hilfe  der  Newton- 
Bchen  Formeln  in  die  Determinante  (11)  Nr,  174,  bis  &af  einen 
Zablen&ctor  Qbei^eht. 

176.  Stürzen  wir  nun  ztiuächst  die  Matrix  der  (n  —  1)  ersten 
Zeilen  der  Determinante  f.  Da  hiebei  alle  Elemente  in  ihren 
Colonnen  bleiben,  also  in  den  zweiten  Indices  keine  Derangements 
entstehen,  so  ändert  sich  hiebei  das  Vorzeichen  um  (—  1)',  biebei 
ist  V  gleich  der  Summe  aller  Derangements  der  n  —  1  ersten  Indices 
dieser  Matrix,  also 


■t  = 


(n-l)(«-2) 


Mnitipliciren  wir  hierauf  die  letzte  Zeile  noch  mit  ( —  1),  so  erhalten  wir 

S„_B         Sb_i      S,  ...     Sj„_ 


C-0 


■  P"— 


S(,  Si  3,         .  .   .         S,_ 

I  —  8,-1  —  S,  —  S,  +  i   .   .   .  — Sj,. 

Diese  Determinante  ist  aber  der  eine  der  beiden  Factoren,  in  welche 
die  Determinante 

s^-t       s,_i       s.       ...       Si,_s 


0       0    .  .  . 

-h-h  —  h 
s„  0  0 
0  s,  0 
0       0». 


««           »1  «.   • 

-  S,_i  —  S„  —  S,+i 

0            0  0    . 

0            0  0    . 

0            0  0    . 


0       0       0  .  .  .s„  0  0 

gemäss  dem  Laplace'schen  Satee  zerfällt. 


S.-1 

-  Si._i 

0 
0 
0 
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Der  andere  Factor  dieBer  Determinante  ist 

wobei  (vergleiche  Nr.  55)  fi  gleich  ist  der  Gesammtsumme  aller 
zweiten  und  ersten  Indices  der  Determinante  mit  dem  Diagonal- 
glied  Sq"-*,  also 
^  -  (1  +  2  +  •  •  •  »  -  2)  +  {(«  +  1)  +  (n  +  2)  +  .  -  ■  (2«  -  2)} 
«  (n  -  1)  («  -  2)  +  n(n  -  2). 
Diese  Samme  ist  aber  mit  n  gerade  oder  ungerade;  daher  ist  der  zweite 
Factor  wegen  s^  —  n 

(_!)..„.-. 
und  folglich: 


177.  Nun  entsteht  aber  die  Determinante  D  aus  der  Determinante 

3^  «1  Sf       .       .      .      Sn~i  Sn-l  Sa       .       .       .      St^-a 


0  0        0 

-  s,  —  s,  -  ^ 

0  —  «,  —  s» 

0  0   -s, 


s«—» 


1  0  0  C..—  s,  —St  —Sg 
indem  wir  die  erste  Zeile  zur  (n  -\-  ly,  die  zweite  zur  (»  +  2)*™  u.  a.  w^ 
endlich  die  (n  —  1)"  zur  2(»  —  l)"",  d.  i.  zur  letzten  Zeile  addiren. 
Es  ist  also  anch 

Multiplicireu  wir  aber  die  Determinante  J  mit  der  Determinante 

IlO        0 0| 

1        0 0 

Os  «i        1   -    ■ 0 


r— 
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welche,  da  rechts  der  Diagonale  nur  Terschwindende  Elemente  stehen, 
sieh  auf  ihr  Diagonalglied  reducirt  und  also  den  Werth  1  besitzt,  so 
erhalten  wir: 

^■r~(- 1)  "»   .«--»-1«  = 

Sfl)       s^ai+fii,       SflOj+SiOi+Si,"-,  s„a,^i+Sia,_i-| s,,_»a,+ s«~i  •  ■ 

0         So,  So«i+Si>  .  ■  ■  -  ,   ^a^-i-|-s,a,-3+ +s,_s," 

0        0,  So, ,    Soa,_s+s,o,r-4+ +s— »,■■ 

0,        0,  0, «0,  SflOj+s,,  s<|fli+5i''i+Sej  ■  ■ 

-Si.— (siOi+Sj),  — (si«i+Sjai+«s),---,  — (SlO,-.l+SJa^s+^a,-s•■■  +  8-))- 
0    — «1,  — (SiO,+5,), — (s,a,_»+S(ö,-s  ■  •  •  ■   +s,_i)-- 

0        0,  — s,,  — (Si«i+Ss), 

0,       0,  0, — Si,  -(s,a,+s^,-.-,  — (s,a,_iH |-s.) 

Tragen  wir  aber  gemäss  den  Newton'schen  Identitäten  fOr  die  ein- 
zelnen Elemente  ihre  Werthe  ein,  so  erhalten  wir: 

"(■— 1> 

M,  (»—  l)oi,  (n  — 2)0j  .  .  .  a„-i,            0,  0  ....  0 

0    »,                (»— l)o,  .  .  .  2a,_j,         o,-,       0  ....  0 
0    0,  n .    .  a,_i  .  .  0 

0    0 "f    (w  —  l)<*i, 0.-S    a»- 

o,    2a,,  Sog, MO,  0,  0  ....  0 

0      Ol  2ai, («  — l)a^i    no,  0  ....  0 

0     0  0 o,        2o,,    Soj HO.  { 


nnd  folglich: 


178.    Fefcer  das  Atmeten  einer  mäirfachen   Witrsel  von  f  in  der 
en  Al)geläteten  von  f.     Aus   dem  Differenzenproducte   erkennt  man, 


cbyGoogIc 
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dasB,  wenn  f  eine  Doppelwurzel  besitzt,  die  Discriminante  verschwinden 
muss.  Da  aber  die  Discriminante  KeBuHante  ist  tod  f  und  f■^ ,  so  er- 
giebt  sich,  dass  auch  f^  den  Doppelfactor  von  f  mindesteDS  einmal 
'besitzen  muss.  Es  fii^gt  sich  nun,  wenn  /'einen  f-fachen  linearen 
Factor  besitzt:  in  welchem  Grade  kommt  derselbe  der  ersten  Abge- 
leiteten /"i  zu. 

Um  dies  zu  untersucheu,  schreiben  wir  die  Function/'  in  der  Form: 

wobei  (aj — ()  der  v-fache  Factor  von  f  ist,  und  9)(ar)  ■■  0,  die 
Wurzel  x='t  nicht  mehr  besitzt 

Es  ist  dann  die  erste  Abgeleitete  von  /*: 

{'  =  v{x  -  t)"'-  <p(x)  +  («  -  0'  V'C«) 
=  (a:  -  i)'-MvvW  +  (a:  -  0  V»l- 
Da  der  Anedruct  vip(x)  +  (a:  —  i)  ^'(x)  für  a:  —  (  nicht  verschwindet, 
weil  nach  Yoraiissetzung  ip(t)<;_0,  so  besitzt  f  den  Factor  (a;  —  t) 
nur  (v  —  l)maL    Wenn  also  z.  B.  (x  —  /)  Doppelfactor  von  f  ist,  so 
ist  er  einfecber  Factor  von  /". 

AnmerJumg.     Es  besteht  sodann  eine  Relation 
Af+Bf,-0, 
in  welcher  A  und  B  keinen  gemeinsamen  Factor  besitzen.    B  enthält 
sämmtliche  vielfache  Factoren: 

X  —  t^,        x  —  (^  , , . 
voD  f  jeden  aU  einfachen  Factor  and  der  grösste  gemeinsame  Factor  9 
von  f  und  B  ist  das  Product  derselben. 

179.  Bereekmmg  der  Doppeltmrtset  einer  I^metioH  /"«"O.  Wir 
haben  in  Nr.  167  gezeigt,  dass,  wenn  der  Coefficient  der  höchsten 
Potenz  in  f^i  1  ist,  stets  die  Beziehung  besteht: 

Besitzt  also  f  eine  Doppelwurzel,  so  ist  dieselbe   der  gemein- 
schaftliche Factor  der  beiden  Differentialqaotienten  fj  und  f,  von  f. 
Ist  also  tt  die  Doppelwurzel,  so  wird  der  Cajley'scbe  Aosdrack 
(  —  11 

för  a:  <=  a  identisch  null,  was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  in  der 
Summe  rechts  die  Coe^cienten  von  y  einzeln  verschwinden. 
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Man    bat    also    zur    Berechoang    der  Doppelwurzel   x  =  a    die 
»  GleichungeB 

Pi  =■  Cii«"~'  +  c,»«"-* 1-  Ci,  ==■  0 


welche  lioear  iind  homogen  sind  in  den  n  GrSssen: 

«"""',  k"~*, «*,  a,  1. 

£b  ist  daher: 

(jB-i .  „(■— 1 : , , .  a: :  1  «H  ^, :  ^,j . . ,  J^^  ^ 

wenn  die  CrrÖsaen  An  die  Minpren  einer  Zeile  der  Determinante  der 
Cit,  mit  abwechselndem  Vorzeichen  genommen,  sind.  Auch  hier  ist 
wieder  die  Berechnung  eine  eindeutige,  und  folglich  kann  nur  eine 
Doppelwurzel  'und  keine  höhere  Potenz  eines  linearen  Factors  auf 
diesem  Wege  ermittelt  werden. 

180.    Die  ersten  partiellen  Diff&en^alquctienien  da-  Disarimitiante. 
Die  Discriminante  ^/  -=••  £/,/,  lässt  sich  (nach  Nr.  131)  auch  darstellen 
in  der  Form: 
(I)  ■  4  -  B,,,,  -  Ä(i)f+  B(x)f, . 

DiSerentüren  wir  diese  Gleichung  nach  o,,  so  kommt 

Wenn  demnach  a;  ■-  a  wieder  Doppelwurzel  von  f  ist,  so  erhält  man 
aus  dieser  Gleichung  durch  Substitution  x  <=  a,  da  gemäss  der  An- 
merkung in  Nr.  178  auch  B(a)  =  0, 

und  ebenso 


dJ/_  . 


L  =  «-- 


Die  partiellen  Differentialquotienten  von  ^f  nach  den  Coefficienten 
Oj  bis  Oh  sind  also  der  ersten  bis  n*™  Potenz  des  Doppelfaetors  von  f 
proportional.  Uan  kann  die  eben  erhaltenen  Resultate  wieder  be- 
nutzen, um  charakteristische  Differentialgleichungen  fDr  die  Discriminante 
aufzustellen.  Diese  cheu'akteriatischen  Differentialgleichungen  sowohl 
far  die  Discriminante  als  auch  für  die  Resultante  wurden  zuerst  Ton 
BrioBchi  aufgestellt  (Crelle's  Journal  Bd.  53  und  Annali  di  Matem. 
Bd.  2,  1859),  später  von  Noether  (Fatk  di  Bruno,  iu'a  Deutsche  über- 
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setzt  TOQ  Walter,  Teubner  1881)  eiogehendeF  traf  ihren  innereti  Zn- 
sammeahaag  untersiiclit. 

181.  Dritter  Beweis  fwr  ^  Udfereinstimmttng  beider  Varstd- 
Imigen  (I)  und  (H)  der  Discriminainie  in  Nr.  174.  Denken  wir  uns 
die  Besoltante  von  f{x)  ond  f(x  -f-  y)  gebildet,  etwa  nach  der  Sjl- 
vester'schen  Methode,  so  ist  dieselbe  Tom  Grade  n*  in  jf,  da  die  Coef- 
ficienten  bi  von  f(x  -f-  </)  sich  auf  »  Zeilen  vertheilen,  uud  jede  Zeile 
in  immer  anderer  Colonae  deu  Coefficienteu  b^  enthält,  der  in  y  vom 
»*"  Grade  ist. 

Yen  den  m*  Wurzeln  y  dieser  Reanitante  sind  in  erster  Linie  n 
gleich  nullj  denn  jedesmal  wenn 

a*  -+-  y  "=  «i ,  »  — •  1,  2  . . .«, 

ist,  dann  rerschwindet  die  Resultante  Bfl^^^/^n+g) .  Die  Qbrigen  n(H  —  1) 
Wnrzeln  sind  nichts  anderes  als  die  einmal  positiv  und  einmal  negativ 
genommenen  Wurzeldifferenzen 

«t  —  o*; 
denn  die  Resultante  ^{äijin+t)  verschwindet  auch,  wenn 

«(  +  y  =  «t,       *<*, 

alao  wenn 

y  —  B*  —  «I, 

oder  —=  «i  —  «t 

ist.    Nun  geht  aus  den  Eigenschaften  der  Resultante  (vgl.  Nr.  146) 

hervor;  dass 

und  dass  femer  (vergL  Nr.  153,  154,  155) 

r  » 

Weil  aber  ^M,y^(r,  so  folgt  endlich 

-R^(.>,/(x+rt  —  sT  •  -R/W, /{«+»)-/(«)  ™  jT  •  -FCy)  • 

Hiebei  ist  jP(y)  noch  vom  Grade  »(n  —  1)  in  y  und  besitzt  die 
Wurzeln  («*  —  0|),  wo  ft^t  sein  kann. 

Der  Goefficient  Cg  der  höchsten  Potenz  von  y  in  dieser  Function  F(y) 
ist  1.    Denn  da  der  Coefficient  von  x"  in  f(x)  selbst  1  ist,  so  besitzen 
zunächst  die  Diagonalglieder  der  n  —  1  ersten  Zeilen  in  der  Resultante 
^-  /('+yl-/w 

den  Werth  1.    Und  weil  die  Potenzen  y"~*,  welche  sich  nur  in  den 

GouAM ,  DlMnnlnuiUn.  18 
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Diagonalgliedem  der  n  letzten  Zeilen  befinden  können,  als  letzte 
Glieder  der  binomiscben  Entwicklungen  (x  -{-  y}'  gleichfalls  nur  den 
Coefficienten  1  besitzen,  so  ist  in  der  That  in  F(y)  der  CoefScient 
«^  •=  1.  Daher  ist  das  letzte  Glied  e,  in  F(y)  ■>»  0,  —  nnd  zwar 
positiT  genommen,  da  -F(y)  von  geradem  Grade  ist,  —  das  Prodnct 
aller  Wurzeln  (a«  —  tc«).  Dieses  letzte  Glied  wird  aber  erbalten,  wenn 
niftti    IQ 

f  (K)  <=   R/,/(,+y|-/t») 

y  — ■  0  setzt    Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  geht  dadurch  über  in 

und  weil  nach  Kr.  139 

^/./,-(-l)-'-"-Br.,,-ü/,./, 
SO  erhalten  wir  schlieBslich: 

»■■«;,./-{"  i)'t^'/7(°' -«'>■•    '>*' 

oder 

183.    B&spiel.    Die  Discriminante  der  quadratischen  Gleichnng 

ist: 

4^,-(-  1)     («,  -.,)■--  (.,  -^)'-  I  ^    2^  I  _4o,  -  o,>. 

Sind  also  die  Wurzeln  tr,  and  o,  reell,  so  ist  ^^  negativ;  sind  sie 
imaginär,  so  ist  J/  positiv;  ist  a^  ^  Og,  so  ist 

Zur  Berechnaug  der  Doppelwurzel  von  f  hat  man,  da  dieselbe  ein- 
fache Wurzel  der  ersten  Differentialquotienten  ist,  entweder  die 
Gleichnng 

2x  +  a^  =0, 
oder 

a^x  -{-  2af  — =  0. 

183.    Beispiel.    Die  Discriminante  der  cubiechen  Gleichung 
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27  4r-(-l)    '(• 


—  «i)'  («1  —  «■)'  («1  —  ".)■ 
—  —  («,  —  «,)'  («,  —  «,)■  (o,  - 


«.)' 


81  A  — 


also; 


-  3(27a*  +  4i)»), 


oder  (yergl.  Nr.  174,  (II)): 

3  0  i»  0 
0  3  0p 
0  2p3q  0 
0  0    2i>  33 

274,— 27a»  +  4j3». 
Siud  alle  drei  Wurzeln  reell,  ao  ist  das  Product 

(«1  —  «»)*  («1  —  fhT  («1  —  «a)* 
poaiÜT,  also  die  Diecriminaiite  ^/  negativ. 

Sind  zwei  Wurzeln  imaginär,  ao  iat  das  Product  der  quadrirten 
WuTzeldifTerenzen  negativ,  daher  J/  positiv.  Besitzt  f(x)  <»  0  eine 
Doppelwurzel,  bo  ist  jy  — 0,  und  man  fcatm  dieselbe  berechnen  aus 
dem  Differentialqnotienten 

/j  —  2par  +  3«  =  0. 
Nehmen  wir  die  cubische  Gleichung  in  ihrer  allgemeinen  Form: 

/■_=^  +  a.a^  +  a,r  +  o,  =  0, 
HO  ist  immer  noch 

^Z"  ~27  {(«1  —  «i)(«i  —  ß!.)(a^~o«}l*- 
Den  Ausdruck   der  Discriminante   in   den  Coefficienten   von  f  finden 
wir  aber  am    besten  durch  die  Cayley'sche  Determinante.    Es  ist 
lüinlich: 

I  3**  +  Soi«  +  o,,    a,«*  +  Soja;  +  3(Ib  I        i 


2a,    3a,  | 

20,  I    I  i" 
20,  N  »' 


[«.«11 


3        o, 

a,     3a,  1 

2a,       a, 

2a,    3a 


</•     1| 


20, 
2a, 


*»  + 


+ 


X  1  I 

2a,       a,  I 
2a,    3a,  j 
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Ordnet  man  hier  die  rechte  Seite  nach  y,  so  erhält  man: 

11  3      2a,  I  13        o,  11 


2«, 


\'  + 


«I     30,11- 
<h  I       .    I  ^Oi 


-P,<f+P,- 


Die  Elim 


-4(3a,-<.,')(3<i,a,-a,')- 


-a,a,y 


113        <h  I  I  So,       o,  I 

+  l|o,    8<i,r  +  i2<i,    3.1,1 
latioD  Ton  x  aoa  den  beiden  Gleichon^n: 
1>,  -  0,  ft  =  0 

liefert  die  Diacriminante: 

—  81  ■  4,  — 

3    30,  I 

«.  2«.  I 

3      o,  I 

o,  3a,  I 

oder: 

—  27  ^/  —  18a,(i,a,  —  4ö,*o,  —  4«,'  +  o,*fl,*  —  27«,'- 

Daa  negative  Vorzeichen  links  rtllirt  davon  her  (vergl.  Nr.  150),  dasa 
die  nach  der  Cayley'schen  Methode  berechnete  Resultante  R'  mit  der 
durch  die  Sylvester'sche  Methode  gebildeten  B  durch  die  Relation  zu- 
sammenhängt 

"(■-1) 

C- 1)  /    S'/„/.  -  i'/.j.- 

Will  man  die  Doppelwurzei  von  f  berechnen,  so  kann  man  eich  hiesa 
(▼ergl,  Nr.   179)    einer   der    beiden    Gleichungen  j^i  =■  0,   j),  •=  0  be- 


12a.     <h| 
I  20.  3a,  I 


!  15.    Slmoltanea  Bratem  homogener  linearer  dlopbsntisoher 
Gleiohnngen. 


(Ai 


8.) 


184.  Aufsuchung  gangEaiUiger  Losungen  überhaupt.  Wir  hatten  in 
Nt.  109  die  allgemeinste  Lösmig  eines  Systemes  linearer  Gleichungen 
besprochen,  in  denen  die  Zahl  der  Unbekannten  die  Zahl  der  Glei- 
chnngen  am  mehr  als  1  Übertrifft.  In  manchen  Fällen,  insbesondere 
in  gewissen  Hauptaufgaben  der  Invariantentheorie,  interessirt  ans  nicht 
die  allgemeinste  Lösung,  sondern  jene  Lösungen,  die  nur  ganzzahlige 
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Werthe  der  unbekannten,  ja  selbst  nur  ganzzahlige  positive  enthalten. 
Wenn  nun  auch  die  im  Folgenden  entwickelte  Methode  tUr  die  Auf- 
suchung solcher  Werthsysteme  die  Determinantentheorie  nicht  zu  Hilfe 
nimmt,  so  scheint  doch  hier  der  geeignete  Platz  zu  sein,  jene 
Punkte  dieser  Aufgabe  zu  besprechen,  von  denen  wir  im  zweiten  und 
dritten  Bande  Gebranch  machen  werden.  Die  Theorie,  die  wir  hiebei 
för  die  Auflösung  solcher  diopbantiecher  Gleichungen  entwickeln,  wird 
in  der  Praiis  im  allgemeinen  Falle  wohl  kaum  verfolgt  werden;  für 
die  folgenden  Beweise  erweist  sie  sich  aber  als  äusserst  zweckent- 
sprechend. 

Auflösung  einer  eingigen  diophantisehen  Gleiching.    Es  sei  gegeben 
die  lineare  Gleichung  mit  n  Unbekauuien: 

(I)  a^Xi  +  a^Xt  +  a^Xf  H a^x^  =  0. 

Alle  Coefficienten  sind  ganzzahlig  und  die  Aufgabe  ist,  ganzzahlige 
Werthe  der  Unbekannten  zu  suchen,  welche  sie  befriedigen.  Zu  dem 
Zwecke  nehmen  wir  den  numerisch  kleinsten  Coef&cienten  Oi  der  Glei- 
chung und  dividiren  mit  ihm  alle  Ubriged  a^.  Ist  dann  qt  der  sich 
ergebende  Quotient  und  r/,  der  Rest,  so  ist 

Trägt  man  diese  Werthe  von  a»  in  (I),  so  erlullt  man: 

oder,  wenn  wir  setzen: 

so  folgt: 

(II)  Oik  +  ux^  +  r^x,-\ r,x,  ■=  0. 

Die  CoefGcienten  dieser  neuen  Gleichung  sind  nun  kleiner  als  die  der 

ersten,  und  die  Aufgabe  ist  somit  auf  eine  leichtere  reducirt.     Dieses 

Yer&hren  wiederholt  man  so  lange,  bis  ii^end  eine  Unbekannte  als 

kleinsten  Coefficienten  die  Zahl  i  besitzt,  bis  man  also  die  Gleichung 

erhält: 

(DI)  ,       J,  ■=  p,A,  +  p,i,  +  p,A,  +  •  ■  ■  p— lA— 1, 

wo  die  Grössen  Qt  irgend  welche  ganze  Zahlen  und  die  Ai  theils  neu 

eingeführte,  theils  noch  Unbekannte  der  ersten  Gleichung  sein  werden. 

Durch  Eliminationen  erhält  man  sodann  fOr  jede  Unbekannte  einen 

Werth: 
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(IV)  ^  ari-&;,  +  '?iA,  +  ---«.A,-i, 

wobei  ii,  i]{ . . .  Kj  ganze  Zahlen  sind,  deren  mindestens  eine  von  null 
verschieden  ist.  Damit  ist  aber  die  allgemeinste  Lösung  der  diophan- 
tischen  Gleichung  aufgestellt.  Hiebei  ist  die  Zahl  der  Parameter  X  m 
(IV)  immer  um  1  kleiner  als  die  Zahl  der  Unbekannten. 

185.    Betend, 
(1)  Sx'i'8y+  12js  — 43(=0. 

Da  der  kleinste  Ooefficieni  die  Zahl  5  ist,  so  setzen  wir 
(2)'  '  *  +  2j/  +  2ir-  9i=A, 

und  erhalten: 

5i_  — 2y+2/+.2*  =  0. 

Substituirt  man  hierin 

(3)  2i, -K  +  a  +  i-.i., 
dann  erhalt  man  die  Gleichung 

(4)  .-2X,-X,. 

Trägt  mau  diesen  Werth  von  i^  in  (3)  ein,  so  kommt: 

(5)  t  =  y~£  +  bl^. 
Hiezu  tritt: 

(6)  a;  =  7y- 12Ä  +  43A, 

durch  Substitution  des  Werthee  von  A,  und  t  aus  (4)  und  (5)  in  (2). 
Diese  beiden  Gleichungen  (5)  und  (6)  stellen  in  Verbindung  mit 

if~=9,        «^* 

die  allgemeine  Lösung  der  diophantischen  Gleichung  (1)  dar.    FOr 

y=l,    s  =  0,    ij  =  0 

«=1,     y=0,     Ag-=0 

A,=  l,    y  =  0,     ü  =  0 

erhalten  wir  die  Speciallösnugen: 

i-=l,     —    1,  5 

1  —  7,    —12,  43 

j  — 1           0  0 

B  =  0          1  0 

nnd  man  erkennt,  dass  die  Coefßcienten  £j ,  ijj . . .  «j  in  (IV)  nichts 
anderes  sind,  als  diese  einfachen  Lösnngen  der  gegebenen  Gleichung. 
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186.  Auflösung  von  mehrmvn  stmultanen  düipkantischat  Glädtungen. 
Die  allgemeine  Lösang  Einer  Gleichung  ist  also  dargestellt  darch 

Xi  =  i,£,  +  A,»j(  +  A,&  +  ■  ■  ■  A,-iJr,,       i  =  1,  2  . . .  n, 

in  der  alle  Grössen  rechts  ganzzahlig  sind.  Hat  man  aledana  zwei 
diophantische  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  aufzulösen,  so  kann 
man  zunächst  die  erste  Gleichung  nach  der  vorhergehenden  Methode 
(Nr,  184)  behandeln  und  die  sich  ao  ergebenden  Werthe  der  Xi  in  die 
zweite  Gleichung  eintragen.  Da  die  Zahl  der  Parameter  ki  um  1 
kleiner  iat  als  die  Zahl  der  Unbekannten,  so  erhält  man  dadurch  eine 
Gleichung  in  Xi  mit  n  —  1  Unbekannten.  Sie  wird  ebenso  behandelt 
wie  die  erste  Glmchung  ftlr  Xi,  und  man  wird  ein  Werthsyatem 

^  =  fti«(  +  ftft  +  ftin h  **.-»?>. 

erhalten,  dessen  Substitution  in  die  Lösungen  ftlr  Xi  die  allgemeine 
Lösnng  der  beiden  simultanen  diophantiscben  Gleichungen  ergiebt 
Ganz  in  derselben  Weise  wiederholt  man  die  Operationen  bei  Auf- 
lösong  von  drei,  vier  und  mehr  diophantiscben  Gleichungen  und  man 
erhält  fOr  (f  Gleichui^n  mit  n  Unbekannten,  p  <»: 

(V)  Xi  =  li»!  +  tjjVj  +  ^Vj  H «.v^-e . 

187.  Gamsahlige  positive  LÖstmge».  Zur  Aufsuchung  der  ganz- 
zahligen  positiven  Lösungen  besitzen  wir  keine  systematische  Methode 
wie  vorhin.     Man  erkennt  von  vornherein,  dass  die  Gleichung 

Ox  —  0,3:,  +  a,x^  +  a^Xg  +  ■  ■  ■  o«*.  ^  0 

Qberhanpt  keine  positive  Lösung  zulässt,  sobald  die  CoefScienten  at 
selbst  durchweg  positiv  sind,  die  identische  Lösung  Xi<^0  ausgenommen. 
Dasselbe  gilt  fQr  ein  System  von  diophantiscben  Gleichut^;en,  so- 
bald nur  eine  Combination  existirt,  welche  lanter  positive  CoefS- 
cienten aufweist)  da  ja  diese  dnrch  positive  Lösungen  nicht  befriedigt 
werden  kann.  Man  darf  also  annehmen,  dass  eine  Anzahl  CoefScienten 
n^ativ  ist;  wir  bezeichnen  sie  mit  h  und  schreiben  daher  die  Glei- 
chung (I)  in  der  Form 

(VI)  a,-ftv. 

Ton  dieser  Gleichung  behaupten  wir:  erstens,  sie  bat  immer  positive 
Lösungen-,  zweitens,  die  Zahl  der  einfachen  positiven  Lösungen,  die 
ihr  zukommen,  ist  eine  endliche.  Dabei  verstehen  wir  unter  ein- 
fachen Lösungen  diejenigen  Lösungen  Xi,  welche  sich  nicht  mehr  ans 
anderen  in  der  Form 

Xi  —  ^  +  fli 
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zusammenaetzen  lasaen.  Solche  LQsnngen  wie  dieae  uesneu  wir  zu- 
sammengesetzte. 

188.  Specidle  gariBeahlige  Losungen.  Was  die  erste  Behauptung 
betrifft,  so  ist  deren  Richtigkeit  leicht  einzuseheu.  Wir  setzen  zu- 
nächst rechts  wie  links  alle  Unbekannten  bis  auf  je  eine  gleich  null 
und  erhalten 

Die  Gleichung  (VI)  wird  befriedigt  fttr  die  positiyen  Werthe 

!Ci  =  h,     yt  =  O,-,      fl;^  =  a^  =  .  .  .  y^  ™  y„  =  .  .  .   U^  8.  W.  =■  0. 
Solche  LSsungen  gieht  es  m  ■  n  an  der  Zahl.     Ausser  diesen  existiren 
noch    sehr  viele    positive  einfache  Lösungen;   aber   die   Gesammtzahl 
derselben  muss  eine  endliche  sein.    Denn  liegt  eine  LSsong  ror  Xi  ^  Si 
und  yt  =  rji,  so  dasB  gleichzeitig 

nt  >  ö. 

i^t,  dann  ist  diese  L&sung  keine  einfache  mehr,  sondern  eine  zu- 
sammengesetzte. Die  Gleichung  (YI)  wird  nämlich  auch  befriedigt 
durch  die  Differenz  dieser  mit  der  Torerwähnten  Lösung.  Die  Werthe 
^,  iji  .  .  .  Q.  ».  w.  der  einfachen  Lösungen  haben,  also  obere  Grenzen, 
und  können  demnacli  nur  in  endlicher  Zahl  vorhanden  sein.  [Der 
Einwand,  dass  ^  allein  über  alle  Grenzen  wachsen  köime,  wahrend  ijn 
die  Grenze  Of  nicht  QberBchreite,  ist  a  priori  hinfällig,  da  ja  die  Glei- 
chung (TI)  bestehen  muss.] 

189.  Allgemeine  fostüve  gangzahiige  Vmmgen.  Ist  nun  N  die  Zahl 
aller  einfachen  positiven  Lösungen,  etwa 

air  =•  li    n%    £i  ■ 


J/i  "  «1    ßi    7i 
Vi=-«.    ßi    7, 


80  erhalten  wir  wie  vorhin  (Nr.  184)  die  allgemeinste  positive  Lösung, 
wenn  wir  die  Yerticalreihen  dieses  Systems  multipliciren  mit 

und  die  Producte  einer  Zeile  addiren,  nämlich 
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Tritt  nnu  zur  ersten  GleiclLimg  (VI) 

0,  =  6, 
noch  eine  simultane  zweite 

c»  "=  (^, 

so  tragen  wir  wie  vorhin  die  Werthe  von  Xi  und  y^  aus  (VII)  in  diese 
zweite  Gleichung  ein.  Wir  erhalten  so  eine  neue  Gleichung  mit  N 
Unbekannten  h.  Die  Zahl  ihrer  einfachen  positiven  Lösungen  ist  wie 
vorhin  uothwendig  endlich,  und  ihre  allgemeine  positive  Lösung  von 
der  Form 

li  =  Ojft,  +  bif»j  +  Cifij  +  bifij  H h  r,-f*j^. 

Wir  tr^en  diese  Werthe  in  das  System  (VII)  ein  und  erhalten  so 
die  allgemeine  positive  Lösung  der  beiden  simultanen  dlophantischen 
Gleichungen.  Au?  ihr  gehen  die  einfachen  Lösungen  hervor,  wenn 
wir  eine  Grösse  ^{  =>  1,  alle  übrigen  null  setzen. 

In  derselben  Weise  erkennt  man,  dass  ein  beliebiges  System  von 
diophantischen  Gleichungen  nur  eine  endliche  Zahl  positiver  einfacher 
Lösungen  besitzt. 
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Verlf^  Ton  B.  0.  Tenbner  in  Leipzig. 


Olelwoll,  Dr.  A.,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe  [f  kIe 
Frofesaor  in  Göttingen],  Theorie  der  ElaBticit&t  fester  Kör- 
per.    [XI  u.  424  S.]     gr.  8.     1862.     geh.  n.  X  9.— 

,,Dgr  Herr  VarfuHr  hatta  all  Ubrar  aa  dar  polTt*chnl>chiii  Schul*  in  Karlinha  Galafv- 
b«t  ind  Bamf.  ilch  «nBlUirUdiar  mit  dan  Anwandnnren  der  tllnniniiaii  Thtorit  dar  ELaaUillil 
anf  Htm  U  dar  Tachnik  bnande«  •rlehüfaa  TUla  id  ^MKhUtifan.  Die  Rcaaltata  dIaMi  Slndian 
llf^an  nna  jalit  in  aüa«B  liamUch  omTaDgraichafl  Werha  vor,  nnd  man  kann  dam  ^>^luaa^  nur 
Dank  wlain,  daft  ar  nDaara  daDticha  littaratnr  um  «in«  Schrift  banichert  haL,  wasche  ainanait» 
dam  Tadmikar  da*  Eclenan  dar  tVmma  TliHKia  ■mtirllchl.  ihm  ütaar  dia  Ciaiiatrkall  lalnat 
Rainluia  nad  dIa  ZnLii^kelt  dar  In  dar  Pruii  flMlchan  Vannaiaunnren  Aorachlab  giabt.  anderai- 
aatta  du  HaUiamMikar  balahrt,  wie  dub  («i  das  allranaiDataD  Glaichiingwi  dar  BaitagiD^B 
B>d  daa  GlaiehrawlehU  allitiach*r  Kbpsr  in  apniaUan  FIlLan  prclingai  kum,  nnd  ihm  dla  ^rolka 
MBh*  Bod  Zail  «npul.  In  den  AtMlan  dar  Taabaiker  im  Wiitn  Ton  dar  Spran  in  anndarn.  Ea 
•rvfüt  daher  diM«»  Handbuch  da*  twUrnla  Wtrfc  daa  fruiSiiithen  PhTalien  Lam«,  «eich» 
■Dirttlieh  dla  aUgemalBan  DJEeranUal^^hDiinB ,   ibra   atannlao  TruarannaÜanaB ,   dia  Ttaenria 

.__  .. «,_.._..__  -. j  .1 .._■.__  „: ._j^  bahandell,  wihrenit  Harr  Clebaah 

.ibonran  dnreh  Knbare  Ki-ifta  in  Betracb- 
(Uleririachea  Cantralblatl  IWS,  No.  )1.] 

Theorie  der  binfiren    algehraiBchen  Formen.     [VIII 


.  467  S.]     gr.  8.     1871.     geh.  n.  JK  11. 


Oagandber  dam  Ten  Rnu  nadlar 
ftDptniliUI   r-    ■--    '■■-■' ---  - 


iSalnu» 

«hau  Lehrhonb«,   walnhM   bidw 

Ihm  anboB  T« 

10  Jkhmi  Bla  dar  riahUgata  ar- 

baateht  darin,  dafa  m 
Umalnnd,  dafa  nur  dj 
aohalat.    Der  Varfaaai 

dbkta  JA  dAflBlervB^  ( , ,    .._.. .__  _. ..__   -_-— 

•sblaa.    mala  Analoht  b*t  Im  Laofb  dar  Zeit  um  ao  mabi  dah  bal  Um  taaUgaa  mBaHD,  i... 
gtnda  UarTOD  ■oagtbaod  Herr  Oordan  dan  wtohtlgan  Sali  fud ,  dab  dl*  Anühl  der  id  Jadar 

Form  BabOrlgen  InTarlaaten  und  KoTarlantozi  a'~"  --""-*■-  --'-  - — ■  —^  *»— ^-.  d-*__ 

dann  vladar  i^afan  %      '  ' 

wardan  kOnnm 
wlokelUii  Cbui 

Indrm  dieae  Und  ander«,  aof  frObeni  Arbaitan  daa  VerfMaan  faarDhendan  üntomabiUBeb 

hrllsh  babudalt  aisd,  lal  dam  erwUmtan  Warke  gagentlbar  eine  ubr  weaanUIgh*  VoiMoI- 

vitikaliiBg  gagabeo,  «fliehe  bla  an  dam  nanaatan  Bt*nda  dlaaar  DiaalpllB  fuhrt. 

Andraneiu  wird  in  dam  Werke  dla  KnuatriKha  inlarpraudon  barbekdehtiM,  waleha 
nebaa  den  aJcchmiichan  Unteranehnnren  harrebl,  nnd  weiche  incieieh  dia  Gnuidlwa  aar  avDiba' 
u......  ,. .^.  .:.._    -. _.:.!.  j..  -ri^rte  dar  Ponktraihaa  onif  SlrahlanbUaeheL 


ttachen  Geometrie  liarart,  nlmlicb  dla  Theorie  c 


Ea  itl  endlich  ein  Rrobaa  Gewiehl  anf  aaaraiirlicha  BdundlnPK  ebilgir  ProMraa  («lagt, 
welche  dam Sladlerendan  tla  Hnater  fbr  dia  Bahandlnnv  nlgnbniiicher  Isafen  dienen  kOnnaB,  and 
weiebe  ihn  a»  nneh  prakbaeta  in  einen  dar  wiehUt«l*n  Teile  der  Deoam  BUtliaraaUk  alnnUim. 


— '—  -■    VorlcBungen  über  Geometrie.     Bearbeitet  und  faeraos- 

gegeben  von  Dr.  Ferdinand  Lindemann.     Mit  einem   Torwort 

von  Felix  Klein.     Erster  Band.    [Xu  n.  1060  8.]    gr.  8.    1876. 

geh.  n.  JL%^. — 

Auch  in  »wei  Teilen: 

I.  Teü  fS.  1—4961.    n.  JL  11.80. 
II.     „     [3.  I-XII  n.  497— lOBO].     n.  JL  12.80. 
n  badBfwoU  luou  «Inar  nUani  BrkUniDB,  wann  naah  dam  nni  kUia  fWi  nftlttan 


_  A.  Glebaoh  alibUd  der  Oadioke  anlatud,  aalne  TorlMongaa  flbai 
B«HW|  wHvu«  ftr  daa  Stndlom  dar  'WiiaaDiDhaft  Ton  ao  barTart*0«iidem  Xlnflnaae  wiuwi, 
»llgamalB  ■oftnBUeh  an  m*ebBii.  Ba  baalebt  alob  diaa  aoirotal  anf  dla  aaaaobllabUah  feo- 
matflasban,  ala  aaeh  anf  elnialna  Abaobnitta  nodaler  Tarleaangan,  anwait  In  IctitsraD  ga»- 
maBrlaeb*  AoblMBa  BtlaBeDtllob  bahuidalt  worden.  Dem  Haranagabai  Bai  anmlt  dl»  An^ba 
—   '~  —--*■-«--.-'—   *-(g||]Qaaa  an  dan  Tortrag,  wofbr  Ihm  mahrara  naabgaeobriabana  Haft« 


anr  Varnsnug  ataudan,  uid    tellwalaa   nnler  Banntanng  tod  Ulabaoh  banahiandi. 

•krtpt*  ein  anaammanhABBandea  Bild  der  TCraohiedanan  gaomeirlaohen  DlaElplUen  an  entwer- 

...    v____. -._.. .  ^^^  a»dnnk«iganma,  weloh«  den  Torleannuan 

__„ während  aonasb  bi  den  eiatan  Abteilungen  dla 

in  äaalahtqinnkta  vorwalten,  dringt  aiah  aohon  bei  den  Eegalaehnlttan,  han. 
Ordnung  die  Notwendigkeit  afnaa  eingebenden  Stndiama  der  Inrarlantan- 
.  dlaier  algabralaobe  Chaiabtet  kamni  bei  weiterem  Fottaohreltan  immer 
l.  Andereraaita  lall  da»  Bush  aneb  in  Jan*  dbaiani  fmohtbaroi  DnUmobDO- 
tlnb«  an*  dar  Tbaorie  dar  alliptiiBhan  nnd  Abalaohen  {'anktlanMi ,  aowl*  d*t 
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«  Zlals  boHlchniB 
Q  mtlir  bHOhcftnkt, 


genhRm  aablld*. 

Olebsob,  Dr.  A.,  und  P.  Oordan,  ProfeBsor  in  Erlangen,  Theorie  der 
Abel'scheo  Functionen.  [Xm  u,  333  S.]  gr.  8.  1866. 
gek  n.  JK  7.20. 

Dl«  HBma  VcrfktiEr  iBcliea  [b  dlauni  Wxk*  die  ThMrIa  dar  AbsUchtm  FnnkUMiea  uf 
•ina  gtai  UHU  W*!»  IB  b«|tT«ndsn.  welche  du  Inlemu  der  MilhemtUker  in  hoben  Gnda 
erteil  nnd  du  VenUndnli  der  Theorie  «»eotlieh  gefBrdett  hat, 

EKirdan,  Dr.  Paul,  ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  ünirersitftt 
zu  £rlangen,  über  das  Formensystem  bin&rer  Formen. 
[52  S.]     gr.  8.     1876.     geh.  n.  jK  2.— 

Hesse,  Dr.  Otto,  weil.  Professor  am  känigl.  Polytechnikum  zu  München, 
Vorlesungen  aber  analytische  Geometrie  des  Baumes, 
inBbesondere  Über  OberflBchen  zweiter  Ordnung.  Bevidirt  und 
mit  Zusätzen  veraehen  von  Dr.  S.  Gundelfinger,  a.  o.  Professor 
an  der  Universität  zu  Tübingen.  Dritte  Auflage.  \XVl  u.  546  S.] 
gr.  8.     1876.     geh.  n.  JC  13.— 

,,Ung«chlel  de>  bcdctenden  Auftchwunf«,  «elcheo  die  tn.lyliiche  GeoBielrie  n.iBeiit- 
lieh  tan  Veileufe  dei  lelilen  VierteljihrhdnderU  etseneile  Aarch  die  Erwe^temnr  d«  Koordinatm- 
begritC«,  uidcreneiU  dunh  die  Foruchritle  der  ilfibniediep  Melhoden.  besonder!  in  der  Thsorla 
der  [lelenniiitiiten  nnd  der  bsmonnen  Fnihücnsn,  rraoininen  hal,  fahlie  e>  doch  noch  bi>  vor 
korziini  tn  Einem  Lehrbnchs,  weichet  «elKn«  gawetm  wtre,  den  SlndJernnden  der  Mllhemtlik 
iBr  Einfühmnic  in  diet*  neuncn  Diuiplinen  lu  dienen.  Vir  die  iniJirtiicha  Gtamelrie  dar  Ebene 
iil  ID  dieieoi, Zwecke  den  deuucheo  JUn^m  der  WitienKhiCl  ein  iridiligti  Hlirtmiltal  in  d« 
Fiedlenchen  UbenraimnK  deg  SaUnonichen  Werka  in  die  Hand  genben  worden:  ftr  die  dat 
Ranmei  wird  die  irwlhnle  LUeka  unterer  mathemalilchfln  Litteralar  aaf  eine  anireiaichaala  WeiH 
durch  dal  mrliegende  I^hrbach  tuiremill.  DlCi  der  Verfaiier  dettelben  nr  allen  berechli« 
«u,  in  dieie  Lücke  eininlrelen,  dam  hat  er  lieh  den  Antpmrh  durch  aeln«  rUilin  MitHirkniit 
am  Anibas  icwehl  der  analTliich - geomeUitchen   Methoden,  al>  der  hiermit  Im  Zuiammenbuir« 

Werket  abiehen,  ümtcnehr,  aU  dietelbe  nur  aa/ Anerkennung  d«°diHn '^Itrre'iegien  Talenlct  nnd 
der  MeitlerHhiA  in  der  Darilcllnnrawdie  hintqtlasreo  kSnnte.  —  jFol^  lnh.rt»nRabe.|  —  FBi 

«omeliluhen  ThenriMU  erhalten  wo'lu"  kann  "ai'To^ennde  Werk''Si'^inr™de''r''i^chtlnteii  Hilft- 
niltel  beieiehBel  werden  n.  i.  w."  |0.  Fori  in  (Ter  ZeiuchHfl  Tut  Hathemalik  u.  Physik.! 


-  sieben  Torlesungen  aus  der  analytiacben  Geometri 


der  Kegelschnitte.  Fortsetzung  der  Torlesungen  aus  der  analy- 
tischen Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises. 
[Separatansgabe  aus  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.] 
[52  S.]    gr.  8.    1874.    geh.  n.  ^1.60. 

VergrUran. 

'  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  ge- 

raden Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  inderEbene.  Dritte 
Aufli^e,  revidiert  von  Dr.  S.  GcNOELFiNaEB,  Professor  sju  Orofs- 
herzoglichen  Polytechnikum  zu  Darmstadt.  [Vm  u.  230  8]  gr.  8. 
1881.    geh.  n.  J(,5.20. 

„Man  kam  ohne  ÜbenreibsnE  behaupten,  dafi  et  lehr  wenire  Bücher  riebt,  die  tut  den 
:laen  Raune  tod  UO  Selten  eine  soiche  Fülle  Ton  Naierial  In  einer  lo  eloKtntcn  ud  durehan) 
Iren  Daratellnnf  bitten  u.  I.  w."  [Schllmllch  in  d.  Zelttehr.  f.  MtlhemaUk  s.  Phyiik.] 
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Ueber  die  Stellung  dieser  Vorlesongeo  zu  den  bisher  in  deutscher 
Sprache  erschienenen  Invariantenwerken,  sowie  Über  den  Inhalt  und 
die  Ziele  der  vorliegenden  Bearbeitung,  habe  ich  mich  bereits  im 
ersten  Bande  ausgesprochen.  Doch  dürfte  ich  vielleicht  das  Eine  noch- 
mals betonen,  dass  es  der  Gordan'sche  S&iz  von  der  Endlichkeit  des 
Fornieneystemes  ist,  auf  dem  das  ganze  Werk  seine  Grundlage  findet. 
Diese  einheitliche  Basis  habe  ich  stets  beizubehalten  gesucht,  wenn 
ich  auch  in  der  Bearbeitung  mir  grundsätzliche  Aenderungen  in  der 
Anordnung,  Systematisimug  und  Gliederung  des  Stoffes  erlaubte,  wozu 
mich  mancherlei  Gründe  veranlassten. 

Wer  es  je  unternommen  hat,  in  ein  so  abstractes  Gebiet  wie  die 
Theorie  der  Invarianten  tiefer  einzudringen,  ein  Gebiet,  das  manchmal 
durch  die  SprÖdigkeit  seiner  Materie  einer  anziehenden  Darstellung 
nicht  unwesentliche  Schwierigkeiten  bereitet,  der  hat  vielleicht  leb- 
hafter als  sonst  das  Bedflrfniss  empfunden,  die  wesentlichen  Methoden 
und  deren  Tragweite  und  innem  Zusammenhang  rasch  zu  erkennen. 
Und  wer  bereits  auf  dem  Gebiete  heimisch  war,  der  mochte  von  einem 
neuen  Werbe  insbesondere  Klarheit  über  das  Wachsthum  der  einzelnen 
Theile  und  tiber  die  Gestaltung  der  Grenzen  fordern,  bis  zu  welchen 
die  Forschung  in  diesen  Theilen  neuerdings  gedrungen  ist.  Beiden 
Bedürfnissen  suchte  ich  gerecht  zu  werden. 

Dementsprechend  fasste  ich  die  Processe  filr  invariante  Bildungen 
zu  einer  ersten  in  sich  abgeschlossenen  Gruppe,  die  Untersuchungen 
Qber  die  Formen  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung  zu  einer  zweiten, 
und  die,  insbesondere  auf  Grund  des  oben  erwähnten  Fundamentai- 
satzes  sich  entwickelnden  Theorien,  zu  einer  dritten  Gruppe  zusammen. 

Ich  leugne  nicht,  dass  hiebei  vielleicht  der  erste  Theil  stellen- 
weise grössere  Schwierigkeiten  dem  Studium  bieten  m^  als  der  zweite, 
oder  selbst  der  dritte,  und  gebe  zu,  dass  der  lebendige  Vortrag  des 
Lehrers  vielleicht  mit  den  quadratischen  Formen  binnen  und,  in 
concentrischen  Kreisen  sich  ausbreitend,  an  den  geeigneten  I 
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IV  Vorwort. 

allmählich  die  allgemeinen  Theorien  entwickeln  wird.  Allein  das  Lehr- 
buch gestattet,  verwandte  Theile  ein  und  desselben  Gebietes  nicht 
bloss  nach  einander,  sondern  auch  neben  einander  zn  durch- 
forschen, und  insbesondere  kann  hier  das  Studium  des  zweiten  Theilea 
Hand  in  Hand  gehen  mit  dem  des  ersten,  sobald  nur  fUr  die  ein- 
facheren li^lle  die  Grundprocesse  verstanden  sind.  Uebrigens  habe  ich 
in  mannigfachen  Beispielen  und  Anwendungen  an  jeder  Stelle  die 
Theorie  vorzubereiten  oder  doch  wenigstens  nachträglich  zu  erläutern 
gesucht. 

F(ir  mich  aber  war  die  enge  Verwandtschaft,  welche  zwischen 
den  Processen  der  Invariantenbildung  besteht,  zu  wicht^,  als  dass  ich 
unt«r  Zerstörung  des  Bildes  von  ihrem  innem  Zusammenhange  sie 
räumlich  trennen  durfte.  Denn  nur  dadurch  wird  die  jeder  Theorie 
and  jeder  Methode  zukommende  Bedeutung  weder  Über-  noch  unter- 
schätzt, dass  sie  den  verwandten  Theorien  und  Metboden  enlgegeu- 
gestellt  ist.  So  erscheint  hier  alsdann  der  Faltungsprocess  als  die 
Fundamental  Operation,  aus  der  sowohl  der  Ueberschiebungs-  als 
der  Omegaprocess ,  den  ich  als  Ueberschiebungsprocess  für  Formen 
mehrerer  Reihen  Variabler  bezeichnen  möchte,  sich  zosammensetzen ; 
so  zeigt  sich  der  Aronhold'sche  Process  als  ein  Polarenprocess,  nur 
dass  OoeMcienten  .ond  Variable  ihre  Bedeutung  als  solche  im  Momente 
der  Anwendung  des  Frocesses-  vertauscht  haben. 

Indem  ich  aber  so  die  Processe  fOr  invariante  Bildungen  im  Zu- 
sammenhange darstellte,  gewannen  auch  die  andern  Theile  an  innerer 
Einheit,  so  dass  ich,  um  nur  einige  Beispiele  hervorzuheben,  die  voll- 
ständige Theorie  der  quadratischen  Formen,  soweit  sie  gegenwärtig 
bekannt  ist,  in  einem  Zuge  erledigen  konnte,  und  der  Beweis  von  der 
Endlichkeit  des  Formensystemes  nunmehr  ohne  fremdartige  Zwischen- 
sätze in  knapper  und  prägnanter  Weise  sich  darstellen  Hess.  Bei  aller 
Freiheit  der  Darstellung  habe  ich  mich  indess  stets  auf  den  von  Gordan 
selbst  gebotenen  Inhalt  beschränkt  mit  wenigen  Ausnahmen,  die  sich 
auf  die  allemeuesten  Arbeiten  anderer  Forscher  beziehen.  So  möge 
denn  diese  Arbeit  als  ein  getreues  Spiegelbild  seiner  Vorlesungen  und 
einschlägigen  Arbeiten  vor  die  mathematische  Welt  treten.  Möge  sie 
im  Gegensatze  zu  dem  Zuge  nach  Verallgemeinerang,  der  sie 
gegenwärtig  zu  durchziehen  scheint,  durch  die  hier  gebotenen  mannig- 
fachen neuen  Resultate  auf  bekanntem  Gebiete  auch  die  Lust  zur 
Vertiefung  einer  Disciplin  wieder  stärker  beleben. 

Nflrnberg  im  Juli  1887. 

tieorg  KerscheDstciner. 
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Erster  TheiL 
Processe  für  InTulaBte  Bildangen. 

§  1.     Iiineare  TransforniBtion  und  Faltangsprooew.  ^fui.^^_, 
1.    Einfühnmg  der  SymboUk.    Jeder  homogene   algebraische  Ana-  ^"^-^—^...^^t^ 
drack  n*^  Grades  zwischen  zwei  Variaheln  x^  und  x^  wird  ala  „binare  "^ 

Form"  bezeichnet  Eine  eolche  binäre  Form  ist  allgemein  dargeetellt 
durch: 

f(x)  =  ax,*  +  bXi'^^Xj  +  ca;,"~*a^*  -|_  ■ . .  -(-  gj^»,  (i) 

Viele  Untereuchnngen  lassen  es  bequemer  erscheinen,  an  Stelle  der 

einfachen   Coefficienten    a,  b,  c  . . .  etc.   Grössen   mit   Binomialcoe^- 

cienten  mnltiplicirt  einzuführen,  also  f(x)  in  der  Form  eu  schreiben: 

f{x)  =  ä^x,'  +  (j^  ä,x,'^%  +  (^^  ^xr-*x^^  -\ ä,  a:^" .      (2) 

Man  kann  noch  einen  Schritt  weiter  geben.  Der  algebraische  Aus- 
dmck  rechts  erinnert  in  mehr  als  einer  Beziehung  an  die  binomische 
Entwicklnug 

^)1    ,_.    .    ,-,    .^  ,    .       (3) 

+  (a)  «r "«i*«!"  "3^  +  •  •  •  o»"a^" , 

welche  mit  der  Darstellang  (2)  die  Homogeneitat  in  x^  und  x^,  die 
Zahl  und  Dimension  der  Glieder  und  die  Binomialcoefficienten  gemein 
hat  FOgen  wir  hinzu,  dass  die  (n  -|-  1)  Constanteu  der  Form  f(s^ 
durch  die  (»  +  1)  Producte  a,",  ö,"~'Oj,  a^^a^  ...«,"  charakt«risirt 
sein  mögen,  so  ist  die  binare  Form  f{x)  auch  vollsüindig  definirt  durch 
den  symbolischen  Ausdruck: 

vermöge  welchen 

a,"  als  Symbol  fUr  o,, 

"i""'«j  „         ^  »    ^ 

ai"*«s'  „         «  „    a% 


Oj*  als  Symbol  für  o, 
za  gelten  hat. 

Oord*D,  InTatlMileii.   H. 
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2  Erster  Theil. 

2.  JHeArcre  Symbole  ßr  ein-  und  dieselbe  Form  f.  Diese  eine 
Symbolreihe 

genügt  indesB  nicht,  nm  jedes  beliebige  A^regat  aus  den  OoefGcietiten 
TOD  f  in  der  Weise  symbolisch  darzustellen,  daes  man  auch  rückwärts 
ans  dem  symbolischen  Ausdruck  den  wirklichen  eindeutig  zu  bilden 
TermÖchte.     So  wäre  beispielsweise  das  Product  Og  •  o,  durch 

symbolisch  darzustellen.  Aus  dem  Ausdrucke  o,^''~^aj^  lässt  sich  aber 
umgekehrt  das  Product  der  wirklichen  Coefficienten  nicht  mehr  ein- 
deatig  bestimmen.  Derselbe  kann  auch  noch  als  Symbol  für  Og  ■  a^ 
und  Ol  •  a^  gelten.  Diese  ündeutlichkeit  lässt  sich  aber  vermeiden, 
wenn  man  neben  der  einen  Symbolreihe  a^^'^a^''  noch  so  viel  weitere 
Symbolreifaen  &i''"^Vf  ''i ""*•'»*)  ■  ■  ■  ^^-  einführt,  als  das  betreffende 
Glied  des  Coefficieatenaggregates  unsymbolische  Factoren  a*  besitzt. 
In  diesem  Falle  sind  die  symbolischen  Ausdrücke 

0,  ■  dg  —  ö,"-*a,*'  6,"-'iyi=  c,"-*C3  -  di'—'di^  =-  etc. 
a^'  =  o,"— *Oj*  ■  &,"— *ftj*  ■  Ci'~*ej*  =  etc. , 
hin  und  znrück  nur  auf  eine  Weise  zu  deuten,  in  welcher  Vertauschung 
auch  die  symbolischen  Factoren  rechts  auftreten.     Die  Form  f  selbst 
ist  alsdann  durch  jedes  der  symbolischen  Prodncte 

in  gleich  berechtigter  Weise  repräaentirt. 

Diese  Symbolik,  von  der  wir  nunmehr  in  den  meisten  Unter- 
suchungen Gebrauch  machen  werden,  wurde  zuerst  von  Aronhold 
(Crelle's  Journ.  Bd.  39  und  55)  eingeföhrt,  und  von  Clebsch  (Crelle'a 
Journ.  Bd.  59)  systematisch  ausgebildet.  Etwas  früher  als  diese  Beiden 
hatte  Cayley  eine  andere  symbolische  Methode  entwickelt,  die  im 
30.  Band  von  Crelle's  Journ.  1846  niedei^elegt  ist.  Beide  Methoden 
erweisen  sich  in  gleicher  Weise  fruchtbringend  für  die  Untersuchungen 
der  Inrariantentbeorie. 

Seispid.     Die  quadratische  binäre  Form 

f(x)  —  0^X1"  +  2a,fl:,a:,  +  ^ar,* 
ist  symbolisch  dai^estellt  durch 

/■=  Oi'Xj'  +  2a,aa3;,a;g  +  Oj'ic,*  —  o«'  ="  bi'  =  c^*  =  etc. 
Ihre  Diacriminante  ist  bekanntlich  (vgl.  auch  Bd.  I  Nr.  182) 
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Proceaee  für  invariante  Bildnngeii.  3 

Dieses  CoefficieDtem^gregat  gelit  unter  EiafObrimg  der  sjmbolisclien 
Coefficieaten  fiber  in 

oder  auch  in 

Durch  Addition  dieser  beiden  Äusdrttcke  erhält  man  a,^^ 

2  J>  =  (a,6j  —  \a^  =  (06)»  (vgl.  auch  Bd.  I  Nr.  18j 
als  einfache  ajmboliache  Darstellung  der  Discriminante  von  f, 

3.  Lineare  Transformation.  Wir  wollen  nun  zunächst  untersuchen, 
in  welcher  Weise  eine  lineare  Transformation  den  symbolischen  Aus- 
druck einer  binären  Form  ändert,  und  zu  dem  Zwecke  ons  auf  ein  ein- 
faches Beispiel  beschränken.     Die  quadratische  Form 

/■(a:)  =  fl,*  =  a^Xj*  +  2a,a!,a^  +  a^x,^  (1) 

unterwerfen  wir  der  linearen  Transformation: 

3^1  =  £1^1  +  %»»     j  «j 

^1  =  Istfi  +  ViVi  ■  I 
Die  Determinante 

der  Substitationscoefficienten  nennen  wir  den  „Modul"  der  Transfor- 
mation.   Das  Resultat  der  Substitution  (I)  in  (I)  liefert: 

V(S)  —  »odiJi  +  V,St)'  +  2o,({,!(,  +  iJ,J(i)  ({,»,  +  ItV,) 

+  i%(Si!'i  +  1i»<)' 

+  2ä(,y,K£,ii,  +  »,({,11,  +  i,ii,)  +  0,1,11,) 
+  »!*fili'  +  2ö,ij,)j,  +  ä,ti,'). 
Setzt  man  hierin: 

J.i,'  +  2».{,i,+a,6,'  -i^i 

^li»!  +  »iCfeii  +  liis)  +  <h6.i.  —  Ä  (n) 

^%'  +  2»,%i(, +  o,iii'  —A,l 

so  wird  durch  die  Transformation  (1)  aus  f(x) 

v(<i)-Ä,9'  +  ^Ä<i,),  +  Äy,'.  (2) 

FQhrt  man  nun  einestheils  in  f(x)  für  die  unsy mbolischen  Coe^cienten 
a^,  a,,  o,  die  Symbole  a,^,  a^o,,  a,^  und  ebenso  fQr  die  Coe^cienten 
A^,  Af,  A^  der  transformirten  Form  ^(jf)  die  Symbole  A^*,  A^A^,  A^* 
ein,  so  erhalten  die  Relationen  (II)  die  Form: 
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(«111  +  0»%)'  — V     -=^»*       ^ij. 
In  deraetben  Weise  eigeben  eich  Fdt  die  Coe^cienten  At  der  traos- 
formirten  ip  =  Ä^  einet  Form  /"■=  o^  die  Relationen: 

2,  -  ^,— A'  -  («,1,  +  «.w—  («,1,  +  «,1,)'  -  <■..-'«;■ 

Man  erkennt  daraus  folgendes  Gesetz: 

„Bezeichnet  mau  die  areprüngliche  Form  mit  f  =  a^,  die  trans- 
formirte  mit  ip  ••=  A',  so  geben  die  symbolischen  Coefficienteu 
Ay,  Ai  aus  den  symbolischen  a^,  o,  durch  die  Transformation: 
A  =  s.a. +  {.,.._„. 

J,=  ijifl,  +  Is^s  ■=  «ij)  - 

hervor,  eine  Transformation,  die  d%n  gleichen  Modul  ^  wie  (I) 
besitzt,    und    sich   Ton    der   ursprünglichen   (I)   nur   dadurch 
unterscheidet,   dass  iu   den  CoefQcienten  derselben  die  Hori- 
Eontal-  mit  den  Verticalreihen  vertauscht  sind." 
4.  Cogrediette  und'Contragredwns.    Die  Grössen  O;  einestheils   und 
die  Grössen   Xi  asdemtheils  treten  dnrch  die  Transformation  in   eine 
gewisse   Beziehung,  die  man  mit  Contragredienz  bezeichnet  hat. 
Während  nämlich  die  Grössen  Xt  durch  die  Substitution  (I)  in  die 
neuen  Variabeln  y«  übergehen,  transformiren  sich  die  Grössen  Oi  durch 
die  Substitution  (III)  in  die  neuen  Grössen  Ai.    Man  nennt  die  Sub- 
stitutionen (I)  und  (III)  contr^redieate  Substitutionen,   und  ebendes- 
halb die  Grössen  Of  und  Xi  coatragrediente  Grössen. 

Grössen,  die  denselben  Substitutionen  unterworfen  sind,  nennt  man 
cogiediente  Grössen.  So  werden  wir  im  nächsten  §  Formen  mit 
zwei  Reihen  Variabler  x  und  y  hennen  lernen,  welche  wir  als  cogre- 
dient  bezeichnen  müssen. 

Bei  den  binären  Formen  sind  übrigens  cogredieute  und  contra- 
grediente  Grössen  nicht  wesentlich  verschieden.    Denn  lösen  wir  Sub- 
stitutionen (III)  nach  Oj  und  %  auf,  so  finden  wir 
(-a,).^  =  |.(-^)  +  ,?.^, 
a. .  ^  -  U-  Ä,)  +  fi,A, . 
Für  —  <Js  und  o,  ist  also  die  Transformation  genau  die  nämliche,  wie 
für  Xj  und  Xj-,   oder  mit  anderen  Worten:   x,   und  x^   sind   mit  —  a^ 
und  a,  cogredient.  —  Wir  werden  später  von  dieser  Eigenschaft  öfter 
Gebrauch  machen,  wenn  wir  in  symbolischen  Froducten  gemäss  dieser 
Cogredienz  s,  durch  —  a^,  und  x^  durch  a,  ersetzen. 
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5.   Definition  der  Invarianten.     Betrachtiet  mau  nun  zwei  Reihen 
symbolischer  Goefficieuteu  A  mid  B,  Dämlich 

und  bildet  aus  ilmeo  die  Determinante 

80  ist  nach  dem  Hnltiplicationegesetze  fKr  DeterminaDten  (Bd.  I  Nr.  70) 
MJ))-^.(ai),  (1) 

wobei  ^  der  Modul  der  Transformation  (I)  Nr.  3  ist 

Liegt  daher  ein   beliebiges  Product  solcher  Determinanten  (_-d.S) 
vor,  etwa  {ABy  (ÄC)' (_BC)ii,  so  besteht  immer  die  Beziehung 

(ABy  {Acy  {Bcy  =  ^"H-^  •  (aby  («c)-  {bcy .         (2) 

Dieselbe  lehrt: 

,^rgead  ein  Product  von  Determinanten  (ab) . . .  aus  sjmbo- 
tischen  CoefEcieaten  a,b,c...  ändert  sich  nicht  [bis  auf  den 
Factor  ^J^  des  Subatitutionsmoduls],  sobald  die  Form 

/■  =  o^  =  J»  1=  (^  =.  etc. 

linear  transformirt  wird.    Denn  das  von  den  Coefficieuten  der 

transformirten  Form 

qs  ==  ^;  =.  B;  ==  C;  =  etc. 

gebildete    gleiche   Product    unterscheidet    sich    seinem   Werte 

nach   von  dem   ersteren   nnr   um   eine    bekannte   Potenz   des 

Moduls,  wie  die  Beziehung  (1)  lehrt." 
Man  sieht,  solche  symbolische  Determinantenprodnot«  sind  linearen 
Transformationen  gegenüber  unveränderliche  algebraische  Ausdrücke. 
Nun  stellen  dieselben  aber  stets  Aggregate  der  wirklichen  Coefäcienten 
von  f  dar,  wenn  nur  jedes  Symbol  a,  b,  c  in  einer  Potenz  auftritt, 
welche  gleich  ist  dem  Grade  der  Form  f  in  x.  Es  existiren  also  für 
jede  Form  f  gewisse  weitere-  algebraische  Formen  ihrer  Coefficienten, 
die  bei  linearer  Transformation  unverändert  bleiben. 

Wir  nennen  dieselben  „Invarianten"  von  /  und  jedes  symbolische 
Product 

i  =  (aby  {acy  (6c>  ...  (3) 

'  stellt  eine  solche  luvariante  dar,  vorausgesetzt,  dass  die  Summe  aller 
Exponenten  von  a  sowohl,  als  von  b,  c  etc.  gleich  n  ist,  wenn  n  den 
Grad  von  f  ia  x  angiebi 
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Die  Gleichung: 

(ÄBy  (ACy  (BC)e  .  , .  ~  z/^+'+e  ■  ■  {ab)"  (ac)'  (fec)?  ...  (4) 
ist  also  DefinitioDsgleichung  &ii  InTarianten.     Sie  sagt: 

„Eiae  iDvariante  ist  eine  solche  Verbinduog  der  Coefficienten 

TOD  f,   welche  die  Eigenschaft  hat,  bis   auf  einen  bekannten 

Factor   ^^   in  ihrem  Werthe  uoTerändert  zu   bleiben,  sei   es, 

dass  man  sie  aus  den  CoefEcientou  der  ursprünglichen,  sei  es, 

dass  man  sie  aus  denen  der  transformirten  Form  bildet." 

Anmerkung.     Wir  haben    in  Nr.   3    gesehen,   dass   durch    lineare 

Transformation  das  Symbol  a,  Qbergebt  in  a^  und  das  Symbol  o,  in  a^. 

Ersetzen  wir  also  in  dem  nichtsymbolischen  Ausdruck  der  Invariaiite  i 

den  Coefficienten  a^  =■  a^'  durch  a^',  ß,  — ■  «i"-'aj  durch  O;"— 'a,,  etc., 

so  erhalten  wir  die  entsprechende  Invariante  /  der  trausformirten  Form. 

Da  nun  aber  nach  Definitionsgleichung  (4)  die  Beziehui^ 

I^^^  .i 
bestehen  muss,  so  folgt  daraus  durch  dieselben  Schlüsse,  die  wir  schon 
in   Bd.  I   Nr.  141    bei    Untersuchung  der  Resultante   zweier   Formen 
gezogen  haben,  dass  jede  Invariante  homogen  und  isobar  vom  Ge- 
wichte X  ist. 

6.  Definition  der  Covarianten.  Das  symbolische  Produet  i  (Nr.  5,  (3)) 
behält  aber  diese  InTarianteneigeuscbaft  noch  bei,  wenn  wir  es  mit 
symbolischen  Factoren  a,,  b^,  c^  ...  multipJiciren.  Denn  ein  solcher 
linearer  Factor  geht  durch  die  lineare  Transformation  nur  wieder  in 
einen  linearen  Factor  über.  Multiplicirt  man  nämlich  die  erste  der 
Rektionen  (III): 

mit  y,,  die  zweite  mit  y^  und  addirt,  so  erhält  man: 

Avi  +  ^^y*  =  «1  Üiy,  +  ViVs)  +  «» (.^Vi  +  v*  y%) 

oder 

vi,  =  o,. 

Wir  nennen  ein  solches  symbolisches  Produet,  das  ausser  den  Deter- 
minanten {ab),  {bc),  ...  etc.  . . .,  —  die  wir  in  Zukunft  Factoren 
zweiter  Art  oder  Klammerfactoren  nennen  wollen,  —  auch  noch 
Factoren  o,,  b^,  c,,  ...  etc.,  d.  i.  Factoren  erster  Art  enthält,  eine 
Covariante. 

Die  DefinitioDsgleichung  für  CoTarianten  ist  sonach: 
{AB)"  (ACy  {BC)e  . . .  ^"BJO;  ... 
=  ^^+H-e.-. .  {aby  {acy  {be)--:  . .  a^blc^  ....  ^^^ 
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Sie  sagt:    „Eine  CoTariante  ist  eioe  solche  Yerbindang  der  Coefficienten 

und  Variabela  tob  f,  welche  die  Eigenscliaft  hat,  bei  linearer 

Transformation  tob  f  sich  nur  um  einen  Factor  ^'  zu  ändern." 

Aach  hier  musa  —  soll  das  symbolische  Product  eine  wirkliche 

Covariante  der  Form  b*"  Grades  /"=  a"  sein  —  jedes  Symbol  in  einer 

Potenz  auftreten,  die  gleich  »  ist,  d.  h.  es  muss  sein: 

fi,  Jf  V  -\-  0  . . .  ^  n   1 

^  +  p  +  r...  =  «      .  (6) 

7.  Beispiele  von  simnüanen  Invarianten.  Ein  symbolisches  Product 
wie  (4)  oder  (5)  kann  auch  eine  CoefGcientenTerbindung  Terscbiedener 
Formen 

darstellen,  und  wir  nennen  es  alsdann  „simultane  Invariante,  bezw. 
CoTariante"  dieser  Formen.     In  diesem  Falle  muss  natürlich  sein: 

f,^v-{-6...  =  n   , 

^  +  p  +  t: .  . .  =  m      .  (7) 

V  -\-  Q  +  x...  =  r    > 
Eine  solche  simultane  Invariante  ist  z.  B.  die  Resultante  zweier  Formen. 
(Vgl.  Bd.  I  Nr.  147.)    So  kann  auch  der  Elammerfactor  {aa)  als  simul- 
tane InTariante  der  beiden  linearen  Formen 

aufgefasst  werden. 

Ebenso  ist  die  Determinante  der  Coe^cienteu  dreier  quadratischer 
Formen 

/"=»  On«!*  -|-  2a,a:,Xg  +  a^x^ 
9»  =  Jd^i* -}- 2&,a^a^  -'(-b^x^ 
*  =  Co^i*  +  2ciXiX^  +  ^«g* 
eine  simultane  lurariante.     Denn  fOhrt  man  in  diese  Determinante 
«0      «1      o» 

ü=  ^0  &;  &; 

Co     ^     ^ 
die  symbolischen  Coeificienten  ein,  so  wird  sie 


«■' 
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8  Brüter  Theil. 

Diese  Determinante  hat  den  Werth  (vgl.  Bd.  I  Nr.  40,  Anmerk.) 

li  ^  (ab)  (bc)  (ac) . 
Die  Function  R  lässt  sich  also  durch   ein   eymbolischea  Product   dar- 
stellen und  ist  folglich  Invariante. 

Beispiele  von  In-  und  Covarianten  eineeiner  Formen.  Die  cubiBche 
Form 

/■(a:)  =  a,'=&,'=(ir'  =  £t*  =  ...==  Ofla;,' +  3o,  «,*«(  + 3a,  a:,*,*  +  <»i**' 
hat  eine  Covariante  {ab)*axba.  Ihre  nichtsymholbche  Form  erhält 
man,  indem   man  die '  symbolischen  Coefflcienten  in  dem  Product« 

77=  (0,6,  —  &,aj)»  (a,a^  +  a^x^)  {b^x^  +  h^x^) 

=  {a^*b^  —  2al€LJ>^\-\■b^a^){alb^x^*■\-{a^\-{■b^ai)x^x^  +  athiX^ 
=  («i'  ^  V  -  2fli'  0,61*  6»  +  «1  a*  6,ä)  X» 

+  («1*  W  —  2a,'a5 h  b*  +  «,fl,*  6,»  6,  -| )  XiX^ 

-\-  (fljO,*  &/  —  2aiag'  ft,ftj*  +  o,*Oj  &,*  b^)  x^^ 
durch  die  nichtsymboliachen  Coefificienten  ersetzt. 
Man  erhält: 

in  =  (»0«,  —  fl,»)  «,»  +  (a^oj  -  0,0^)  a:,%  +  (OjOj  —  o,«)V- 
För  die  biquadratische  Form 

f  ^a^*'  =  bx*  =  etc.  =  0^3^  +  4fl,a;,*^  +  öogs;!*«;,*  +  40^3;,  ;r,'  +  a^ 
existirt  eine  Invariante  {aby.  Uire  nichtsymbolische  Gestalt  gebt  ana 
der  binomischen  Entwicklung 

iJ,  ^  («löj  —  6|**«)*  =  a*b^  —  4a,'ojfc,iig' 
4-  6(1,*  V  6,*  6,*  —  4«,Os*6i'6,  +  0,61* 
hervor,  wenn  man   wieder  die  symbolischen  Coefficienten  durch  die 
wirklichen  ersetzt.     Man  erhält: 

n  =  a„ai  —  4o,ag  +  60^*  —  40,«,  +  o^Oo, 
oder 

n  =  (aby  =  2  (a„ö«  —  40,0,  +  Soü*). 

8.  Eigenschaften  der  In-  nnd  Covarianten,  die  atts  dan  symbolis<^ien 
Prodttde  direct  erk&mbar  «wd.  Aus  den  bisherigen  Entwicklungen  ist 
klar,  dass  alle  symbolischen  Produet«,  wenn  sie  nur  die  Symbole  in 
der  geeigneten  Anzahl  enthalten,  Invarianten  oder  Covarianten  von 
binären  Formen  repräaentiren.  Daraus  geht  hervor,  dass  diese  In-  and 
Covarianten,  soweit  sie  sich  durch  solche  Producte  darstellen  lassen, 
ganze  und  rationale  Functionen  der  Coefficienten  der  ursprOng- 
liches  Formen  sind.    Sie  sind  überdies  homogen  in  den  Variabein 
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wie  in  des  Coetficienten ;  den  Grad  in  den  Vari&beln  erkennt  man  aus 
der  Anzahl  der  Factoren  erster  Art,  den  Grad  in  den  Coefficienten 
aus  der  Anzahl  der  verBchiedenen  Symbole,  welche  in  dem  Producta 
at^reten.  Da  die  Factoren  erster  Art  bei  TransformatioQ  in  sich 
selbst  übei^ehen,  so  ist  der  Exponent  des  Moduls  ^,  den  die  Co- 
Tariante  nach  der  Transformation  ^s  Factor  erhält,  gleich  der  Zahl 
der  Elammerfoctoren  Bberhaupt. 

Kun  lehrt  die  Definitionsgleichung  fQr  Invarianten  J  =«  ^?  -  i  auch, 
dass  die  Invariante  iaobar  ist  vom  Gewichte  p,  wie  wir  in  Nr.  5  ge- 
sehen haben.  Da  aber  der  Modulexponent  gleich  der  Zahl  der  Klammer- 
factoren ist,  so  giebt  sonach  diese  Zahl  stets  auch  das  Gewicht  der 
Invariante  an,  während  das  Gewicht  der  Covariante  sich  zusammen- 
setzt aus  der  Zahl  tf  der  Elammerfactoren  pine  dem  Grade  m  der 
Covariante  in  den  Yariabeln  x.  Ist  (f  eine  gerade  Zahl,  so  nennen 
wir  die  betreffende  Form  auch  eine  Form  geraden  Charakters  (forme 
droite);  so  die  in  Nr.  7  berechnete  Invariante  {aiy  und  die  Covariante 
(a6)*a,6a.  Ist  dagegen  («  ungerade,  so  beiasen  wir  die  Form  eine 
Form  ungeraden  Charakters  (forme  gaucbe)  oder  auch  schiefe  In- 
variante, resp.  Covariante;  so  die  in  Nr.  7  berechnete  simultane 
Invariante  {ah)  (bc)  (ac).  Wir  werden  spater  sehen:  Die  Quadrate 
von  schiefen  Formen  lassen  sich  durch  Formen  geraden  Charakters 
darstellen. 

Ein  aymboliecbes  Product  H  kann  indessen  auch,  wenn  die  sym- 
bolischen Coefficienten  durch  die  wirklichen  ersetzt  werden,  auf  einen 
Ausdruck  fUbren,  der  identisch  verschwindet  Dies  tritt  unter  anderm 
immer  dann  ein,  sobald  es  bei  Yertauscbung  zweier  gleichwerthiger 
Symbole  nur  sein  Zeichen  ändert.  Denn  durch  Yertauscbung  zweier 
Symbole,  welche  dieselbe  Form  darstellen,  kann  sich  die  wirkliche 
Covariante  C  nicht  ändern,  da  es  ja  gleichgiltig  ist,  ob  ich  beispiels- 
weise Og  ■  dg  durch  ai""*«^' -  fc,"~*&j'  oder  durch  6,"~* 6j' -  o,""* Oj* 
repräaentire.    Nun  ist  also  vor  der  Yertauscbung 

c=n, 

nach  derselben  C  =>  —  U, 

demnaeh:  2C=0,  also  C  =  0, 

So  iat  z.  B.  fOr  die  quadratische  Form  f<=aa^'~  bx*  die  Covariante 
(a&)  Ai  hx  identisch  Null;  so  verschwindet  fflr  die  cubische  Form 
9>  ■=■  öj,*  ^  6i*  die  Invariante  {abf.  Der  Umstand,  dass  die  Co-  und 
Invarianten  ganze  rationale  und  homogene  Functionen  in  den  CoeMcienten 
einer  Form  f=  a!|  sind,  lehrt  uns  auch,  dasa  sie  symmetrische  Functionen 
der  Wurzeln  Oi  von  f=0  sein  mfissen.     Bezeichnen  vrir  mit  cci,  die 
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n  linearen  Factoren  tob  /*— >  0,  so  können  wir  aach  eagen:  Jede 
Covariante  oder  Invariante  ron  f  ist  eine  simultane  CoTariante*)  oder 
Invariante  der  n  linearen  Formen  Utt,  welche  symmetriBch  ist  in  den 
Symbolen  «f,  and  umgekehrt:  Jede  simultane  und  in  Uj  symmetrisclie 
Covariante  der  n  linearen  Formen  an  ist  eine  Covariante  von 

Ea  tritt  nun  die  Frage  auf:  Wie  ist  eine  in  eymboliachen  CoeMcienten 
von  /^  •=  o!J  =  ft^  =  etc.  gegebene  Covariante  darstellbar  durch  die 
Wurzeln  von  f=0,  und  umgekehrt:  wie  kann  man  eine  simultane 
symmetrische  Covariante  der  a,x  zurückführen  auf  ein  symbolisches 
Product  in  den  Coefficienten  von  f.  Wenn  es  nun  auch  nicht  unser 
Zweck  ist  mit  Wurzeln  zu  rechnen,  so  werden  wir  doch  an  geeigneter 
Stelle  (vergl.  Nr.  39  und  Nr.  94)  wenigstens  eine  allgemeine  Methode 
zur  Beantwortung  beider  Fr^en  geben. 

Den  Beweis,  dass  jede  Covariante  oder  Invariante  ^ich  überhaupt 
durch  ein  symbolisches  Product,  oder  durch  eine  Summe  solcher,  dar- 
stellen lässt,  vcerden  wir  später  kennen  lernen.  (§  9).  Ich  werde  indees 
bis  dahin  von  diesem  Satze  auch  keinen  Gebrauch  machen. 

9.  Deßnition  des  FaUungs^oeeases.  Ans  einem  symbolischen  Pro- 
ducte 

P  =  (aiy  (acy  (fcc)e a^K*^^ 

lassen  sich  eine  Eeihe  anderer  ableiten  durch  eine  sehr  einfache  Ope- 
ration. Mau  greift  zwei  Factoren  erster  Art  mit  verschiedenen 
Symbolen  heraus,  etwa  Ox  und  b^  und  setzt  an  ihre  Stelle  den  Klammer- 
factor  (ah).  Dieses  Verfahren  nennt  Gordan  falten,  und  den  Procese 
selbst  „Faltungsprocess".  Man  kann  auch  umgekehrt  das  Product 
entfalten,  indem  man  einen  Elammerfactor  (ab)  in  P  durch  a^ix  er- 
setzt Der  Faltungsprocess  ist  ein  rein  symbolischer  Process.  Ss 
kann  ihm  keine  Bedeutung  unterlegt  werden,  die  dnrch  eine  wirklieh 
rechnerische  Operation  ihren  Ausdruck  findet.  Die  Faltnng  kann  gleich- 
zeitig mehr  als  einmal  vorgenommen  werden,  nämlich  gerade  so  oft^ 
als  sich  verschiedene  Factoreupaare  erster  Art  im  Producte  gleich- 
zeitig gruppiren  lassen. 

Ich  will  hier  durch  Faltung  einige  In-  und  Covarianteu  der  cubi- 
sehen  Form  herleiten.     Es  sei 

/"  =  Ol*  =  fci'  ■=  Ci*  =  da'  =  etc. 


*)  Vgl.  anoh  Nr.  39  und  Nr.  94. 
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1)  Durch  zweimalige  Faltung  des  Prodoctea 

erhält  man  die  Covariante 

^  =  {ahyoxbx . 
Die  Formen  (ofc)oi*6i',  (ab)*,  welche  durch  einmalige  bezw.  dreimalige 
Faltung   daraas    erhalten    werden,   sind   identisch   null   nach   den  Be- 
merkungen am  Schlüsse  von  Nr.  8. 

2)  Ans  dem  Producte 

^*^(abya^b^.(cd)*c^(l, 

erhält  man  durch  zweimalige  Faltung  entweder: 

B  =  (afc)»  (cd)'  (ac)  (btl) 
oder: 

iJ,  ^  (aby  (cd)*  (bc)  (ad). 

Beide  Producte  stellen  offenbar  dieselbe  Invariante  dar;  denn  das 
zweite  geht  aus  dem  ersten  durch  die  berechtigte  Vertauschung  von 
b  mit  a  hervor. 

3)  Aus  dem  Producte 

^  .  f  =  {ah)*  Oxhi  .cj* 
erhält  man  durch  einmalige  Faltung  entweder 

Q  =  (aiy  {ac)h.c,' 
oder: 

Qi  =  ißW  (f>c)c^c,*, 
und    auch    hier   ist  wieder  §,  =  Q,  wie  man  erkennt,  wenn  a  mit  h 
vertauscht  wird. 

10.  Zusammenhang  der  durch  FaUung  entsldtenden  Producte.  Für 
alle  späteren  Untersuchungen,  insbesondere  für  die  Systembildung,  ist 
der  Faltungsprocesa  von  einschneidender  Bedeutung  geworden.  (Veigl. 
auch  Camille  Jordan,  Liouville  Joum.  ser.  3,  Bd.  2  und  5.)  Alle  durch 
ihn  aus  einem  Producte  A  —  wir  wollen  es  Stammproduct  nennen 
-—  hervorgehenden  neuen  Producte  haben  symbolisch  wenigstens  einen 
engen  Zusammenhang.  Sie  haben  von  vornherein  einen  gemeinsamen 
symbolischen  Factor,  nämlich  die  Elammerfactoren,  welche  bereits  das 
Stammproduct  besasa  und  auf  welche  ja  der  Faltungsprocess  keinen 
EinäuBs  hat.  Diese  Elammerfactoren  werden  unter  Umständen  von 
Wichtigkeit,  insofern  sie  eine  ganze  Gruppe  von  symbolischen  Pro- 
ducten  charakterisiren  können,  die  aus  gewissen  Betrachtungen  aos- 
geschlossen  werden  dürfen.    (Vergl.  auch  ,Jteducenten"  Jfr.  123.) 
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Eine  bestimmte  Zahl  ron  Faltungen  kann  natürlich,  wie  schon  an 
den  letzten  Beispielen  Nr.  9  eraichtlicb  war,  an  einem  Producte  auf  yer- 
schiedene  Arten  voi^enommeu  werden.  Sind  insbesondere  ^,  und  A, 
zwei  solche  durch  (i  Faltungen  aus  A  entstandene  Producte,  dass  Ai 
durch  einmalige  in  zwei  Sy mbolfactoren  Torgenommene  Ter- 
tauschung  gleichberechtigter  Symbole  a  und  b,  oder  a  und  c,  b  und 
c  etc.  in  Aj  übergeht,  so  heissen  A^  und  A^  benachbarte  symbo- 
lische Producte.    So  sind: 

A,  -  (ac)  b..Q\ 

A^  =  (a6)  c  .  g  I 
eineatheils,  und 

A,  =  (ad)  (6c)  .  Q  I 

A,  =  (cd){ba).g  } 
anderntheila  ,Nachbarproducte,  wobei  mit  Q  die  den  Producten  A^ 
und  A^  gemeinschaftlichen  Factoreu  bezeichnet  sein  mögen.  Es  ist 
klar,  dass  alle  durch  ^-malige  Faltung  aus  A  entstehenden  sym- 
bolischen  Producte  sich  stets  so  ordnen  lassen,  dass  immer  das  vor- 
ausgehende mit  dem  nachfolgenden  benachbart  ist  Hat  man  eine 
Beihe  symbolischer  Producte 

Ä,,  A,,  Ä,...A., 
welche  alle  homogen  in  den  OoefBcienten  der  nämlichen  Formen 
f,fp,i). . .,  also  auch  deren  Symbolen  a,h,c,. .,  a,ß,y...  und  homogen 
in  den  Variabein  Xi,x^  sind,  so  kann  man  sie  stets  aus  ein  und  dem- 
selben Stammproduct  durch  |t-malige  Faltung  entstanden  denken,  und 
demnach  ist  es  immer  möglich,  wenn  sie  nicht  benachbart  sein  sollten, 
zwischen  je  zwei  Ai  und  A^  eine  Reihe  tou  Producten 

MiM^...Mr]  Nt,  i^,...^.;  .... 
einzuschalten,  so  dass  A,  mit  .^1^  durch  eine  Kette  von  Machbargliedem 
zusammenhängt.  Dies  wird  bei  manchen  grundlegenden  Untersuchungen 
Ton  Wichtigkeit  und  ich  werde  daher  die  ebengemachten  Bemerkungen 
am  Schlosse  dieses  §  durch  ein  Beispiel  erläutern. 

11.  Der  Identiiäts-  und  Prodwetsals.  Sehr  luiufig  erwächst  die  Auf- 
gabe, symbolische  Producte,  die  durch  Faltung  aus  einem  Stammpro- 
duct entstehen,  in  andere  umzuformen.  Hierzu  wird  unter  andern 
Hilfsmitteln  iu  sehr  fruchtbringender  Weise  die  Identität 

a.9c)  +  h.{ca)  +  ciah)-0')  (I) 

*)  Die  Richtigkeit  dieser  Identität  haben  wir  in  Bd.  I  Nr.  S4  gezeigt;  man 
kann  sie  tibrigens  leicht  verificiren,  wenn  num  in  der  Determinante 
\   a,b,c,\ 
».  6.  c.    , 
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Terwenttet,  welche  wir  auch,  indem  wir  Xi  durch  d^  nod  x,  durch  —  <!, 
ersetzen,  in  der  Form  echreiben  k3nnen 

(ad)  (bc)  +  (bd)  (ea)  +  (cd)  (ab)  -=  0,  (ü) 

oder  auch,  wenn  wir  in  (I)  ^  Cj  schreiben  y,,  ßlr  c^  dagegen  —  y, , 
in  der  Form 

a^by  —  b^a^-^  (ab)  (xy).  (III) 

Mit  Hilfe  dieser  dritten  Form  des  Identitätesatzes  können  wir  z.  B. 
direct  zeigen,  dass  eich  ein  symbolisches  Product,  welches  nicht  iden- 
tisch verschwindet,  und  dessen  zumeist  auftretender  Klammerfactor 
mit  gleichberechtigten  Symbolen  in  ungerader  Potenz  rorbanden 
ist,  immer  in  andere  verwandeln  läast,  die  diesen  Klammerfactor  in 
gerader  Potenz  besitzen.  Denn  nehmen  wir  an,  die  im  Producte  P 
zu  höchst  vorkommende  Potenz  eines  Klammerfactors  sei  (a&)*''  +  ', 
dann  hat  P  die  Form 

P^(ab)V'  +  ^  .Q 

und  Q  enthält  im  Allgemeinen  die  Symbole  a  und  b  —  mindestens 
einmal,  wenn  P^O  —  noch  in  beliebten  andern  Verbindungen,  die 
wir,  wenn  g,  ij,  f,  t. .  .beliebige  OrSssen,  mit  Of,  6,,  a^  6,. .  .etc.  be- 
zeichnen können.    Es  ist  dann 

P -=  (afi)»"  +  'aj6,a{fc,.  ..xQ, 

wo  nun  Q  weder  ein  Symbol  a  noch  ein  Symbol  b  enthält.  FQr  jedes 
Factorenpaar  a^b^,  atbt. .  .  können  wir  schreiben: 

i  { K=6,  +  bia,)  +  (aib,  -  ft^o^  | ,  . . . 
oder  nach  (111): 

tCo..i,  +  Sia,)  +  i(aS)a,),ete., 
SO  dass,  wenn  (f  solche  Factorenpaare  vorhanden  sind,  P  übergeht  in 


-^e- 


Der  erste  Tenn  rechts  ist  Null,  da  er  durch  Tertauschung  von  a  mit 
b  nur  sein  Zeichen  ändert.    Jedes  Glied  Qi  in  der  Summe  des  zweiten 


die  mit  fc,  mnltiplicirt  gedachte  erat«  nnd  die  mit  x^  multipUcirt  gedachte  zweite 
Zeile  von  der  dritten  mbtrahirt. 
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TenneB    enthält   aber   mindestens   Einen  Factor   (ah),   und   es    wird 
soDach  in  der  That: 


p_±.(»s)v+>_2'ft- 


Wir  werden  jede  der  drei  obigen  Relationen  (T),  (II),  (in)  stets 
kurz  als  j^dentitätssatz"  bezeichnen.  Aus  der  ersten  von  ihnen 
leiten  wir  eine  weitere  ebenfalls  häufig  za  benutzende  Identität  ab, 
indem  wir  ^  (ab)  anf  die  rechte  Seite  schaffen  und  dann  quadnren. 
Es  kommt  nach  einer  einfachen  Umstellung: 

a,h  (ac)  (bc)  =  \  [  (6c)«  a,«  +  (oc)«  fc.»  -  (abf  c*  ]  (}\) 

oder  für  «,  =«  —  d^,  «j  ■=  d, 

(«^  (Sä)  (ac)  (S»)  -  t  ( (bcf  («<()>  +  (ac)'  (hif  -  (aS)'  (ci)')-  (V) 
Diese  beiden  Identitäten  belegen  wir  mit  dem  Kamen  „Productsatz". 

12.  Ein  Beispiel  sytrAolischer  Eedimatg.  Ich  will  die  allgemeinen 
Betrachtungen  dieses  §  Ober  Symbolik  schliessen,  indem  ich  an  einem 
Beispiel  einen  Theil  der  bisher  entwickelten  Begriffe  zusammenfassend 
erläutere.  Wir  stellen  uns  nämlich  die  Aufgabe,  irgend  eine  B«lation 
zwischen  symbolischen  Producten  Ai,  also  eine  ganze  rationale  Function 

F{A,)  =  0, 
welche   homogen   in   den  Coefficienten  und  Yariabeln    ist,   und    deren 
einzelne  Glieder  Gi  weder  identisch  verschwinden  noch  sich  gegenseitig 
aufheben,  so  umzuformen,  dass  sie  die  Gestalt 

■fW  -  2"  I  ('")«'  +  ("")  fe  +  (ai)  &  1 9.  -  0  (VI) 

annimmt,  aus  welcher  das  identische  Verschwinden  der  Function  F(Ai) 
direct  ersichtlich  ist.  Die  Möglichkeit  dieser  Umformung  liegt  in  der 
Beziehung,  welche  vermöge  des  Identitätsaatzes  zwischen  zwei  Nach- 
bargliedem  der  Function  F(Ai)  besteht*).  Sind  lümlich  Gi  and  G^ 
zwei  NachbargUeder 

G^  =.  (ac)  6.  .  Q     oder     =  (ad)  (bc)  Q 
G^  =  (ah)c.Q    oder     =  (cd)  (6a)  ©, 
80  ist  ihre  Differenz  unter  Anwendung  des  Identitätssatzes  durch 

G^_Ö,=  {(a6)  c,  +  (6c}  a.  +  (ca)  b,]  Q  -  a,  (bc)  .  Q      1 
resp.  G^- Gi=. { (ad)  (bc)  +  (bd)(ca)  +  (cd) (ab) ] Q- (ca)(bd)Qi     ^^^ 

*)  Einen  atrengeu  Beweis  der  Relation  (VI)  wollen  wir  epUer  bringen.    (§  10.) 
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darstellbar,  wobei  Q  immer  die  gemeinacliaftlicbeD  Symbolfactoren  von 
Gf,  nnd  Gi  bedeutet.  • 

Sind  aber  Gx  und  Gg  keine  benachbarten  Glieder,  ao  können  wir 
gleichwohl  noch  ihre  Differenz  in  der  Form  darstellen 

6,-6,-2!  {(pc)'h  +  b,(ca)  +  (ab)c.\Q,+^r.{fq).Q, 


+2 1 («<i)(»»)+(6««o)+M(<'») I  «■i+^C")(P!!)-&' 


(2) 


wobei  p,  q,r,s  für  irgend  welche  Combination  der  Symbole  a,h,  c,  d 
stehen.  Denn  wegen  der  vorauBgeaetzten  HomogeoeiiÄt  in  CoefGcienten 
und  Variabeln,  können  wir  zwiechen  Gg  und  G^  eine  Reihe  von 
Gliedern 

Jlf,,  Mi,  M^...M. 

einschalten,  so  daaa  in  der  Reihe 

GxM,M,Ms...Gt, 
jedes    vorausgehende    mit   dem    nachfolgenden  Gliede   benachbart   iat. 
Dann  iat  aber 

G,  -  Gp  =  ((?.  -  Jlf.)  +  (Jf.  -  J*,)  +  (Jlf,  -  Mj)  +  . . .  (3t  -  ffj) 
und  für  jede  Differenz  rechts  lässt  sich  nun  aus  Fofmel(l)  ein  Werth 
einfahren,  wodurch  wir  zu  Formel  (2)  gelangen. 

In  welcher  Weise  nun  dieae  beiden  Identitäten  (1)  und  (2)  ver- 
wendet werden,  um  irgend  eine  Relation  i*'(-4v)  =  0  in  die  Form 

2![(pc)  o.  +  (ca)  h  +  (ab)  cwlv,  -  0 

zu  bringen,  will  ich  an  folgendem  Beispiel  zeigen.  In  der  allgemeinen 
Darstellung  §  10  werde  ich  darauf  zurQckkommen. 

Ea  aeien  f^Ox*^  h^    und  qo  =  a/  — ^  ßx    zwei  cubiache  Formen, 
dann  besteht  zwischen  den  beiden  aimultanen  Govarianten 

Gl  =  («/*)*  {ah)  (a«)  (o/J)  &/ 
G,  =  {ah)*  {aß)  («a)  («6)  ßj' 
die  Relation 

F{Gt)  =  (?,  +  G,  =-  0.  (Vergl.  auch  Nr.  312,  5.) 
£e  handelt  aich  nun  darum,  F  (G.)  durch  eine  Summe  darzu- 
stellen, deren  einzelne  Summanden  Differenzen  von  NachbargUedern 
sind.  Zu  dem  Zwecke  genügt  ist  hier  in  G,:  a  mit  b,  in  G,:  a  mit 
ß  zu  vertauschen.  Die  Summe  der  so  entstehenden  zwei  Glieder,  die 
wir  mit 
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—  a;  —  («(!)'  (So)  (i»)  (6/))  oj 
-S,'-V)'tf«)(/i<.)tfi)a; 
bezeicimeu  wollen,  ist  dann  wiederum  gleicb  f  (6ri)  und  demnach: 

2F((?0  -  G,  -  (?,'  +  G^  —  Gj'.  (3) 

Nun  Bind  aber  andemtheils  die  symbolischen  Prodact« 

Jlf,-(oi)>(««(»»)(/ii)«.^. 

za  G,   und  -|-  G,',  resp.  Gj  und  -\-  G^  benachbart;  wenn   wir  daher 

Gleichung  (3)  in  die  Form 

2F  (ff,)  -  (ff,  -  M,)  +  (M,  -  aO  +  (ff,  -  JM,)  +  (.äf.  -  G,')  (4) 

bringen,    so  sind    die  einzelnen  Differenzen    rechts  Differenzen    ron 

Nachbargliederu. 

Unter  Benntzang  der  Gleichung  (1)  geht  demnach  die  Relation  (4) 
Ober  in: 
2F(e,)  -  I  (*«  <fc  +  ISa)  b.  +  (ab)  ß.](aß)-  (ab)  (««)  b. 

-(««'(«»)'(««)».fc 
+  f  (ba)  a,+  (oo)  b,  +  (ab)  «.\(aß)' (ab)  (bß)  a. 

-(aß)-(aby(lß)a.a. 
-  i  (i«  •'.  +  (ßo)t.+  (-b)  ß.]  (»*)■  (oß)  (aa)  ß, 

+  (««■  (abf  (o«)  h,ß. 
~{(aß)a.+  (fa)  a.  +  (aa)  ß.)(ab)'  («« (fb)  «, 

+  {<tß)'(<,t)'(bß)a,a,. 

Die  letzten  Terme  der  vier  Zeileo  heben  sicli  gegenseitig  auf;  die 
ersten  Terme  aber  sind  paarweise  gleich,  indem  der  erste  Term  der 
zweiten  Zeile  durch  Vertanschung  der  gleichberechtigten  Symbole  a 
und  ß  und  der  erste  Term  der  dritten  aus  dem  ersten  der  vierten 
Zeile  durch  Vertauschnng  von  a  mit  b  hervorgeht  Also  ist  in  der 
That 

^^(ff,)  -  ( (bß)  a.  +  (ßa)  b,  +  (ab)  ß,]  (aß)'  (ab)  (aa)  h, 

-  {(*««.  +  (/!«)*.  +  («»)  (1.1  (»i)'(.«(»o)/l.-0 
oder 

In  ähnlicher  Weise  kann  mau  jede  Relation  in  die  Form  (I)  bringen. 
(Siehe  Evectantenprocesa). 
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Frooeaa  der  Folarenbfldimg. 


13.  DefmUon  der  Polare  einfacher  Formen.  An  der  binären  Form 
fmme^  könoen  wir  folgecde  aymbolische  Operation  Tornehmen.  Wir 
sondem  f*  Factoren  a,  toh  a^  ab  und  ersßtzen  sie  durch  gleich  riel 
Factoren  Oy.    Die  bo  entstehende  Form 

f^  -  <^''o;  (1) 

nennen  wir  fi"  Polare  der  Form  c^,  und  den  eben  geschilderten  ein- 
fachen Procesa:  Polarenprocess.  Man  erkennt,  doss  jede  Form 
n*™  Grades  n-{-\  Polaren  besitzt,  indem  wir  der  Zahl  p,  alle  Werthe 
von  0  bis  n  beilegen.  Eine  höhere  Polare  von  f  als  die  n^  ist  stets 
identisch  nulL    Die  (n  —  ft)"  Polare  ist:  • 

Man  sieht,  dass  beide  Polaren  (1)  und  (2)  durch  Vertauachuvg  von 
X  mit  y  aus  einander  herTorgehen.  Diese  Thataache,  dass  alle  Polaren, 
deren  Grad  >  -^  ist,  aua  den  vorhei^ehenden  durch  Yertauschang 
7on  X  mit  y  erhalten  werden,  wird  später  bei  Berechnung  von  Polaren 
compUcirter  Formen  von  Wichtigkeit. 

Ich  will  diesen  sehr  einfachen  Proi^aa  im  Intereaae  apaterer  Be- 
trachtungen etwas  umständlicher  formuliren.  Um  /*»  zu  bilden,  kann 
man  sich  nämlich  die  n  Factoren  Oi  von  f  momentan  durch  n  lineare 
Factoren 

n.,  »■»„  r»,  . .  .»■„ 
ersetzt  denken.    Das  entstehende  Product  wird  nun  ft  mal  polariairt, 
indem    man   in   allen    Gombinationen  je  fi  Factoren  r^z  durch   die  fi! 
Permutationen  gleichviel  entsprechender  Factoren  r^y  ersetzt.    Dadurch 

entfltehen  f  j  ^I  =  »  (n  —  1)  (n  —  2). .  .{n  —  ^-\-\)  Glieder,  näm- 
lich gerade  ao  viel,  als  die  Anzahl  aller  Variationen  von  n  Elementen 
zur  1^  Klasae  'beträgt.  Bildet  man  deren  Summe,  dividirt  dieselbe 
dnrch  diese  Anzahl,  und  ersetzt  hierauf  wieder  alle  Symbole  r»  durch 
a,  80  entsteht  gerade  wieder  das  Product  a*'"»'.     Es  ist  alao: 

f^-^  —  al-i'ai^ 

Der  Polai'enprocesa  ist  nun  aber  nicht,  wie  der  Faltungsprocess 
rein  aymboliacher  Natur,  vielmehr  lässt  er  sich  in  mehrfacher  Weise 
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durch  recbnerisclie  Operationen  ersetzen,  die  wir  im  Folgenden  kennen 
lernen  wollen. 

14.   IHfferentiationsmähode.     Bilden  wir  von  f^'a"  die  beiden 
ersten  Differentialquotienten  nach  Xj  und  Xg,  so  erhalten  wir: 

^  _„»,„;-._„/■,  (1) 

^_na,o;- _„/■,.  (2) 

Mnltiplicirt,  man  die  erste  der  beiden  Oleiehnngen  mit  y^,  die  zweite 
mit  y^  und  addirt  die  entstehenden  Prodncte,  so  kommt: 

.Die  «rate  Polare  von  /'■™a"  ist  also  auch  durch  die  Gleichung 
definirt: 


f,-s.f.  +  y.r,-'Ay,-§§-.+y--li)- 

(3) 

meo  die  zweiton  Düferentialquotienten 

^_»(>.-i)o,'o:-'-»("-i)/'„ 

W 

iV  -»(»-!) ».»!«;-  - » (» - 1)  /;. 

(5) 

^-«(»-l)a,'a^,--«{n-l)f„, 

(6) 

mnltipliciren  eodann  die  erste  Gleichung  mity,^,  die  zweite  mit2y,  ^j, 
die  dritte  mit  y^'  und  addiren,  so  kommt: 

yi'fu  +  2!(,<(if„  +  y,'fa  —  («tW  +  2a,aiy,y,  +  a,'y,']  o;-' 

Die  zweite  Polare  ist  also  durch  die  Gleichnng  definirt: 
f,'  -  y,'f„  +  ^M.fn  +  ftV« 


«(n-l)l' 


...iX- 


O) 


FaiiTt  man  anf  diese  Weise  fort,  so  kommt  man  der  Reihe  nach  zu 
allen  Polaren..  Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  (3)  und  (7)  sind 
aber  nichts  anderes  als  die  totalen  Differentiale  von  /"•=o^,  wobei  nur 
die  Incremente  äx,,  äx^  und  durch  y,  resp.  y^  ersetzt  sind.  Daher  der  Satz: 
„Die  (t"  Polare  «"'"''oj  wird  erhalten,  indem  man  o^  [i  mal  total 
differentiirt,  die  Incremente  durch  y,  bezw.  y^  ersetzt  und  endlich  mit 
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moltiplicirt";  also  in  leiclii  verstftDdlicher  Form: 


«(»-!).. .(ll-C  +  l) 

'•> w-  (ss;  »■  +  SK  "■ )  ■  '■^' 

Durch  diese  Methode  bestätigt  man  leicht  folgeude  Sätze: 

1)  Die  Polare  einer  Samme  von  Formen  ist  gleich  der  Summe 
der  Polaren  dieser  Formen,  also 

2)  Die  Polare  eines  Productes  von  zwei  Factoren,  deren  einer  eine 
Gonstante  c  ist,  ist  gleich  dem  Producte  dieser  Constanten  in  die  Po- 
lare des  andern  Factors,  also 

S)  Die  1/**  Polare  einer  Form  n*™  Grades  ist  identisch  Null,  wenn 
v>n. 

Es  ist  gleichgiltig,  ob  man  das  v**  totale  Differential  nach  x  von 
der  fi*™  Polare,  oder  das  n  -\-  v**  totale  Differential  der  nullten  Polare, 
also  der  Form  f  selbst  bildet,  femer  ob  man  die  Originalform  Jcmai 
total  nach  x  differentiirt  und  die  Incremente  durch  y  ersetzt  oder  die 
(p  +  ft)**  Polare  yoo  f  ^  mal  nach  y  differentiirt  und  an  Stelle  der 
Incremeote  wieder  die  Variable  x  einführt.  Man  bestätigt  dies  leicht 
durch  Rechnnng  nnd  überzeugt  sich  so  yon  der  Richtigkeit  des  Satzes: 

4)  Polaren  von  Polaren  sind  selbst  wieder  Polaren  der 
Originalform. 

15.  Bei^id.  Wir  bilden  die  erste  Polare  der  quadratischen  Form 

/■=  Oj,*  =  aaXi^-\-  2a,Xi3^  -}-  0^X3* 
zuerst  nach  der  ursprünglichen  symbolischen  Methode,  sodann  nach  der 
Differentiationsmethode  iind  erhalten: 

/■»  -=  o.Otf  =  (ö,a;i  +  Ojx;)  (o,y,  +  o,y,) 

■=  («1*^1  +  «löja:»)  Vi  +  (Oiöi.a:i  +  o»*a^)  ft 
=-  («0*1  +  Oi%)  ?!  +  («»«i  +  o»*i)  y«  ■ 
Ebenso  findet  man 

fy  =  ^  (y.  ^  +y«|^)  =■  i  {y.  (2«o*i  +  2ä,a^)  +  y,(2a,x,  +  2~a,x,)] 
=  (ä^x^  +  0,3;»)  y,  +  (0,3:1  +  0,3;,)  Ä . 

16.  MeUwde  der  binomischen  ErUwvMung.  Die  zweite  rechnerische 
Operation,  welche  auf  Polaren  führt,  stützt  sich  auf  den  binomischen 
Lehrsatz.     Ersetzt  mau  lüimlich  in   dem  Symbol  o,  die  Variable 

Xi    durch    Xi  -\~  Xyi 
X,    durch    37,  -|-  d  y, , 
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80  geht  dieser  lineare  Factor  Über  in:  a^  4*  ^^^  <^d  sonacli  a^  in: 

Hieraus  erkennt  man: 

„Die  fi**  Polare  von  c^  wird  erhalten,  wenn  man  in  der  bino- 
mischen Entwicklung  von   (Ox  +  ^'^v)'   ^^^  Coefficienten  von 

if  nimmt^  und  denselben  durch  (    )  dividirt. 
Beispiel.     Um  die  zweite  Polare  der  Form  f=a^  zu   erhalten, 
berechnen  wir  demnach  in: 

+  3^(a:,  +  Ay.)  {iH  +  ^vO"  +  ^  («*  +  -ly»)' 
das  in  A^  multiplicirte  Glied.     Wir  erhalten 

Dividiren  wir  diese  Gleichung  mit  (o)''-')  ^o  folgt: 

^' -"  K%  +  «1  «»)?!*  + 2^1  A(«i*i  +  «»«i)  + VC«» a;,+^Äg). 
17.    JI/e^Aot7£   (fer   Tran^ormaikm.     Wir    sahen    bereits   in   Nr.   3, 
dass  durch  die  Transformation 

mit  dem  Modal  /i  =  (£17) 

die  Form  /"■=■  aj  flbergeht  in  die  Form 

dass  also  die  Beziehungen  bestehen: 

Aj^  <"  A'~*A^  ■=  op*a*. 

Die  ^  sind  die  wirklichen  Coefficienten  der  transformirten  Form; 
a;~*o*  ist  aber  eine  Polare  von  f,  nur  geschrieben  in  den  Trans- 
formationscoeffictenten.     Daher  der  Satz: 

„Die  Coefficienten   von  y  der   transformirten   Form   sind   die 

Polaren  der  ursprünglichen  Form,  nur  geschrieben  in  den  Sub- 

stitutionecoefficienten  g  und  ij." 

Wir  kdnnen  diesen  Satz  auch  noch  in  anderer  Weise  formuliren. 

Multipliciren  wir  nämlich   die  Transformationsgleichungen  (I)  mit  o, 

resp.  Of  und  addiren  die  Eesultate,  so  kommt: 
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Änderutheils  ist  nach  dem  Identitätssatze: 

'—'^m  +  ^m-  (2) 

Durch  Comparation  «lieaer  beiden  GleichuDgeu  erhält  man 

Erhebt  man  aber  die  Identität  (2)  auf  die  tif  Potenz,  so  kommt: 

nnd  diese  Gleichung  lehrt  in  Verbindung  mit  (3): 

„Multiplicirt  man  die  Form  /'  •—  a"  mit  der  n*™  Potenz  des 
Transform ationemodulB,  so  sind  die  Goefficienten  von  (iri])'~*(|a:)* 
™"  (!»?)"  !/i"~*  ^1*1  dividirt  durch  den  betreffenden  Biuomtalcoeffi- 
cienten,  die  i^"  Polaren  der  Originalform." 

18.  Erweiterung  des  Polarenbegriffes.  Im  weiteren  Sinne  nennt  man 
auch  Formen,  die  mehr  als  zwei  Reihen  Veränderlicher  enthalten,  also 
Formen  wie  * 

a'*~*—^{^a^^  a*~~^~^~''a^a^af ,  etc., 

Polaren  der  Form  f.  Ihr  Bildungsprocess  ist  folgendermasaen  deäniri 
Man  sondere  vom  Producte  a^  zunächst  x  -J-  A  -|-  ^  Factoren  ab,  ersetze 
X  derselben  durch  a^,  i.  Factoren  durch  a,,  ji  Factoren  durch  a^;  oder: 
Man  nehme  zuerst  x  -{-  i.-\-  fi  Factoren  Ox  hinweg  und  ersetze  sie  darch 
Factoren  a^;  von  diesen  trenne  man  wieder  X  -\-  fi  Factoren  ab  und 
ersetze  sie  durch  Grössen  a,,  hierauf  bringe  man  an  Stelle  Ton  n 
Factoren  a,  wiederum  (i  Factoren  a^. 

Man  kann  auch  die  so  definirteu  Polaren  durch  rechnerische  Pro- 
ceese  erhalten.  So  würde  die  DifFerentiationsmethode  folgende  Opera^ 
tionen  verlangen:  Die  Form  /*difFerentiire  man  k-\-  i.  -{-  fi  mal  total  nach 
X,  ersetze  die  Incremente  durch  y.  Hierauf  differentiire  man  A  -|-  ft  mal 
nach  y,  ersetze  die  neuen  Incremente  durch  g,  endlich  differentiire  man 
ftmai  total  nach  s,  nnd  ersetze  die  Incremente  durch  u. 

19.  Differentüdgleichung  der  Polaren.  Dia  Polaren  sind  also  Formen 
mit  mehreren  Reihen  cogredtenter  Variabler.  Doch  lässt  sich  aus 
ihrer  Bildung  erkennen,  dass  sie  sehr  specielle  Formen  dieser  Art  sind. 
In  der  That  genügen  sie  auch  einer  bestimmten  Differentialgleichung, 
die  sich  leicht  aufstellen  lässt.  Bezeichnet  man  die  Polare  mit  U, 
so  dass  also 

8U        ,  ,.     ,_,, 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


22 

Enler  TheU. 

und  daher: 

ZX.    (»    *)»r'-«','«.«. 

•lno: 

8«,  «j,       ex,  8s, 

(1) 

Das  ist  die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  jede  Polare  ge- 
nügt; wir  werden  später  umgekehrt  eehen,  dasa  jede  rationale  ganse 
Function  von  x  und  y,  welche  diese  Gleichung  befriedigt,  in  der  That 
eine  Polare  ist. 

Besitzt  die  Polare  mehr  als  zwei  Reiben  Veränderlicher,  dann 
treten  zu  dieser  Gleichung  (I)  noch  weitere  analog  gebildete,  so  dass 
bei  n  Reihen  von  Variabein  die  Anzahl  derselben  anf  N  anwächst,  wo 
N  die  Anzahl  der  Combinationeu  ohne  Wiederholung  von  n  Elementen 
zu  je  zweien  bedeutet.  Dieselben  sind  natürlich  nicht  durchwegs 
selbstständige  Gleichungen. 

20.  Der  Omegaprocess.  Durch  die  Differentialgleichung  (I)  ist  gleich- 
zeitig ein  Process  definirt,  der  wie  jeuer  der  Faltung  und  Polaren- 
bildnng  ein  Inyariantenprocess  ist  Wir  schreiben  denselben,  wenn 
wir  ihn  auf  eine  Form  f,  die  in  x  vom  Grade  m,  in  y  vom  Grade  « 
ist,  angewendet  wissen  wollen,  gewöhnlich  in  der  Gestalt: 


«(fl-s^ls''^   -  -''' 


dx,  dy, 
und  nenoeii  ihn  demgemäsB  Omegaprocess.    Man  kann  ihn  durch 

1  «,  I 


1  »i  y. 


repräsentiren. 

Dass  durch  ihn  die  Invarianteneigenscbaft  eines  symbolischen 
Productes  nicht  aufgehoben  wird,  erkennt  man  daraus,  weil  durch 
diese  Operation  aus  demselben  wieder  nur  symbolische  Producte  ent- 
stehen. 

Wenden  wir  nämlich  den  Omegaprocess  zunächst  auf  das  sym- 
bolische Product 

P  =  a'"b: 


an:  wir  erhalten: 


.8x,cy,  i    I       «  !, 


-  =  n  • »» •  Oj  a"~'6|  6"~ 
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Durch  Subtraction  folgt  aus  beiden  Gleicbncgen: 

also: 

fl(P)  =  (a6)a;-'ip^  (I) 

Unterwerfen  wir  diese  Relation  abermals  demselben  Procees 

80  erhalten  wir: 

Si?{F)  =.  (a&)*o™-»6j-»,  u.  s.  w. 

Aus  symboliscben  Producten  ents liehen  also  durch  diese  Operation 
immer  wieder  symbolische  Producte,  und  man  erkennt  aus  dem  Bei- 
spiel die  enge  Beziehung,  die  zwiBcheu  Omega-  und  Faltungsprocess 
besteht  Alle  symbolischen  Producte,  welche  aus  einem  Stammpro- 
ducte  Pa  ■  Qx  dadurcb  abgeleitet  werden,  dass  man  immer  je  einen 
linearen  Factor  von  P^  mit  einem  von  Q^  faltet,  entstoben  auch  aus 
Px  ■  Qf,  oder  Qi  ■  Pj,  durch  den  Omegaprocess. 

Seine  Invariauteneigenschaft  wird  fibrigeus  auch  noch  durch  eine 
gewisse  Relation  bestätigt,  die  ihn  mit  Polarenbildung  in  Verbindung 
bringt. 

Folarisirt  man  nämlich  das  Product 

nach  X  in  Bezog  auf  y,  so  erbalt  man 

Bildet  man  aber  hierron  wieder  die  erste  Polare  nach  y  in  Bezug  auf 
z,  80  kommt  nnter  Anwendung  der  Differentiationsmethode; 

(« + 1)  y'y-"  ^'  =  "x^^  +  ««r"'^^^r^- 

Hievou  auf  beiden  Seiten 

(»  +  1)  P  =  o^fcj,  +  na^b^ 
subtrahirt,  liefert  die  Relation: 

oder: 

Glebsch  hat  diese.  Relation  benutzt^  um  die  Form  P  in  eine  Reihe  zn 
entwickeln,  die  nach  Potenzen  von  (xy)  fortschreitet,  und  deren 
CoefBcienten  Polaren  gewisser  Formen  sind  (Glebsch,  Theorie  der 
binären  Formen,  §  7.  —  Vgl.  auch  Nr.  25  und  28  dieses  §). 
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21.  Polaren  einea  Productes  mehrerer  Formen.  In  den  meisten  Fällen 
hat  man  nicht  die  Polare  einer  einsigen  Form  zu  bilden,  sondern  eines 
Productes  von  Formen.  Um  dieselbe  aofzustellen,  benutze  ich  zanäcbst 
die  am  Scblnase  von  Nr.  13  entwickelte  Methode.  Es  sei  das  symbo- 
lische Product,  dessen  Polare  zu  berechnen  ist: 

n  ■=  (ab)  (ac)  (hc)  . . .  a^blcl . . .. 

Die  Klammerfactoren  bleiben  als  Gonataute  C  von  dem  Polaren process 
unberflhrt.  Die  Factoren  erster  Art,  —  es  seien  l  an  der  Zahl  — 
ersetzen  wir  wieder  durch  i,  lineare  Factoren  rf.  und  bilden  sonach 
die  Polare  von 

F^  Cri,rä,rs,  . . .  n,. 
Dann  erhalte  ich  hieraus  die  h'*  Polare,  indem  ich  in  allen  möglichen 
Combinationen  ohne  Wiederholung  von   A  Elementen  je  k  Elemente 
Tit   herausgreife   und  jedesmal   durch   die   M   Permutationen   der   ent- 
sprechenden Elemente   rig  ersetze.     Die   Summe   aller   dieser  Glieder, 

dividirt  durch  ihre  Anzahl  1t,)  k\  liefert  die  Polare  von  F.  Wir 
können  sie  also  schreiben: 

Ersetzen  wir  hierin  wieder  die  Symbole 

*"!»,  fif--  »"ev  durch  o, 
r^+i,  y  ..  .Tag  durch  J, 
ro+i,  f,  fo+s,  r  •■  •  »"»ir  durch  r,  etc., 

so  stellt  das  Resultat  die  A^  Polare  von  77  dar. 

22.  DarsteUung  ^eses  Polarer^ocesscs  durdi  binomische  Enkeidi- 
lung.  Wir  können  nun  wieder  diese  symbolische  Methode  durch  Rech- 
nung ersetzen  und  wählen  zu  dem  Zwecke  die  binomische  Eutwick- 
lung.    Ich  will  mit  einem  Producte  von  zwei  Formen  beginnen.    Es  sei 

Die  Polare  von  F 

entsteht  alsdann,  wenn  wir  in  F  die  Variable  Xi  durch  Xi  +  Xi/i  er- 
setzen  und  den  Coeföcienten  von  (  j.  )  A*  in  der  Entwicklung 
von  p{x  +  Ay)"^"  nehmen. 

Diesen  Coefficienten  erhalten  wir  auf  folgende  Weise.    Es  ist: 
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K+H) — (;)»r+(T)«»:-'»,+(?)i'«r'«;+(j)»'«r'<^+- 
(*,+",)■-(;)*;+(;)»«;-'»,+ (;)'''T'«;+(j)»'«r' «;+•■■ 

Durcli  MaltiplicatioD  der  beiden  Eatwicklungen  bekommt  man  als 
Coefficientea  Ton  i*: 

("f")^,'-('"t")i?*-*i^ 

-(J)©'':'r*»;+(T)G",)»r'»,»:-'+'r' 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung,  dividirt  durch  (     T     )>  stellt  also 
die  Ä'"  Polare  von  a^  ■  b^  dar. 

23.  Beferitotj  !»cischen  den  Coefficienten  der  Polare.    In  die  zuletzt 
erhaltene  Entwicklung   fahren   wir    folgende  Abkürzungen    ein.     Wir 


ferner: 

e,_o;67->j;,  G, -aJ-io,J^-',  ... 

,    Gj  —  aJ-toJ  »;-»+•.■  (^(, 

dann  ist: 

■•<:,ö,...t.A 

F,'-2''<^<- 

a) 

Die  GrSesen  6^  bezeichnen  wir  kurz  als  „Glieder"  der  Polare,  das 
Glied  (?(,  fQhrt  den  Namen  „AnfangBglied".  Jedes  Glied  hat,  wie  man 
unmittelbar  ersieht,  die  Eigenschaft,  direct  in  F  flberzugehen,  sobald 
man  y  durch  x  ersetzt.  Da  andemtheils  F/  selbst  in  F  übergeht  durch 
diese  Substitution,  so  folgt  aus  (I)  die  Identität: 

F  ^  c^F  +  CjF -\- c^F -\ CtF 

oder  nach  Division  mit  F 

l—c^  +  c,+c  +  --et,  (II) 

d.  h.  „die  Summe  der  Coefficienten  in  der  Polare  Fj,  ist  immer  gleich  Eüns." 

24.    Benachbarte  Glieder.    Jedes   Glied   Cr^  kann    man   sich    aof 

folgende  Art  symbolisch  entstanden  denken :  Man  schreibt  m  Factoren  (^ 

mid  n  Factoren  &,  an,  nimmt  beliebig  p  (^  ^  A:)  Factoren  hinw^  und 
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ersetzt  sie  eiitsprechend  durch  Factoren  a^  resp.  by .  Dabei  giebt  äer 
Zähler  des  zugehörigen  Coeföcienteii  Cp  immer  an,  wie  oft  durch  Herbei- 
führung immer  anderer  und  anderer  Factoren  diese  Operation  vorge- 
nommen  werden  kann,  nämlich  („llj o) '"*'"     ^^^^   aufeinander- 

folgende  Glieder  6^  und  Gg+i 

G^j  =  a^-e-i(irl-'6^-H'+»tt-e-» 

unterscheiden  sich  nur  dadurch,  dass  an  Stelle  des  Factorenpaares 
aj:bjf,  das  Product  a^bx  getreten  ist,  d.  h.'  ein  vorhergehendes  Glied 
hat  einen  Factor  o.  und  einen  Factor  by  mehr,  als  ein  nachfolgendes. 
Zwei  Glieder,  die  sich  nur  um  zwei  solche  linearen  Factoren  unter- 
scheiden, nennen  wir  „benachbarte  Glieder".  (Tgl.  auch  Nr,  10.)  Ihre 
Differenz  liefert: 

^t,  -^  G^ef  >  '^  'C"*"'  ^s  ^"~*"^^  K~^^  t«x  K  —  K  %)  ■ 
Nnn  ist  aber  nach  dem  IdentitStssatze  Nr.  11,  (UV): 

(a.b,-b.a,)  =  (ab){xy). 
Daher  wird: 

G^—  (J^^,  =•  (aft)(a;»/)-o7-?-'(^-6--*+efcJ-e-»,  d.  b. 
„Die    Differenz  je   zweier    benachbarter   Glieder   einer  Polare 
enthält  immer  den  Factor  {ab)(xy)." 
35.    VerallgemeineruTiff  dieses  Sa^es.    Dieser  Satz  gilt  aber  auch 
für  die  Differenz  zweier  beliebiger  Glieder 

G^~G„. 
Denn  es  ist: 

a,-  0,-G,-  G(4.,  +  e^,  -  ßrt-i  +  Gh-' +  ö-i  -  «.. 

wo  nun  rechts  immer  je  zwei  Glieder  benachbart  sind.  Er  gilt  end- 
lich aber  aucb  für  die  Differenz 

Denn  multipliciren  wir  die  Gleichung  (II)  Nr.  23  mit  Gg  und  sub- 
trahiren  sie  von  Gleichung  (I),  dann  erhalten  wir 

F^t  -Gf^c^  (G„  -  Gj)  +  c,  (*?,  -  (?e)  +  ■  ■  ■  +  c,  (G*  -  Gp). 
Daher  der  Satz: 

„Die    Differenz    zwischen     Polare    und    einem    ihrer 
Glieder  enthält  immer  den  Factor  (ah)  (xy)." 
Wir  wollen   diesen  fundamentalen  Satz   noch   etwas  weiter  ver- 
folgen.   Der  andere  Factor,  der  mit  (ab)  (xy)  zusammen  die  Differenz 
Fi  —  Gfi  darstellt,  besteht  ans  einer  Summe  von  GUedem  Ha ,  die  in 
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X  wie  in  y  um  je  einen  Grad  niedriger  sind.  Multipliciren  wir  mit 
dem  einen  Factor  (ab)  in  diese  Summe  hinein,  so  lässt  sich  jedes  Glied 

(ab)  E„ 
als  Glied  einer  gewissen  Polare  auffassen,  die  um  einen  Grad  niedriger 
ist  als  die  ursprQngliche  Polare.    Ueberdiea  ist  diese  {h — 1)"  Polare 
nifilit  wie  F  h  von  dem  Producte 

/■ .  y  =.  a«  fc« 

der  beiden  otspranglichen  FcAneu  gebildet,  sondern  —  eben  wegen 
des  Klammerfactors  (ab)  —  Ton  einer  Form,  die  aus  ihm  durch  ein- 
malige Faltung  entstanden  ist.     Bezeichnen  wir  diese  Form  mit 

(/■,  f)', 

ihre  Polare  mit:  '    (/',  y)  t-i 

und  ein  Glied  derselben  mit 

so  kann  man  den  eben  erhaltenen  Satz  in  die  algebraische  Form  bringen 
Gt--F,.  +  (»!')2' "*"««,.-,.  (I) 

Die  Iteration  liegt  nahe.  Ich  ersetze  die  einzelnen  Glieder  der  Summe 
in  (1)  gerade  nach  diesem  Gesetze  wieder  durch  die  ihnen  zugehörigen 
{k — 1)*™  Polaren  und  eine  Summe  anderer  Glieder  K,  die  neuerdings 
den  Factor  (aV)  (xy)  erhalten,  also  (h — ä)*"*  Polaren  angehören  von 
Formen,  die  durch  zweimalige  Faltung  aus  f-  <p  entstanden  sind.  Der 
Ausdruck  (I)  wird  dann: 

Wiederholt  man  diesen  Process  so  lange,  bis  man  schliesslich  auf 
nullte  Polaren  kommt,  Ton  Formen,  die  aus  f-ip  dorch  ^malige  Fal- 
tung hervorgingen,  so  gelangt  man  endlich  zu  dem  Resultat: 

o,  -  F.. + («!()_2'  a  ff.  »■),>-> + i'y)''2  «i"  V,  ¥)',>-< +■■■ 

■■■  +  f':yf'^<^'(f,f%.,i.b.  (II) 

„Jedes  Glied  einer  Polare  lässt  sich  entwickeln  in  eine 
Summe  von  Polaren)  multiplicirt  mit  Potenzen  von  (xy). 
Das  erste  Glied  dieser  Summe  ist  die  ursprüngliche 
Polare  selbst  und  hat  den  Coefficienten  Eins." 
FOr  den  hier  betrachteten  einfachen  Fall  werden  wir  später  (§  8) 
die  Reihenentwicklung  mit  Angabe  der  Coefficienten  geben. 

26.  Beispiel.    Ich  will  die  bisher  gewonnenen  Resultate  an  einem 
Beispiele  verificiren.     Es  sei  g^eben  das  Product 
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Die  zweite  Polare  dieses  Prodacts  ist  nadi  der  nrsprSnglicheti 
Definition  (Nr.  21)  dargestellt  durch; 


-■•=.®2--•^^ 


V.l  {  ,  . 

^ÜiäK'i''^*''  ****''*' ''6^  *'fa"r'''!'''S|'  f"»!  *■*!  »"Sa  »"a.  +  »*1»  »"«v  *'»i»'Si*'5i»'Ri 

+  *"i!,»-6,  '■to»"to»'ii»'6:r  +  »'i,»'Bff  ^B, rsj  T,, f-L,  +  r^j,  fj^  Tt^ri^n^rex 
+  n^  Uy  rti  r^^  f6i  r^  +  »■»»  Hg  rft  rj^  *■*.  »'s.  +  »"»r  ^«y  »"i*  »'«'  *'*«  *'&' 
+  rsy  »■*;,  ru  r^  rs,  r-te  +  rg^  rj,  »-i^  r»^  r*.  r^  +  rj^  rgj,  rj,  1-^  r^^  r^ 

Ersetzen  wir  hierin  r,  r^r^  durch  a,  fjfjrg  durch  h,  so  erhalten  wir: 

Fassen  wir  alle  gleichen  Glieder  zusammen,  so  kommt: 

In  dem  nämlichen  Resultate  gelangen  wir  nach  Nr.  22  durch  die  bino- 
mische Entwicklung.     Darnach  ist: 

^>  -  (ii  {0°:».^,  +  (0  0«:»/:»,  +  ©».«;^. 

Bilden  wir  nun  die  Differenz  der  Polare  und  des  zweiten  Gliedes. 
Man  erhält: 

=  l-  (ab)  al  b^  \  (xy)  + 1  (ab)  a^  a^  i^  (xy) 
oder 

Jeder  der  beiden  Terme  im  zweiten  Factor  rechts  stellt  ein  Glied  der 
ersten  Polaro  einer  Form  dar,  die  ans  o^^  durch  Faltung  herror- 
gehi^  nämlich  der  Form: 

3>  =>  (ofc)  a\  6*  ■ 
Die  erste  Polare  dieser  Form  ist  aber  gerade 

*,  =1  j  (ah)  anj)  +  (ah)aaV\- 
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Folglich  ist 

27.    Bei^neL    Bereclmen  wir  ebeneo  die  vierte  Polare  von 

Sie  ist,  wenn  wir  tma  wieder  lineare  Factoren  r^x  eingefOhrt  denken, 
dargestellt  durch 

Die  6  Factoren  Ox  lassen  sich  l^)  mal  zu  je  4  Factoren  r^  gruppiren. 
Alao  ist  das  An&ngsglied  Bammt  Goefficienten 

Sie  lassen  sich  ferner  loj  mal  zu  je  3  Factoren  r,-,  verbinden.  Jede 
dieser  Ck>niplexionen  kann  mit  je  einem  Factor  bx  maltiplicirt  auf- 
treten-, folglich  ist 

=.e.-(i)(;)°;','^.»*.- 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  die  drei  anderen  Glieder  und  erhält  so 

Zunächst  erkennt  man:  die  Summe  aller  Goefficienten  ist  Eins.  Sub- 
trahiren  wir  nun  von  P^  das  Glied 

so  erhalten  wir: 

Pr-B,-  in  l'5(ö.-  e,)+80(G,-(j,)+24(G,-e,)+e,-(;,). 

Nan  iat 

G,  -  G,  —  (at)(j,x)a>b^<,lbl 

G,  -  G,  —  (o6)(»j)i>^i{o;l, 
nnd  folglich: 

O,  -  G,  —  G,  —  6,  +  G,  -  G,  —  (ui)  (»i)  oj  o;  6;  +  (o  J)  (y»)  oj  6^  oj  J; 
G.-G,  — G,  — G,  +  G,  — G,  — (a!i)(a!rt!{o;j_+(aS)(a!j)(i^S;ii;i,^. 
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Folglich  ist; 

--iS^  (-  i5o;a;6:-9So;s,o:s>+26»,6;»;i.+i;«;). 

Demnach  wird: 

+  i(«!')»;»,»*,^,-ö(«»)«,»;<^s.-5;„(«*)^«5)- 

Die  Glieder,  welche  sieh  rechts  innerhalb  der  Klammer  befinden,  sind 
durchwegs  Glieder  der  dritten  Polare  tod 

Man  könnte  sie  also  wieder  ersetzen  durch  Q,'  plas  einer  Summe  von 
Gliedern  zweiter  Polaren  u.  a.  w. 

28.  Polaren  eines  hdiätigen  Froductes  von  Formen.  Wir  haben 
bereits  in  Nr.  21  den  Process  definirt,  durch  welchen  die  Polare  eines 
Froductes  von  mehr  als  zwei  Formen  erhalten  wird.  Es  erübrigt  noch, 
rechnerische  Operationen  anzugeben,  durch  welche  dieser  symbolische 
Process  ersetzt  werden  kann.  Am  einfachsten  bedienen  wir  uns  wieder 
det  binomischen  Entwicklung.  Sei  nunmehr  F  das  Product  von 
T  Formen 

f^^a",    9  ^=  6" ,     i>  '=  c^,     ...  etc. 

Dann  ist  die  k"  Polare  von  F  durch  folgende  Grösse  definirt.  Wir 
ersetzen  in  F  Xi  durch  Xi  +  Xpi,  bilden  die  binonuschen  Entwicklungen 
der  Formen 

(a,  +  i-a,)"",     (6,  +  AJy)",     (c,  +  A(^)",   ...  etc. 
und  multipliciren  die  so  erhaltenen  Summen.     Der  Coefficient  von  A* 
dividirt  durch 

("•+•+/  +  ■■')- 

liefert  die  k*"  Polare  von  F.  Die  Coefficienten  dieser  Polare  haben  dem- 
nach die  Form 

(")G)(0-(0 

und  ihre  Summe  ist  wiederum  gleich  Eins,  wie  aus  der  ursprfinglicben 
Definition  Nr.  21  unmittelbar  ersichtlich  ist. 

29.  Beispiele.    Wir  berechnen  die  dritte  Polare  des  Froductes: 
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Es  iai: 

(».  +  *«,)'  -  (?)  «j  +  (?)  i«'.', + g)  1'«.«;  +  ©  »■<■; 
(«•. + *  V  -  ©  K  +  (?) ";»,  +  (s)  ■i"!', 

«.+",  -(;)«.  +  (i)'«,- 

Die»  dritte  Polare  ist  aomit: 


■(ä){e){s; 


;?)«;!'.«. +(;)(!)(!)  «.:<..*,»,=. 
+(5)  (»(?)».*;«;«.+(!)(?)(;) -.',".'•:>. 

+  (i)©(S)«i';M- 

Ich  möchte  hierbei  noch  aufmerksam  machen  auf  die  Zahl  der  Glieder 
dieser  Polare.  Sie  ist  nämlich  gleich  der  Zahl  der  Tariationen  mit 
Wiederholungen  von  4  Elementen  (0,  1,  2,  3)  zur  Summe  3.  Bies 
läBst  sich  an  diesem  einfachen  Beispiel  direct  ersehen;  denn  in  den 
CoefScienten  der  einzelnen  Glieder: 

(j)(;)(^).,(;)(f)(i).  (5) (9 (!).(:)(?)(;).  (!)©(?) 

stellen  gerade  die  untern  Zahlenreihen  die  erwähnten  Complexionen 
dar.  Dieses  Gesetz,  das  aus  dieser  Art  der  Polarenberechnut^  un- 
mittelbar hervorgebt,  gilt  auch  allgemein. 

Deber   die   Anzahl    dieser  Variationen  hat  Gaylej  im  Jahre  1S56, 
Phil.  Trans.  Bd.  146,  folgendes  Gesetz  aufgestellt: 

„Eine  Zahl  p  kann  als  Summe  von  p  Zahlen  der  Reihe 
0,  1,  2,  . . .  so  oft  dargestellt  werden,  als  der  Coefficient  xfe" 
in  der  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  e  der 
Function 

«  — -_J 

(1  -  ,)  (1  -  xz)  (1  -  x^t)  ...  (1  -  a^«) 

beträgt.      (Vgl.    auch    Faä    di   Bmno,    Theorie    der    binären 

Formen,  flberaetzt  von  Walter,  Seite  124.) 
30.  Benachiarte  Glieder.  Auch  hier,  bei  Polaren  eines  Prodactes 
Ton  Formen,  sind  wiederum  zwei  Glieder  benachbart,  wenn  sie  bis 
auf  ein  Factorenpaar  g,  ■  r^  fibereinstimmen  (wobei  r  und  q  für  irgend 
eines  der  Symbole  a,  b,  c,  d,  . ..  etc.  stehen).  Die  Differenz  zweier 
benachbarter  Glieder  besitzt  wieder  das  Factorenpaar  (qr)  (xy)  zu 
Factoreo.  Bildet  mau  alsdann  die  Differenz  zweier  beliebiger  Glieder, 
oder  die  Differenz  von  Polare  und  einem  ihrer  Glieder,  so  hat  diese 
Differenz  zunächst  den  einen  Factor  (xy).    Der  zweite  Factor  gliedert 
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sich  in  eine  Reihe  von  Srnnmeu,  welche  je  mit  einem  der  Elammer- 
factoren  (gr)  multiplicirt  auftreten.  Jede  solche  Tbeilsnmme  ist  somit 
ein  A^^egat  von  Gliedern,  die  {k  —  1)""  Polaren  acgeh&ren  von 
Formen,  welche  aas  F  durch  Faltung  entstanden  sind.  Es  gilt  somit 
noch  immer  der  Satz: 

„Jedes  Glied  einer  Polare  von  F  lässt  sich  darstellen  durch 

die  Polare  selbst  plus  einer  Summe  von  Gliedern,  welche  selbst 

wieder  niedrigerem  Polaren   von  Formen  angehören,   die  aus 

F  durch  Faltung  entstanden  sind." 

Wendet  man  auf  diese  Glieder  niedrigerer  Polaren  den  gleichen 

Satz  an  und  wiederholt  ihn  so  lange,  bis  alle  Glieder  durch  Polaren 

ersetzt  sind,  so  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

„Jedes  Glied  einer  Polare  und  damit  jedes  symbolische  Product 
mit  zwei  Reihen  Veränderlicher  x  und  y  kann  in  eine  Snmme 
von  Polaren  entwickelt  werden,  die  nach  Potenzen  von  (ley) 
fortschreitet." 
31.  Polaren  mit  mehr  als  etcei  Beihen  cogredienter  Variabler.    Wir 
haben  schoq  in  Nr.   18  den  Polarenbegriff  fOr  eine  Form   dahin  er- 
weitert, dass  wir  als  Polare  auch  das  symbolische  Prodoct  definirten: 

Aehnlich  k&nnen  wir  allgemein  ein  beliebiges  symbolisches  Product 
nach  mehreren  Reihen  Variabler  y,  e,  u,  v .  ,.  etc.  polarisiren.  Wir 
ersetzen  in  dem  symbolischen  Product 

F-^f-tp-H^..., 
welches  vom  Grade  m'\-n-\-p~\---==smx  sein  möge,  die  Varia- 
bein Xi  durch  a^f  +  piyj  +  Ps  **  +  ■■■  j  entwiebeln  die  einzelnen  Facto- 
reu  f,  <p,  4*  ■  -  -  nach  dem  polynomischen  Lehrsatz  und  multipliciren  die 
so  erhaltenen  Summen.  Irgend  eine  Polare,  etwa  die  Polare  F  t  i  r 
ist  alsdann  dargestellt  durch  den  CoefBcienten  von  Pi^^t'^g",  dividirt 
durch  den  Polynomialcoefficienten:  ^  j,i  „i  /g  'Z  k  —  i  —  ii '  ^"'  °^°8° 
sie  wiederum  eine  gemischte  Polare  und  alle  ^tze,  welche  Über  die 
einiachen  Polaren  und  deren  Glieder  aufgestellt  wurden,  lassen  sich 
auf  diese  Polaren  und  deren  Glieder  übertragen.  Insbesondere  gut 
der  Satz: 

„Jedes  symbolische  Product  mit  beliebig  vielen  Reihen  cogre- 
dienter Veränderlicher  x,  y,  g,  u ...  kann  in  eine  Summe  von 
Polaren  entwickelt  werden,  multiplicirt  mit  Potenzen  von 
(xy),  (tfe),  {xe)  ...  etc. 
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§  3.    TTebenioblebmigsprooem. 
32.  Definition.     Die   einfaehsten   symbolisuhen    Producte   u   sind 
diejenigen,  welche  nur  zwei  Symbole  enthalten: 
M  =  (ofi)*  a^  6p*. 
Man  nennt  sie  „UeberschiebuDgen",  und  der  Process,  durch  den  sie 
entstehen,  ist  der  Faltungsprocess:   Das  Produet 

der  beiden  Formen  /"f^,  v  =  6^  wird  imal  gefaltet.    Wir  werden 
eine  solche  Jt*"  Ueberschiebnng  in  der  Folge  auch  sehr  häufig  durch 

V-{f,<pf 
darstellen.     Ist  n<im,  so  kann  h  alle  Werthe  von  0  bis  n  annehmen. 
Insbesondere  ist: 

{f.vf-f-v-ot:-^, 
(/■,9)"-(os)-»r"- 

Jede  höhere  üebersehiebung  als  die  n**  verschwindet  alsdann  identisch. 
Die  Üebersehiebung  ist  eine  auch  unsymbolisch  darstellbare  Form, 
eine  simultane  Covariante  tod  f  und  tp,  und  der  rein  symbolische 
Faltangsprocees  liefert  sonach  hier  ein  Resultat,  das  sonst  durch 
rein  rechnerische  Operationen  erhalten  wird.  (Siehe  Nr,  35.)  Aus  der 
Definition  der  Üebersehiebung  als  IleauHat  der  Faltung  eines  Prodaetes 
f.ff)  erkennt  man  unmittelbar  die  Gültigkeit  folgender  Relationen: 

„Die  Üebersehiebung  eines  Productes  c-f,  wo  c  eine  Con- 
stante,  über  eine  Form  9  ist  gleich  dem  Producte  der  Üeber- 
sehiebung (f,  ipy  in  die  Gonstante  c" 

(ß)    if+eri>,9+^,-x)*~'(f,9y-\-^r{l','py+c,(f,xy  +  e,-c,-{i,,x)', 

d.  h.: 

„Die  Üebersehiebung  von  linearen  Systemen  einzelner  Formen 
ist  gleich  einem  linearen  Systeme  der  üeberschiebungen  dieser 
Formen." 

fr)         t(»,  ff  -  CS»)*  »T'  «r*  -  (- 1)* ■  (/;  v)" ,  i-h.: 

^ie  ^  Üebersehiebung  ändert,  wenn  man  f  mit  tp  vertansch^ 
ihr  Zeichen,  je  nachdem  k  gerade  oder  ungerade." 
Im   Interesse    späterer    Untersuchungen    will    ich    die   Faltungen, 
durch  welche  eine  Üebersehiebung  entsteht,  noch  auf  einem  umständ- 
licheren Wege  ausführen.    Wir  denken  uns  nämlich  einen  Augenblick 

Ooidsn,InTiirlantaD.    n.  8 
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die  fft  Bymboliachen  Factoren  Ton  /",  und  die  «  Factoren  von  qp  yer- 
schiedeu,  etwa: 

/■=  »*,,»*,, »'s,  • '  ■  '*mi~'  o'™ 

V  =  *ir*»t^s*  ' '  ■  *■!  ^'  *"• 
Die  Ueberschiebung  (/*,  qo)*   entsteht  alsdann,  wenn  wir  das  Prodnct 

P^f-tp  —  ri^n,---  *-„iXSi,Ss,  •■■««, 
Ji  mal  falten  und  nachtriiglieh  n  durch  a,  Sji  durch  I>  wieder  ersetzen. 
Um  aber  hierbei  keine  der  einzelnen  Factoren  auszuzeichnen,  werden 
wir  diese  h  Faltungen  auf  alle  möglichen  Arten  vornehmen,  die 
Summe  aller  so  entstehenden  symbolischen  Producte  bilden,  und, 
damit  wir  nach  Einftlhrung  der  alten  Symbole  a  und  b  wieder  auf 
das  einzige  Product  (06)*  a^*^*  kommen,  diese  Summe  mit  der 
Anzahl  aller  Glieder  dividiren.  Diese  Anzahl  ist  im  Allgemeinen 
gleich  dem  Producte 

(s)*'x  (»)*'—»("•- ')■■■("'-'+')■»("- ')■■■(«-*+')' 

da  jede  Variation  ohne  Wiederholung  von  m  Elementen  zur  A^  Klasse 
mit  jeder  Variation  ohne  Wiederholung  von  n  Elementen  eu  einer 
FaltuDg  Veranlassung  giebt,  wenn  wir  völlig  symmetrisch  verfahren 
wollen.    Man  hat  demnach: 


m(m-l)--.(«i-i  +  l)    »(«-!)  •-.(n-i+l) 

und  dieser  Ausdruck  rechts  reducirt  sich  anf 

wenn  wir  r^  durch  a,  und  Si,  durch  b  ersetzen. 

33.  Der  Omega^oeess  und  die  Uäterschi^mng.  Das  gleiche  Resultat, 
das  wir  hier  durch  it  malige  Faltung  der  beiden  Formen  f  und  ip  er- 
hielten, entsteht  auch  durch  &  malige  Anwendung  des  Omegaprocesses, 
wenn  wir  vorher  in  einer  der  beiden  Formen  x  mit  y  vertauschen, 
und  nach  ausgeführter  Operation  wieder  y  durch  x  ersetzen.  Man 
erkennt  dies  aus  den  Entwicklangen  in  Nr.  20,  nach  welchen  der 
Omegaprocess  angewendet  auf  das  Product 

die  Resultate  lieferte: 

ß{P)=i(ai)a;^»Jj-' 
a*(i')  =  (rt?,)»a^'-2A^"--*  etc. 
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Wir  haben  somit  auch  als  weitere  DefinitionsgleichiiDg: 

v.'py-iii'' (f.  ■%)),-  (iii) 

34.  ü^>ersekiämng  da-  Polaren.  Nach  der  ursprüngliclien  Defini- 
tion wurde  die  Uebersctiebuag  in  der  Weise  gebildet,  dass  man  je 
zwei  Factoren  a^bx  durch  den  Elamtnerfactor  (ab)  ersetzte. 

Wir  können  in  diesen   Process   noch   eine   scheinbar  OberflQssige 
ZwischenoperatioQ   einführen,   die   wir   aber   sofort  als   einen   fUr  die 
Bildung  der  Ueberachiebung  fundamentalen  Proceas   erkennen  werden 
EiTsetzen  wir  nämlich  in  dem  Producte 
P^a^.  in 

jedes    der   h  Factorenpaare  Oxbi  zuerst  durch  k  Factorenpaare  a^by, 
und  falten  wir  nun  erst  A:mal  nach  y,  so  entsteht  wiederum 

Die  ZwiscbenoperatioD  war  aber  nichts  anderes  als  der  Polarenproceas, 
durch  welchen  aas  P  die  Form 

geworden  war. 

Die  UebersebiebuDg  entstand  hieraus  durch  Faltung  der  Polaren 
nach  y.  Daraus  erkennen  wir  den  Satz,  der  namentlich  für  compli- 
cirtere  Formen  f  und  91  von  Wichtigkeit  wird: 

„Die  t**  Ueherechiebung  der  4*™  Polaren  ist  gleich  der 

Ä*™  Ueberschiebang  der  Formen,"  oder: 

Bei  dieser  Ueberachiebung  der  Polaren  werden  hier  die  Variabeln 
X  als  constani  augeseben  und  die  Ueberachiebung  geht  so  weit  als 
die  Variabein  y  gehen,  d.  h.  die  Operation  Uefert  eine  simultane 
Invariante  der  Polaren  in  Bezug  auf  die  y. 

35.  ünsymholische  Darsteütmg  der  ueberachiebung  zweier  einfacher 
Formen  f  und  qs.     Bezeichnen  wir  nun  die  A**  Polare  von  f  mit 

und  ebenso  die  V  Polare  von  tp  mit 

dann   ist  also   die  i"  Ueberachiebung  dieser   beiden   Formen  f  und  <p 
bezeichnet  durch: 

&* 
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Es  iet  aber  f^  —  r  als  Function  von  y  betrachtet  unsTinboliscli 
gegeben  durch: 

r-r.tl',  +  O-^ST'».  +  (t)'.»;-'!^  +  ■■■  +  ?.»;     . 
und  ebenso 

Hierbei  sind  die  unsymboüschen  Coe^cienten  rt,  Si  im  Allgemeinen 
Fnnctionen  von  x.  Stellt  man  nun  anderntheÜB  r  und  s  symbolisch 
dar,  setzt  also 

«  ■=  (Si  »I  +  »i  Vi)'  i 
dann  ist  in  symbolischer  Bezeichnung  die  Invariante 

(rsY  =  ii4~  (5)  J-^'  r^s^'  s,  +  (2) r\-^ >ist^^i-i +  »-J«!-  (I) 

Ersetzt  man  aber  hierin  die  symbolischen  Coefficienten 
rj ,    r*-^  ■  fj ,    f*-*  •  r* ,  ... 
sf,    sj-'  -Sg,     s*-*  -i^,  ... 
durch  die  wirklichen 


so    erhält   man    als    unsymbolische    Darstellung   der    Ueberschiebung 
(f,  ipY  die  Invariante  der  Polaren: 

(rs)>_;.;,-(j);,5^,  +  g)r,i_,-  +  ...±;.;..    (ii) 

Dieser  Aasdruck  ist  eine  simultane  Govariante  von  f  und  <p.  Er 
stellt  direct  die  bilineare  Invariante  der  beiden  Formen  dar,  sobald 
m  n=  n  <=  %,  d.  h.  der  Grad  der  beiden  Formen  mit  dem  Grade  der 
Ueberschiebung  Aber  ein  stimmt. 

Nun  sind  die  Coefflcienten  der  Polare  nichts  anderes  als  die 
Grössen 

^=^8^$^        (v»gl.  Nr.  U,  (8,). 

Ersetzen  wir  daher  dieselben  in  (I)  dnrch  diese  Differentialquo- 
tienten,  so  erhalten  wir  als  Ausdruck  der  ^''  Ueberschiebung 

_  /fcv      ^f 3*y      _|_  .. .  _j_  ^L  ^f\ 
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oder  in  leicht  Terständlicher  kürzerer  Schreibweise: 

Vergleicht   man   diese  Daratellvmg  mit  der  Darstellung   der  Je*™ 
Polare'  von  f=a~,  Nr.  14  (8) 

>    80  erkennt  man,  dass  sich  der  Ueberschiebungsprocesa  auch  folgender- 
massen  formulireu  läset: 

„EMe  k*^  Ueber Schiebung  von  f  Über  q>  wird  erhalten,   wenn 

man  in  der  Ä^  Polare  von  f  y,  darch  6,  nnd  y,  durch  —  6, 

ersetzt,  und   die  entsprechende  (n  —  &)*^  Potenz  des  Symbols 

&x  von  (p  als  Factor  hinzufügt." 

36.   Beispiek  von  simultcmen  Co-  und  Invarianten.     Ich  will  nun 

eine  Reibe  von  Ueberschiebungen  wirklich  bilden.    Wie  schon  erwähnt, 

erhält  man  die  simultane  bilineare  Invariante  zweier  Formen  gleichen 

Grades  unmittelbar  durch  die  Relation  (II). 

Ist  z.  B.       /■■—  aj  =  Ooa:,*  +  2a,aT,x,  +  a^x^* 
^  ES  &,'  K=  h^x,*  -f*  2^1  a;,«,  +  b^Xj', 
so  ist      (f,  g>y  =  (V)  V)*  =  {***)*  =  »0^1  ~  2o,6|  +  a,ba.  (1) 

Ebenso  ist,  wenn  /"=■  a»'  und  91  «=  6/: 

(aÄ}»-=öo*j  — Soift, +  3äjfc,  —  ^io.  (2) 

Berechnen  wir  auch  die  zweite  Ueberscbiebung  der  beiden  Formen 
f  und  <p.    Die  zweite  Polare  von  f  ist  unsymboliscb 

/>  =  V«»  =  K^Ji  +  Oiaii,)!/!»  +  2(Oia:,  +  ^a;j)y,y(  +  ((i,a;,+^a:g)y,l 
Ersetzt  man  hierin 

y,     durch     ^ 
yj     durch     —  ft, 
und  multiplicirt  mit  &i,  so  erhält  man 

{o6)*(i,6i,^(o„a:i-|-aja;,)V^«  — 2(0,3:,+ aj3:j)&,&j6,+ (0,3;, -j-o,  3:3)6,  *&„ 
oder,  wenn  man  bx  durch  &,x,  -\-  b^Xj  ersetet: 

(a6)>a,6,=(^aT,+^a;,)(&,V«i+&!i%)-2(a,a:,+^a:«)(&,*&,  «,+(>,  Va^) 
+  (08*1  +  «8«»)  (^'*i  +  61*6,3;»). 
Fflhrt  man  hier  fOr  die  symbolischen  Coefficienten  &,',  6,',  6,  etc.  die 
wirkliehen  ein  und  ordnet  nach  den  Potenzen  der  Yariabeln  x,  so  kommt: 


*)  Die   Oleiehang  (III)    lehrt,   dsue  {f,  tpf^  0   eine    lineare    Differential- 
gleicbung  znr  BeHtininiuDg  der  Form  ip  ist,  sobald  f  als  bekannt  angenommen  wird. 
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+  (0,6,  -  2^b,  +  ^b,)x^\  (3) 

37.  Beispiele  von  Co-  imd  Itivarianten  einer  Form.    Bei  der  Dar- 

atellang  des  UeberechiebungsproceBses  waren  f  nnd  qi  beliebige  Formen. 

Wir  koDDen  nuD  als  Form  91  die  Form  f  selbst  wieder  wählen  ond 

erhalten  auf  diese  Weise  Co-  und  Invarianten  einer  einzigen  Form, 

durch  U  eher  Schiebung  derselben  über  sich  selbst. 

So  liefert  das  Beispiel  (2)  in  Nr.  36  für  die  cubiache  Form 

/■=(!»  =  1,3 

(aby  =  a^a^  —  3a,  Og  +  ScjOt  —  a^a^  =  0, 
d.  h,   die  dritte  Ueberschiebung  Ton  f  über  sich  selbst  verschwindet, 
was  a  priori   aus  dem   symbolischen  Prodnct  (ab)'  hervorgeht.  (Ver- 
gleiche Nr.  8.) 

Ebenso  wird  nach  Beispiel  (3)  Nr.  36 
(abyatix'=^ia^<h  —  '*i')^i' +  {'^o"s  —  Oia^)xgX^  ^(fliOj — ög*)a^,H  (4) 

Bezeichnet  man  diese  Covariante  von  f  mit  ^,  also  ihre  (Joeffi- 
cienten  mit  .^g,  J^,  ^i,  so  kann  man  von  ihr  selbst  einmal  die  erste 
Ueberschiebung  über  f,  dann  die  zweite  über  sich  selbst  auf  folgende 
Weise  bilden.     Es  ist: 

"'■'        ^       I   »     £         2       3   Jöa:,  öx,        öa^  9a;i  j 
Man  erhält  somit 

Ersetzt  man  hierin  die  Coefficienten  von  d  durch  ihre  Werthe, 
also: 

z/o     durch     2(a|,Oj  —  o,*) 

/ly     durch       (öoOj  —  '^i®*) 
J^     durch     2(0,03  —  *»*)> 
und  ordnet  nach  fallenden  Potenzen  von  x,,  so  erhält  man  : 

—  3(000^03 — 'ia^a^-\-a^a^)XyXi — ("(,»3'  —  Za^a^a^-\-2a^x^ .     (5) 
Endlich  liefert  die  zweite  Ueberschiebung  der  quadratischen  Form 
^  über  sich  selbst 
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oder 

{/l,iJ)*^2  \^a^a^a^a^ — 4o,^o„  — 4(i,*aj  +  3ai*ag*  —  a^'a^*}.  (6) 

Wir  haben  somit  durch  einfache  Ueberschiebungsprocesse  eine 
Invariante  4*™  Grades  in  den  Coefficienten,  eine  CoTariante  3"°  Grades 
in  Coefficienten  und  Variabein,  und  ferner  eine  Corariante  2''"  Grades 
der  cubiscben  Form  f  kennen  gelernt.  Wir  werden  später  sehen, 
dass  diese  drei  Formen  überhaupt  die  einzigen  selbstständigen 
Corarianten  von  f  sind,  d.  h.  dass  sich  alle  fibrigen  rational  und  ganz 
durch  f  und  diese  drei  ausdrücken  lassen. 

38.  ü^erschid)Hngen  von  Produden  von  Formen.  Wir  gehen  nun 
zum  complicirteren  Falle  des  Ueberschiebungsprocesses  über,  in  wel- 
chem jede  der  beiden  Formen,  die  zur  Ueberschiebung  gelangen  sollen, 
ein  Product  einfacher  Formen  ist  Die  Ueberschiebung  ist  dann  nicht 
mehr  wie  im  vorigen  Falle  durch  ein  einziges  symbolisches  Product 
dargestellt,  sondern  durch  eine  ganze  Reibe  derselben,  die  wir  nun- 
mehr ermitteln  wollen. 

Sei  F  das  Product  der  Formen 

/■,-»?,  U-K-h-Ki 

femer  <P  das  Product  der  Formen 

Für  die  linearen  symbolischen  Factoreu  der  Formen  ft  führen  wir 
der  Reihe  nach  die  Factoren  r,-x  ein;  ihre  Anzahl  s  ist  also  gleich 
der  Summe  der  Grade  aller  Formen,  also 

s  =  m  +  n+ |-p. 

Die  linearen   Factoren  der  Formen  q>  ersetzen  wir  ebenso  durch 
die  Factoren  pn,;  die  Anzahl  U  derselben  ist  dann 
ff  =  ^  +  V-( \-x. 

Die  }^  Ueberschiebung  der  beiden  Formen  F  und  9  wird  dann 
erbalten,  wenn  wir  das  Product 

H  =  n. »■»,  ■  ■■  r„-  pii jj«  '■•  ffox 
aaf  alle  möglichen  Arten  in  der  Weise  imal  falten,  dass  immer 
andere  Variationen  von  je  h  Factoren  ri„  mit  immer  neuen  Variationen 
k  Factoren  (fix  zu  h  Klammer&ctoreu  vereinigt  werden.  Die  Summe 
aller  so  entstehenden  symbolischen  Producte  dividirt  durch  ihre  An- 
zahl gibt  die  Ueberschiebung  von  F  Über  O.    Diese  Anzahl  ist  daher 
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gleich  dem  Producte  der  ÄnzEilil  der  Variationen  von  s  Glemeoten  zdt 
k^"  Etaase  in  die  Äiizahl  der  Variationen  von  tf  Elementen  zur  2^ 
Klasse.     Es  ist  also  die  Ueberschiebung  definirt  durch  die  Gleichung: 

('■■■.«xJCn.fO  •  ■  •  ('i,iih)'i,+,--  ■  ■  '!.•  ■  <".+,. ■  •  •  »1,.-    (1) 


■2' 


Ersetzt  man  in  dieser  Summe 

^ix,  »"»jr,  ■  •  •  »"nii      durch  a^ 
»■n+i.1,     ■  ■  •  »•,«+..  X  durch  6» 


Pill  Viz,  •  •  •  Q/'i       durch  Ux 
Qf+i,ii    ••■  9/(+v, *  durch  ßx,  etc. 
und  fasst  alle  gleichen  Glieder  zusammen,  so  erhält  man  die  Ueber- 
scbiebuug  ausgedrQckt  durch  die  ursprünglichen  Symbole  von  F  und  *, 
Die  Summe  aller  Coefficienten  dieser  Summe  ist  gleich  Eins,  wie  aus 
der  Definition  der  Ueberschiebung  direct  hervorgeht.  (Vergl.  auch  Mr.  32.) 

Änmerhtng,  Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  bei  wirklicher 
Berechnung  solcher  Ueberschiebungen  nicht  jede  Variation  der  Elemente 
n  mit  jeder  Variation  der  Elemente  pi  verbunden  zu  werden  braucht. 
Es  genügt  vielmehr,  jede  Combination  von  h  Factorfen  r*,  mit  jeder 
Variation  von  i  Fäctoren  p^^  zu  falten,  da  bereits  hierdurch  alle  mög- 
lichen Arten  von  wirklich  verschiedenen  Verbindungen  geliefert  werden. 
Die  Zahl  der  Glieder  ist  alsdann  gleich  der  oben  erwähnten  dividirt 
durch  k\.  Wenn  ich  in  der  oben  gegebenen  Entwicklung  mehr  Faltungen 
als  nSthig  vornahm,  so  geschah  das  einmal  um  die  Symmetrie  nicht 
zu  verletzen,  und  andemtheils  um  die  Uebereinstimmung  des  numerischen 
OoeMcienten  .  '  - — -,  -■  mit  dem  Nr.  35  (III)  gegebenen  hervor 
zuheben. 

39.  Beispiel  1.  Ich  will  diese  Darstelloug  des  Ueberechiebungs- 
proces^es  an  einem  einfachen  Beispiele  deduciren,  da«  bereits  in  Nr.  37 
behandelt  wurde.  Wir  hatten  dort  die  zweite  Ueberschiebung  der 
quadratischen  Covariante  einer  cubischen  Form  über  sich  selbst  be- 
rechnet, und  zu  dem  Zwecke  filr  dieselbe  das  neue  Symbol  ^J  einge- 
führt.    Bilden  wir  nun  direct  die  zweite  Ueberschiebung  dieser  Form 

^J  :=  (oi)*o,6,  =  (cd)*Cid,  =  etc. 
über  sich  selbst,  so  kommt  nach  den  vorhergehenden  Entwicklungen 

=  -J-  ^iaby{cd)'{ac)(hd)  +  (ab)\cd)*(ad){bc)j  ■ 
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Beide  Glieder  sind  einander  gleich;  denn  sie  gehen  in  einander  Qber 
durch  Vertausehung  der  gleichwerthigen  Symbole  a  und  b,  oder  c 
und  d.  Ihre  Summe  kann  also  darch  daa  doppelte  erste  Glied  ersetzt 
werden  und  somit  ist  diese  Invariante  (J,  Jf  auch  dargestellt  durch 
(^,  Jf  =  {ah)\cS)\ac)^^  =  (a6)»(cd)*(ad)(6c). 
Beispiel  2.  Wir  stellen  uns  femer  die  Aufgabe,  eine  durch  ein 
symbolisches  Product  dargestellte  Govariante  oder  Inyariante  einer 
Form  f  in  den  Wurzeldifferenzen  dieser  Form  zu  berechnen.  Die 
Methode  will  ich  an  einem  Beispiel  entwickeln.  Es  sei  gegeben  die 
Form  f=a^;  sie  besitzt  eine  Invariante  i  ^  (ai)*.  Um  sie  in  deu 
Wurzeln  osj,  a^,  a^,  a^  von  /darzustellen,  bilden  wir  zunächst  diese 
Invariante  durch  vierte  Ueberschiebung  von  a^  mit: 

/■=  «i,  «t,  äs,  «1, 
und  erhalten  nach  Nr.  38  (I): 

i  =  {aby  =  (aaj  (««.)  (««3)  (««,);  d). 

auf  diese  Weise  ist  bereits  ein  Symbol  b  durch  die  Wurzeln  a,  «j  Og  k, 
ersetzt.  Es  handelt  sich  also  noch  darum,  auch  für  das  Symbol  a  die 
Wurzeln  Ui  einzuführen.  Wir  ersetzen  zu  dem  Zwecke  in  (1)  a  durch 
z  und  aberschieben  die  Polare  6^  =  «1,  «»,  as,  a*,  viermal  über  die 
Polare  aj  =  ai.aiiaj.  «1..  ■  So  erhalten  wir  nach  Nr.  38  (I)  und  An- 
merkung: 

((^,  fcj)*  •=  (aÄ)*="  (au-aa.-as,«!,,  ai iCCs,a3,ai,y 

=  47  2  ^"-  "'^  ^'^'  ''»^  ^""  '^^  ^"''  *^*^ ' 
oder  mit   VemachläAigung  jener  Glieder  der  Summe,   welche   wegen 
Factoren  (a,-,  a,,)  =  0  identisch  Verschwinden: 

(»»)•  - i  -  i  j(», «,)(».«.)  +  («,«,)(«,«.)  +  C«,«^C«,-^)]'. 

Ganz  in  derselben  Weise  verfährt  man  auch  allgemein.  Man  er- 
setzt zunächst  ein  Symbol  der  Corariante  durch  y,  und  bildet  die 
n*"  Ueberschiebung  dieser  Polare  mit  der  Polare  f.  =  «i,  otp-  ■  •  a^f 
So  erhält  man  ein  Aggregat  von  Gliedern,  welche  ein  Symbol 
weniger  enthalten.  In  jedem  dieser  Glieder  ersetzt  man  wiederum  ein 
Symbol  durch  e,  und  überschiebt  dasselbe  abermals  n  mal  Ober 
f^^  =  tti,  «si  -  ■  •  a>,  etc.  Dadurch  ist  die  Zahl  der  Symbole  um  2 
reducirt,  und  so  setzt  man  den  Procesa  fort. 

40.  Darsldlung  der  Ueberschiänmg  durch  Ueberschiebung  von  Polaren. 
Erster  F<^.  Bei  Berechnung  einer  Ueberschiebung,  welche  an  zwei 
Froducten  von  Formen  ausgeführt  werden  soll,  kann  man  sich  nnn 
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aber  auch  wieder  des  bereits  in  Nr.  34  bewiesenen  Satzee  bedienen. 
Die  Sätze  über  Eigenschaften  der  Polaren  lassen  sicli  alsdann  auf  die 
Ueberschiebung  Ubertr^en.  Ich  will  mich  indess  bei  den  folgenden 
Entwicklungen  auf  den  Fall  beschränken,  in  dem  F  und  •!>  nur  als 
Producte  von  je  zwei  Formen  Torauagesetzt  werden,  da  die  Terallge- 
meinerong  nur  eine  öftere  Anwendung  der  Operationen  des  speciellen 
Falles  erheischt,  und  keine  neuen  Üeberlegungen  nSthig  macht,  Ueber- 
dies  sei  zunächst  vorausgesetzt,  dass  der  Grad  der  beiden  Producte 
in  X  gleich  dem  Grade  k  der  Ueberachiebung  sei,  dass  also,  wenn 

*_=^.;(  — <-|3; 
far  den  Exponenten  der  Ueberschiebung 

Ü  =  (F,  9y 

die  Beziehung  bestehe 

k==m-\-n^(i-\-v. 

Unter  dieser  Voraussetzung  besteht  nun  aber  die  Ä"  Polare  von 
F  aus  dem  einzigen  Gliede 

F^  '=a^bl 
und  ebenso 

0 1  =  oM  .  3* 

Faltet  man  das  Product  Ft  •  <5 »  auf  alle  möglichen  Arten,  etwa 
indem  man  die  linearen  Factoren  der  einen  Polare  einen  Moment  durch 
Vit,  die  der  andern  durch  p^tx  ersetzt  und  nun  die  einzige  Combination 
der  fix  mit  allen  Permutationen  der  Qix  durch  Faltung  verbindet,  so 
bildet  die  Summe  aller  dieser  Glieder,  dividirt  durch  ihre  Anzahl,  die 
Ä*"  Ueberschiebung  von  F  über  0.  Ersetzt  man  wieder  r^  und  (i,-, 
in  geeigneter  Weise  durch  die  ursprünglichen  Factoren  a^  b^  «„  ßi, 
fasst  hierauf  alle  gleichen  Glieder  za  einem  einzigen  Gliede  L,  zu- 
sammen, so  ist  die  Ueberschiebung  dai^estellt  durch 

wo  L,  von  der  Form  (aa)"^  (ftjS)"'  (o/J)''  (fcjS)'',  v,  +  v,  +  Vj  +  v,  =  Ä, 
und  q,  constante  Goefficienten  sind,  deren  Summe  gleich  Eins  ist. 

41.  Zweiter  Faü.  Ist  nun  der  Grad  des  Productes  F,  und  der 
des  Productes  0  grösser  als  der  der  Ueberschiebung,  oder  hQchsteus 
eines  der  beiden  Producte  voo  gleichem  Grade  wie  die  Ueberschiebung, 
so  ist  die  Ä"  Polare  von  F  (vergl.  Nr.  22) 

und  ebenso 
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»^-(S)(Ö«:^r'^  +  (!:)(,l,)«r'«,«-'+'^,+ ■■-2'^,Ä,- 

Die  UeberscfaiebuDg  erhält  maiij  indem  mBn  das  Product 

auf  alle  möglichen  Arten  nach  den  in  y  linearen  Factoren  faltet.  Sie 
ist  also  dargestellt  durch  die  Summe 

««)» -22'"' ■»(*■■»!■)''  w 

wo  nun  das  Glied  (G,-,  ßj)*  entsteht,  indem  man  auf  irgend  zwei 
Glieder  der  J^  Polaren  hma\  den  Faltungsprocesu  anwendet  Die  Ueber- 
schiebung  der  beiden  Formen  F  und  9  ist  also  zurückgeführt  auf 
eine  Snmme  von  Ueberscbiebnngen  solcher  Formen  Qi  und  Hg,  deren 
Grad  in  y  genau  mit  dem  Grade  der  Ueberachiebung  Qbereinstimmt. 
Jede  solche  Ueberschiebnng  ist  nach  Nr.  40  dargestellt  durch 

Trägt  man  also  dieselben  in  (I)  ein,  so  erhält  man: 

(2-;  ^y^^2c.p^2^'^'-222''^^^'^- 

Hierbei  ist  die  Summe  der  Coefficienten  lig,  gleich  Eins.    Deim 


es  ist 

und  ebenso 
folglieh  auch 


=  1      nach  Nr.  40, 


2'='-2'''»-2ä'-2'v-i. 


42.  Benachbarte  Glieder  einer  Ud)ers(^i^ung.  Wie  bei  den  Po- 
laren so  spricht  man  such  hier  Ton  benachbarten  Gitedem.  Doch  ist 
die  Manuigfalt^keit  der  Nachbarschaft  nun  eine  grössere  geworden. 
So  können  zwei  Glieder  benachbart  sein,  wenn  in  dem  einen  an 
Stelle  Ton 

a!c{btt)     sich  befindet     bxiati),  (1) 

oder  an  Stelle  von 

a,{aß)    sich  befindet  ßjaa),  (2) 

während  alle  übrigen  Factoren  übereinstimmen.     Im  ersten  Falle  hat 
die  Differenz  der  betreffenden  Glieder  den  Factor 
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o,(6a)  —  6,  (aa)  =  Ox  {ah), 
im  zweiten  Falle  den  Factor 

wie  aus  dem  Identitätssstz  Ni.  11  herrorgebt 

Die   Differenz   zweier  in  dieser   Weise  benachbarter  Glieder  hat 
demnach  immer  einen  der  beiden  Factoren 
(oft)     oder     (aß). 
Die  Nachbarschaft  zweier  Glieder  kann  aber  auch  lediglich  durch 
Elammerfactoren  bedingt  sein.     Es  kann  die  Stelle  von 

(aa){bß)    das  Product     (aß)(ba)  (3) 

einnehmen;   dann    hat   nach  dem   Identifötssatze   die   Differenz  dieser 
beiden  Glieder 

G,-G,^G{iaa)(hß)-(aß){ha)] 

-G{ah)(aß) 
den  Factor  (ab)  (aß). 

„Diese  Differenzen  haben  also  in  allen  drei  Fällen  mindestens 
einen  Klammerfactor,  der  dun^  Faltung  zwischen  Formen  F 
allein,  oder  4>  allein  entsteht,  und  nicht  durch  gegenseitige 
Faltung  Ton  J^  mit  *." 
So  ist  z.  B.  in  der  schon  mehrfach  berechneten  Ueberschiebung 
U-^{(abya^h^,  M'cd.)' 
=  i5«  j(«c)(6d)  +  (ad)(6c)j 
die  Differenz  der  beiden  Glieder  dargestellt  durch 

0,-0,  —  (aty(cd)'{(a<:)  (bi)-  (<ii)(bc)  | 

Die  rechte  Seite  verschwindet  aus  bekannten  Gründen,  wenn  a, 
i,  c,  d  Symbole  der  cubischen  Form  f=a*  sind.    Dann  ist  also 

Gl  —  (?„ 
folglich 

r;  =  2"  ■  2  G,  =■  (abf(cd)'(ac)(bd) , 

was  wir  schon  auf  anderem  Wege  gezeigt  haben.     (Yei^l.  Nr.  39.) 

Die  eben  besprochene  Eigenschaft  der  Differenz  benachbarter 
Glieder  kann  man  auch  fOr  die  Differenz  zweier  beliebiger  Glieder  £,- 
and  Lp  nachweisen.    Denn  es  ist 

i,  -  i,  -  (i,  -  i,+i)  +  (in-i  -  in-.)  +  •  •  ■  +  (i,-.  -  !,)■ 
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Jede  Differenz  rechts  besitzt  den  Factor  (ab)  oder  (aß),  also  ist 
die  Differenz  links  dorcli  ein  Aggregat  von  Gliedern  darstellbar,  welche 
entweder  den  Factor  (ab)  oder  den  Factor  {aß)  oder  beide  besitzen. 

43,  Antcendungen.  Man  kann  von  diesen  SSteen  interessante  An- 
wendungen machen,  die  fQr  uns  in  der  Folge  von  Wichtigkeit  sein 
werden.  Denken  wir  uns  eine  CoTariante  Ai  der  Form  f^  =  (^,  bo 
können  wir  uns  genau  dieselbe  CoTariante  Bi  der  Form  91  =-  o"  bilden, 
wenn  m^n,  indem  wir  an  der  Potenz  qfi  die  n^lichen  Faltungen  vor- 
nehmen, die  wir  an  ff  machten,  um  die  Form  Ai  zu  erbalten.  Nennen 
wir  der  Einiacbbeit  halber  A4  des  Modell,  Si  das  Bild.  Ist  ins- 
besondere 

g>  =  (aiyi'  al~f  ^  =  (aa,)'''  a^''  ojj'' , 

also  eine  gerade  Ueberscbiebung  der  Form  f  über  sich  selbst,  so 
können  wir  mit  Hilfe  der  Eigenschaft  benachbarter  Glieder  fQr  Bilder 
Bi,  welche  aus  dieser  Form  nach  den  Modellen  Ai  gestaltet  werden, 
eine  Reihe  von  Sätzen  ableiten. 

In  diesem  Falle  mimlich  kann  man  ans  der  Potenz 

yf  ■=  (aö,)*'"  o^p**  aj-''  ■  (661)'''  bl-f  Jjj''  ■  ■  ■  (rt-,)'''  r^''  r^f 

eine  Menge  Bilder  Bi  nach  dem  Modelle  Ai  herstellen,  je  nachdem 
man  die  durch  Ai  dictirten  Faltungen  der  Potenz 

/t  -=  a»  -  fc;  .(-...  f^ 
in  g^  ausfahrt,  d.  h.  je  nachdem   man  in  ^  die  entsprechenden  Fal- 
tui^;en  an  a^b^,  oder  au  o^''^"'',  oder  an  o*'^''i2~''r  '^^'^  ®*"^" 
lieh  au  «^''iTT'"  '0"i>™™t. 

Wir  nennen  dann  wieder  zwei  Bilder  Bf  und  B/  benachbarte 
Bilder,  wenn  sie  dadurch  aus  einander  hervorgehen,  dass  man  in 
zwei  symbolischen  Factoren  derselben  a  mit  a,  vertauscht.  Ihre 
Differenz  hat  dann  immer  um  einen  Factor  {aa^)  =  (6fc,) «—  (cc^)  mehr 
als  das  einzelne  Bild. 

Ist  z.  B.  Bi=(ab)(a^b,)Gi 

Bi'-=(a^b)(ab^)Gi, 
dann  ist: 

Bi  -  B;^Gi  [{ab){a,\)  -  (a.i)(aJ,)) 
^Gf(fla,){h\); 
oder  ist: 

Bi==a^{a,b)Gi 

Bi'^ai,{ab)G„ 
so  ist 

B,  -  £/=.  (?,  {fl,(o,&)  -  a„(a6)}  =  G,(ao,)&,. 
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Genau  wie  Torhiii  erkennt  man  daher,  dasB  auch  die  Difierenz 
zw^i  beliebiger  Bilder  Si  und  Bf  sieb  durch  ein  Aggregat  von  Glie- 
dern darstellen  lässt,  deren  jedes  einen  Factor  (an,)  mehr  besitzt  als 
das  einzelne  Bild.  Da  nun  eiu  Bild  mindestens  {aa^*i'  bereits  zum 
Factor  hat,  BO  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  Behauptung: 

„Die    Differenz    zweier    Bilder  Bt  ist  gleich   einem   A^^regat 
von  Gliedern,  welche  den  Klammerfactor  (a&)*'"+^  oder  wegen 
Nr.  12  (06)»"+»  beflitzen." 
Man  kann  auch  sagen: 

„Die  Differenz  zweier  Bilder  ist  null,  bis  auf  Glieder  mit  dem 
Factor  (06)»"+»." 
Wir  werden  einen  derartigen  aus  Elammerfactoren  zusammenge- 
setzten charakteristischen  Factor  Modul  nennen,  und  denuiach  diesen 
Satz  in  die  algebraische  Form  kleiden: 

%  _  £.  =  0  mod  (06)*"+».  (1) 

Hat  man  nun  drei  symbolische  Producte  A,  so  dass 
j4,  ■=  «i  (6c)  ^ 

A^  =  Ci  (ab)  ^ , 

dann  verschwindet  wegen    des  Identitätssatzes   ihre  Summe  identisch. 
Das  Gleiche  gilt  für  die  erste  Gattung  der  oben  erwähnten  Tier  Bilder, 

JBj «  ft.  (ca)  *' 
B,^c.{ah)jt>', 
die  ja  neben  andern  Klammerfaetoren   genau   dieselben  enthalten  wie 
die  Modelle  Af.  _ 

Nimmt  man  demnach  drei  beliebige  Bilder  B^  B^  B^,  so  ist 
wegen  Gleichung  (1) 

3  s 

^Bi  —  ^Bi  =  Otaoä  {aiy''+' , 

weil  aber  ^  Bi  =•  0,  so  erhält  man 
3 
^B,  =  0'  mod  (06)*''+* .  (2) 

Dieses  Resultat  lässt  uns  aber  einen  sehr  wichtigen  Satz  beweisen: 
„leb  F{A,)  eine   ganze  Function  von  symbolischen  Producten 
Ai  der  Art,  dass  weder  ihre  Glieder  einzeln  null  sind,  noch 
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sich  gegenseitig  aafheben;  so  ist,  wenn  diese  FuncUoii  F 
gleichwohl  identisch  verschwindet,  die  entsprechende 
Function  von  Bildern,  also  von  symbolischen  Producten  B^ 
der  Form  f^if,  ff^ 

J^C^O^Omod  (06)»"+*." 
Denn  man  kann  setzen  (vergl.  §  1  Nr.  12,  und  §  10  Nr.  117) 

F  (4i)  =  0  =-  2  1  C**^)«-  +  (^°)'''  +  («*)'^  1  9" 
und  demnach  fDr  die  genau  entsprechenden  Bilder  (erster  Qattung) 

F(B,)  -  2  I  C')'^  +  ("»)'''  +  ("'■)«■  1  «>'  -»■ 
Sind  alsdann  £<  beliebige  Bilder,  so  ist 

F  (BO  -  -F  (^0  =  0  mod  (06)"*+»  i 
also  weil  der  Subtrahend  links  Tersehwindet 

F  (B<)  =  0  mod  (aby+* .  (3) 

-Wir  werden  später  von  diesem  Satze   eine  hervorragende  Anwendung 
machen. 

44.  Differeng  der  TJAerst^iänaig  selbst  mit  einem  ihrer  Glieder. 
Die  Eigenschaft,  die  wir  fOr  die  Differenz  zweier  beliebiger  Glieder 
einer  Ueberscbiebnng  nachgewiesen  haben,  besitzt  auch  die  Differenz 
zwischen  einem  Gliede  und  der  ganzen  Ueberschiebung.  Denn  da  in 
der  Ueberschiebung  die  Summe  aller  CoeiScienten  Eins  jst,  so  folgt 
durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungen 

die  Gleichung 

L,-n+-^i.,,.{L,-L:, 

oder,  wenn  wir  links  in  den  Differenzen  die  Factoren  {ah)   resp.  {aß) 

absondern : 

L,=  U+{ab)'^{aß)'''S[ki^,P.,  (a,  u.  e^  -  0  oder  1)  £i^£,  =  0.  {I) 

Nun  sind  die  symbolischen  Produci«  (aJ)*'  {aß)''  P,  Glieder,  welche 
i^end  einen  Klammerfactor,  wie  ihn  die  Ueberschiebung  U  involviren 
würde,  weniger  besitzen,  dafür  aber  mindestens  einen  mehr,  welcher 
dieser  Ueberschiebung  ZI  fremd  ist,  insofern  er  nur  dnrch  Faltung  der 
Formen  von  F  unter  sich,  oder  der  Formen  0  unter  sich  entstehen 
kann.     Daraus   lernen   wir   sweierlei:    Erstens,   diese   Glieder   in    den 
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Summen  rechte  gehören  Ueberschiebungen  an,  die  einen  um  mindestens 
Eine  Einheit  niedrigeren  Grad  Ti  —  1  haben  ah  die  Ueberachiebong  17; 
zweitens,  diese  Ueberschiebungen  beziehen  sich  auf  Formen  niedrigeren 
Grades,  welche,  sei  es  aas  F  oder  sei  es  aus  <Z>,  durch  Faltung  ent- 
standen sind. 

Wir  gewinnen  also  zonächst  den  Satz: 

„Jedes  Glied  einer  [leberschiebung  läsat  sich  darstellen  durch 
die   Ueberschiebuug   selbst  plus  einer  Summe  von  Gliedern, 
welche  niedrigeren  Ueberschiebungen  von  Formen  niedrigeren 
Grades  angehören." 
Ersetzen  wir  nun  vermöge  dieses  Satzes   abermals  die  Glieder 

(»i)-.  (««-  p, 

durch  ihre  Ueberschiebungen  und  fahren  in  diesem  Processe  so  lange 
fort,  bis  wir  zu  nullten  Ueberschiebungen  von  Formen  gelangen,  die 
aus  F  oder  0  durch  vielfache  Faltung  entstanden  sind,  so  werden  wir 
endlich  zu  dem  Satze  geführt: 

„Jedes   Glied    einer  Ueherschiebung    lasst  sich   dar-* 
stellen    durch    eine   Summe    von   Ueberschiebungen," 
oder 

L  =  {7+  Vci'}pji)+  Vc(«r7'.')H \-'^6*iJJ-^K       (H) 

Dabei  sind  die  Grössen  (ff  Gonstaute,  die  Grössen  JJf  der  Reihe  nach 
Ueberschiebungen  (A  —  1)**°,  Qc  —  2}""  bis  nullten  Grades  von  Formen, 
die  aus  F  oder  O  durch  einmalige,  zweimalige  reap.  J:malige  Faltung 
entstanden  sind. 

Diese  beiden  Sätze  (I)  und  (II)  entsprechen  den  analogen  Sätzen 
(I)  und  (11)  Nr.  25  über  Polaren. 

45.  Jedes  symbolische  Froduet  lässt  sich  auf  eine  Summe  etr^adier 
Ueherschiebungen,  eweier  Formen  redvdren.  Der  letzte  Satz  kann  noch 
erweitert  werden,  indem  wir  ihn  auf  ein  beliebiges  symbolisches  Pro- 
duct,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  ihm  die  Bedeutung  einer  wirklichen 
binären  Form  zukommt  oder  nicht,  ausdehnen.  Das  Princip,  das  uns 
die  Darstellung  eines  solchen  symbolischen  Productes  durch  eine  Summe 
von  einfachen  Ueberschiebungen  ermöglicht,  liegt  in  der  wiederholten 
Einführung  neuer  Symbole,  die  so  lange  fortgesetzt  wird,  bis  in  jedem 
Gliede  der  entstehenden  Summe  nur  mehr  zwei  Symbole  übrig  sind. 
(Vgl.  auch  Camille  Jordan,  Liouville  Journal,  ser.  3,  Bd.  2  und  5.) 
Ich  will  der  Deutlichkeit  halber  ein  Beispiel  voraossenden. 

Es  sei  gegeben  das  symbolische  Product: 

F~{abf{acy{bcf(hh^C. 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Procease  fttr  invariante  Bildungen.  49 

Halten  wir  in  demselbeD  ■  die  beiden  Symbole  o  und  b  fest,  ersetaen 
dagegen  das  Symbol  c  durcb  eine  Variable  y,  so  wird  aaa  P,  abge- 
sehen vom  Factor  {xy),  der  Ausdruck: 

Derselbe  stellt  nichts  anderes  dar,  als  ein  Glied  der  vierten  Polare 
einer  Form: 

Dieses  Glied  lässt  sich  in  die  Polare  (c^)  plus  einer  Summe  von 
Polaren  niedrigerer  Formen  entwickeln,  die  aus  a*  durch  Faltung  ent- 
stehen. Das  Resultat  der  Entwicklung  können  wir  direct  aus  dem 
Beispiel  Nr.  26  ableiten,  indem  wir  in  der  Gleichung 

X  mit  y  vertauschen  und  mit  (ab)*  multipliciren;  dies  liefert 

wobei  mit  ß^  die  Form  («Ä}'a^6*  bezeichnet  ist.  Ersetzen  wir  bierin 
y,  wieder  durcb  c^  und  y^  durch  —  Cj  und  multipliciren  mit  dem  aus 
dem  unterdrückten  Factor  (xy)  durch  diese  Substitution  wieder  her- 
gestellten Factor  Cx,  so  erhatten  wir: 

Das  symbolische  Product  P  ist  somit  durch  eine  vierte  und  eine  dritte 
Ueberschiebung  dargestellt. 

46.    Allgemeine  Darskütmg.     Um    also    ein    symbolisches  Product 
(mit  beliebig  vielen  Reihen  von  Symbolen) 
a,    b,    c  . . .  etc. 


.  etc. 


durch  eine  Summe  von  Ueberschiebungen  darzustellen,  verfahren  wir 
folgendermassen.  Wir  halten  eine  Reihe  von  Symbolen  fest,  etwa  die 
Symbole  a,  b,  c  .  .  .  etc.,  ersetzen  alle  übrigen  durch  Variable  y,  z 
u,  V . . .  etc.  und  sondern  einen  Augenblick  die  dadurch  aus  Factoren 
erster  Art  entstehenden  identischen  Covarianten  {xy),  (xe),  (xu),  {xv) ... 
ab.  Der  so  entstehende  Ausdruck  ist  dann  nichts  afderea,  als  ein 
Polarenglied  einer  Form,  die  wir  mit  f  bezeichnen  vrollen.  Dieses 
Glied  lässt  sich  aber  nach  Nr.  24  und  31  in  eine  Reihe  von  Polaren 
entwickeln,  welche  Formen  angehören  mögen,  die  wir  mit 
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bezeichceD. '  Ersetzt  maa  nuD  in  dieser  Reihe  die  Formen  ip,  ^,  x  -  •  ■  ^tc. 
durch  das  ihnen  zugeordnete  Symbol  Ä,  S,  C  etc.,  substituirt  sodann 
fSr  die  Variabein  y,  e,  u  . . .  wieder  die  ursprünglichen  Symbole 
a,  ß,  y,  .  .  .  etc. 
a,  6,  c,  .  .  .  etc. 
und  multiplicirt  nun  mit  den  vorhin  abgesonderten  Factoren  (xy),  (xb)  . . . 
d.  i.  mit: 

«.,  ßx,  y,  .  ■  ■ 

a>,  W,  c,  . .  . , 

so  entsteht  auf  der  linben  Seite  das  ursprüngliche  Prodnct  P.   Rechts 

dagegen  erhalten  wir  eine  Summe  von  symbolischen  Producten,  deren 

jedes  statt  der  ganzen  Symbolreihe 

a,  b,  c,  .  .  . 
uiir  je  ein  einziges  enthält,  sei  es  das  Symbol  A  der  Form  q>,  oder 
das  Symbol  S  der  Form  ^,  .  .  .  etc.  Ein  solches  Glied  enthält  also 
weniger  Symbole  wie  vorher,  und  wir  können  non  in  jedem  derselben, 
genau  auf  dieselbe  Weise  wie  in  P  selbst,  die  Zahl  der  Symbole  re- 
duciren. 

Anf  diese  Weise  gelangen  wir  schliesslich  zu  einer  Summe  von 
Gliedern,  deren  jedes  nur  mehr  zwei  Symbole  enthält.  Solche  sym- 
bolische Producte  haben  wir  aber  als  einfache  Ueberschiebungen  de- 
iinirt,  und  wir  sind  somit  berechtigt  den  Satz  aufzustellen: 

„Jedes    symbolische   Product    ISsst    sich   durch    eine 
Summe  von  einfachen  Ueberschiebungen  darstellen." 

§  4.  Die  einfachsten  UebersobiebimgeQ. 
47.  Die  Fwnciionaldeteitninante.  Unter  den  Ueberschiebungen  haben 
insbesondere  zwei  eine  hervorragende  Bedeutung.  Es  sind  gerade  die 
beiden  einfachsten  Ueberschiebungen  zweier  Formen,  nämlich  die  erste 
und  die  zweite.  Die  erste  ist  bekannt  unter  dem  Namen  „Functional- 
determinante"  oder  auch  „Jacobi'sche  Determinante"  (vergl  Bd.  I  §  9). 
Sie  ist,  wenn 

/■  =  o^ ,  y  =  6^ 

die  beiden  Formen  sind,  dargestellt  durch 

(/■,?')-«r' '"(<■»). 

und  unterscheidet  sich  von  der  im  ersten  Bande  §  9  definirten  Function 
nnr  nm  den  Factor  m-n.  Man  erkennt  dies  unmittelbar  aus  der  an- 
symbolischen  Schreibweise  dieser  Form  (vgl.  Nr.  35,  III) 
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(I) 


/;  = 


_L  H. 


DieBö  Determinaate  lilsst  sich  Obrigeue,  was  fQr  die  folgenden 
Betrachtungen  beqnemer  ist,  auch  als  eine  dreigliedrige  darstellen. 
Das  symbolische  Prodact 

hat  nämlich,  wie  die  Determinantentheorie  lehrt  (verg).  Bd.  I  Nr.  40, 
Ännierknug),  als  Determinante  geschrieben  die  Matrix 

%        «lös.     V 

,    —X^Xf,      x^ 
Mnltiplicirt    man   hier   die  erste  Zeile  mit  a^~'*,  die  zweite  mit 
*  und  berficksichtigt,  daaa 


*6"-* 


80   erhält  man   fflr   die  Functionaldeterminante    die  dreigliedrige  De- 
terminante: 


(II) 


Viij        Vis»    9»M 

48.  2>te  ^uttcJiona/äefermindHfe  als  Form  utigeraden  Charakters. 
Da  die  Functionaldeterminante  nur  einen  einzigen  Klammerfactor 
besitzt,  so  ist  sie  eine  Form  ungeraden  Charakters  (forme  gauche). 
Wir  können  zeigen,  dass  ihr  Quadrat  sich  als  eine  ganze  Function 
von  Formen  geraden  Charakters  darstellen  lassen  muss,  eine  Eigen- 
schaft, die  sie  mit  allen  schiefen  Co-  und  Invarianten  theilt.  (Vergl. 
Nr.  8.) 

In  der  That,  vertauschen  wir  in  (11)  Nr.  47  die  erste  und 
letzte  Colonne  und  multipliciren  die  zweite  Colonne  mit  —  2,  so  er- 
halten wir 

f»,     -n,t,        fn 
+  2(/",  7j)=    91,8,    —  -2ipt^,      . 
+  2a:,  «j. 
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Bilden  wir  nun  das  Product  dieser  Determinante  mit  der  ursprüng- 
lichen, 80  kommt: 

Au    A„  f«     /■„,  -2/;„   /■„ 

ätf,  «>)•(/■,  9>)—  »II,     Tl..  ftt   ■   »mi  —  2vi„   r,, 

X,*,—XtX^,X^  V,        ^XiX^,  x^ 

-       z«,/«  -  ßi),       /■>!»>„ -2/;.  «1 +  /;,«>■.,  f 

/Wfti— 2/'„»„  +/'„T,i,  2(«)„»)„  —  yf,),  <e  ■ 

f,  .  V,  0 

Hierin  ist  nach  Nr.  45,  ITI: 

fn  9n  -  2/;»  9t»  +  fn  9ii  —  (f>  V)* 
Wnfn-m  -(f,   f)' 

sCviiVm  — v?s)       —  (?>,  vT- 

Demnach  erhalten  wir  als  Ausdruck  für  das  Quadrat  der  Functional- 
determinante  J'=  (f,  91) 

(f.  f)',  V,  tf,  f 

f,  V,       0 


Odei 


j'- -iUf.fr -9' 


■S,9)'f-V  +  (.9,9f-n\ 


m 


Die  Formen  f  und  qo  sowohl,  als  ihre  zweiten  Deberschiehiingen, 
sind  aber  Formen  geraden  Charakters;  denn  f  xaA  tp  hahen  keine  nnd 
ihre  zweiten  Üeberschiebungeti  haben  zwei  Elammerractoren,  gehen 
also  bei  Transformation  bis  auf  eine  gerade  Potenz  des  Moduls  ^ 
in  sich  selbst  Aber. 

Genaa  in  derselben  Weise  kann  man  auch  das  Product  zweier 
verschiedener  Functionaldeterminanten  darstellen.     Man  erhült 


2(/-,  »)■(!:,  ♦)- 

fn,        /■„,       /o 
9tu       9,1,     9n 
X,',  —x,x„  X,' 

X»,  -2zi.,    lu 
*«,  -2*,„    ♦,, 
X,',  +  2x,x„  X, 

oder 

(.f,  z)',  (9,  lY,  1 

f,            9,      0 

V.vHx.*) — Uifi 

'9-'l'-(f,*)'9-X- 

-(•) 

,i,'f-1,+(.9,m- 
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49.  Die  FunctiomüdeterminatUe  der  etoeiten  Polaren  dreier  Form&t. 
Bildet  man  von  den  drei  Formen 

die  zweiten  Polaren 

80  können  vir  im  Sylvester'scheu  Sinne  (vergl.  Bd.  L  Nr,  143)  die 
Resultante  der  drei  in  y  quadratisclien  Formen  ala  Ftinctionaldeter- 
minante  betrachten  und  erhalten,  abgesehen  von  einem  Factor  2,  als 
Ausdruck  derselben  die  Determinante 


I  fu,    f».    f« 
Vii)  Vis.  Vit 

I  *11-   *I»J    *w 


(I) 


=■  (ab)  (oc)  (fce)  07-*  6;-"  cj-* 

Dieselbe  Determinante  geht  anch  aus  J^=  [f,  <p)  Nr.  47  (II)  her- 
vor, wenn  wir  x^  durch  —  ^,  und  3^  durcli  1p^  ersetzen. 

Auch  diese  Govariante  U  ist  eine  Form  ungeraden  Charakters 
und  wir  können  sie  ganz  in  derselben  Weise  wie  die  Fnnctional- 
determinaute  J  durch  gerade  Formen  darstellen.  Multipliciren  wir 
sie  nämlich  mit 

fn,  -2r,„   /•„ 
2U—    (f„,  -  2(p,„ 

*«.  -2«.,,, 
80  erhalten  wir: 

(f,  f)',  (f.  <py>  (f,  *y 

^u'=  (Ay)^  (y,  <py,  (9,  <■)'  .  (n) 

{f,ty,^{9>  ty.  {i>,  ^y 

Die  Determinante  rechts  ist  eine  Govariante,  die,  wie  wir  später 
sehen  werden,  anter  die  Gattung  der  Combinauten  zu  rechnen  ist. 
Ilire  Elemente  sind  die  CoeMcienten  von  X.  in  der  zweiten  Ueber- 
schiebui^ 

(F,  Ff 
der  Form  ^ 

Aber  sich  selbst.     Denn  bilden  wir  die  zweite  Polare 
F^  =  i.fy  +  A,y„'  +  Aj^fr^, 
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ao  erb&lt  man  daraus  die  Ueberschiebung,  wenn  man  in  dem  Producte 

alle  nach  der  MuUiplicatioii  entstellenden  Glieder  nach  y  zweimal 
faltet  Dies  ist,  da  wir  hier  einfache  Formen  zweiten  Grades  in  y 
haben,  immer  nur  auf  eine  einzige  Art  möglieh,  so  daas  wir  erhalten: 

(F,  F)'  -  i,'(f,  f)'  +  V(»,  »)'+■■•  +  ^l,W,  »)'  +  •■• 
50.  Selatio»  gmsehen  drei  und  vier  Mnio'en  Formen.  Das  in  die- 
sem Par^raph  nun  schon  zum  wiederholten  Male  benutzt«  Princip, 
darch  Determinantenmultiplication  Relationen  zu  erhalten,  wollen  wir 
noch  benutzen,  um  Relationen  zwischen  beliebigen  Formen  herzustellen. 
Wir  erhalten  eine  Kelation  zwischen  den  drei  beliebigen  Formen 
f,  tp  nud  ii,  wenn  wir  die  beiden  Determinanten  vom  Werthe  null 


D  = 


2D' 


/■,„ 

f,„ 

/«,     0 

fn, 

9,„ 

»■«■    0 

*... 

♦,., 

*,.,    0 

*!*» 

-1,1, 

',;  0 

/», 

-2A. 

,     /„.  0 

fa. 

-2», 

.     Vii.  0 

m 


I,«,  +2i,a:,,  I,',  0 
mit  einander  mnltipliciren.    Das  BeBnltat  der  Multiplication  ist: 

■    0  =  a,  n,  (.f.  v)',  if,  tr,  r 
(/■,  i,)*,  {tf>,^)\  it,%'y,  i' 

f,  V.  *.       0 

Nach  den  Elementen  der  letiAen  Zeile  and  Reihe  ausgewerthet, 
liefert  sie,  wenn  man  die  Unterdeterminanten  zweiter  Ordnung  mit 
An  bezeichnet  (vergl.  Bd.  I.  Nr.  64  und  Beispiel  65) 

l    41  4a  4S  «I  u  u  I 

oder  in  leicht  verständlicher  Abkürzung: 

^ {AJ+A,<f  +  A*)'-f>. 
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den  beiden  Determiuanteii  (I)  und  (II)  wieder 
■  Xi,   s*>  erhält' man   durch  Multiplication  der- 


Vertauscht  man  i 
Xi  mit  Xj  und  x^  mit 
selben  die  Relation: 

if,  /■)'.  (/■,  r);  (/■,  *)",  (/■,  «)■ 
(/■,  9)',  W,  <p)',  (v,  ♦)',  (», »)' 

if,  *)',   (♦,  9»)*.    (*,  *)',    (*,  l)' 

(/■,  i)',  it,  »)■,  (x,  *)',  {«,  xf 

und  diese  Determinante  giebt  eine  ßelation  zwischen  Covarianten  von 
vier  beliebigen  Formen.  Wir  werden  später,  insbesondere  bei  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen,  von  den  bisher  entwickelten  Rela- 
tionen vielfach  Gebrauch  machen. 

51.  Die  Functionaldeierminank  if,  9)  und  die  erste  Polare  {f-tf)\- 
Die  Functionaldeterminante  giebt  auch  noch  in  anderer  Richtung  zu 
Relationen  Veranlassung,  die  besonders  für  die  symbolische  Rechnung 
Ton  Nutzen  sind.  Hierher  gehört  ihre  Beziehung  zur  Polare  {f-(f))y. 
Diese  Polare  ist  nämlich,  wenn  f  •^a'^m^h^  •  •  ■  und  9"™  «!;  ■=  )S^  -  ■  - , 
dargestellt  durch: 

-=Co'?n  +  Ci'^]   (vgl.  Nr.  22). 
Die  Differenz  der  beiden  Glieder  ist: 


(2) 


oder 

(y3:)-(/'.  9')-=o;;*~'«,«;- 
Eliminiren   wir  aus  beiden   Gleichungen  (1)  und  (3)  einmal  das 
erste,  sodann  das  zweite  Glied  rechts,  so  erhalten  wir: 


if-'p),- 


„  {y^)-{f,  v)  =  o^tt^»  «^  •=(■  V  1 


(/■  •  9)1  +  „-  4:  „  fy^)  ■  (/".  vJ  =-  '^T^  «j, «;  =  /y  ■  ?>  I 

Diese  beiden  Gleichungen,  von  denen  die  zweite  auch  durch  Ver- 
tauschung von  f  mit  tp  aus  der  ersten  erhalten  werden  kann,  setzen 
die  Polare  (/"■  91)^  mit  der  Functionaldetermiuante  (/*,  <p)  und  den 
Polaren  /^  und  tp,  in  BeBiehung. 

Dabei  haben  wir  nicht  vorausgesetzt,  doss  f  und  tp,  unsymbolisch 
genommen,  wirkliche  binäre  Formen   sind.     Die  Relationen  (I)  gelten 
also  auch,   wenn   wir  in   ihnen  f  durch   a^~'   und  ip  durch  ot""''  er- 
setzen und  nacbtr^lich  mit  (ait)  multipliciren.     Dann  geht  aber 
if-  fp\  über  in  (aa)-(a™-'  -  ap'),  =  (A  9\, 
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ferner: 

{f,  9>)  über  in  {aa){a-^\  a;-»)  -=  (o «)* o;"-* o^-«  =  {f,  ip)\ 
Demnach   können    wir  auB  den  Relationen   (I)   die  beiden  uenen    ge- 
winnen : 


C.  f\  +  ^-,-zr.,iy')<r,  ff  -  (<.«)«;-'«,«;-) 

In  ihnen  sind  die  AusdrDcke  rechts  die  Glieder  der  Polare  (/,  <p)g 
und  die  Relationen  (I)  und  (II)  sind  somit  nichts  anderes,  als  die  in 
Nr.  25  gegebene  Darstellung  eines  Gliedes  durch  seine  Polare  und  die 
Polaren  von  niedrigeren  Formen. 

52.  Die  Fünelionaldeterminante  von  (f,  ^)  und  f  oder  tp.  Eine  be- 
sondere Rolle  spielen  bei  späteren  Untersuchungen  die  Foncttoual- 
determinanten  ron  Functionaldetenninanten,  also  die  erste  Ueber- 
echiebung  Ton  (/',  <p)  Über  eine  dritte  Form  ^,  welche  wir  symbolisch 
bezeichnen  mit 

((/■,  9),  *)  -  V. 

Diese  j^ortnen  haben  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich  immer 
durch  ein  Aggregat  niedrigerer  Formen  darstellen  lassen.  Nehmen  wir 
zunächst  an,  ^  sei  eine  der  beiden  Formen  f  oder  tp  selbst.  Die  erste 
Ueberschiehung  U={(f,  >p),  f)  entsteht  nämlich,  wenn  wir  in  der 
Polare  (/",  95}^  die  Variabein  jf,  durch  h^,  und  y^  durch  — h^  ersetzen 
(Tergl,  Nr.  35)  und  mit  ft™-'  multipticiren.  Ans  der  zweiten  der  Re- 
lationen (II)  erhalten  wir  demnach: 

((/■,  v),  n  -  (««)  (»*)  «:-*  'r'  «r'  -  „+"1^  c-  f'^  •  »•  •  »r'  ■ 

'  Hierin  ist  das  zweite  Glied  rechts  bereits  das  Product  von  zwei 
einfacheren  Formen  {f,  tp)*  und  6™  •—  f.  Das  erste  Glied  6,  lasst  sich 
mit  Hilfe  des  Identitätssatzes  in  ein  ähnliches  Product  verwandeln. 
Vertauscht  man  nämlich  in  ihm  die  gleichwerthigen  Symbole  a  und  6, 
so  wird  aas  dem  Gliede 

G,  -      (a«)(a&)a™-«l^'ap> 
wiederum  G,  =  —  (b  a)  (a  b)  6"~*  a™~' «""' . 

Durch  Addition  erhält  man: 

2Gi  =  (ob)a7-H";-»«^i  {iaa)b^  -  {ba)a^\  , 
oder,  weil  gemäss  dem   Identitätssatze  die   DifFereuz  in   der  Klammer 
gleich  {ab)at  ist, 

e.  - 1  (oi)'  »r'  sr' «:  -  i  (f.  n  ■  f- 
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Die  Fuiictiooftldetermiiiant«  ((/',  91),  /)  ist  somit  dargestellt  durch: 

Dabei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass  beide  Formen  f  und  tp  tod 
bdherera  als  dem  ersten  Grade  in  x  sind. 

Vertauschen  wir  in  der  Relation  (1)-  f  mit  9»,  so  erhalten  wir  auch 
die  andere  erste  U  ehe  räch  iebung  ((9,  f),  tp)  =  —  {(/^,  <p),  tp)  dai^e- 
stellt  durch  die  Gleichung: 

((f.    9),^)--  {    (»,   »)••/■  +  „";i;  (f,    ?>)'  •  9  ■  (11) 

53.  Die  Functümaldeterminantc  von  (f,  tp)  und  t-  Ist  aun  ii  =  f% 
eine  von  f  and  <p  verschiedene  Form  (sie  kann  auch  selbst  wieder 
eine  Functionaldeterminante  sein),  so  können  wir  die  erste  Üeber- 
schiebung 

U-{(f,9),*) 
auf  folgende  Weise  durch  Formen  niederem  Grades  ausdrücken.    Wir 
ersetzen  zunächst  wieder   iu  der   itweiton    der   beideu   Itelationen  (II) 
Nr.  51  y  durch  r,  d.  h.  y,  durch  r,,  y,  durch  —  r^  und  erhalten  nach 
Uultiplicutiou  mit  r^' 

((/■.  9),  ♦)-(««)('"')«r''':-'T'-sTi^2''''  "'■■*■ ''' 

Zur  Umformnng  des  ersten  Gliedes  benutzen  wir  den  Producteatz 

(a«)  (»r)  «,r,  -  I  j  (aafrl  +  (arj«;  -  (")•  «'.]  ■ 
Substituireu  wir  diesen  Werth   von  (aa)  (ar)  a^  r^;  in  (1),   so  kommt: 

((/■,  9),  ♦)-|jc»«)'ar'«r*»+(»'-)'<'r'T'-(p-(<")'«r''r"/'| 

-„-;-";;ia  (/■.■»>)■•♦ 

-  V«  »■)'■*  + 1  (r,  «)'•»'  -  y(»>,  *)'•/■-  „7^=^2  (/;  9)'*, 

oder  eudlicli: 

i(f,9),*)-if'~'^,(f,  9T-*  +  i[(f,*Y-9-<9.t)'f]-    (IU) 

Wir  sind  somit  berechtigt,  den  Satz  aufzustellen: 

„Die  Functionaldeterminante  einer  Form   il>  mit  einer  andern 
Functionaldeterminante   ist,    wenn  alle  Formen  vom  höheren 
als    vom   ersten    Grade    in    x    sind,    immer    durch   Froducte 
niedrigerer  Formen  anadrückbor." 
Aus  der  Relation  (III)  gehen  selbstverständlich  die  beiden  früheren 

Relationen  (I)  oder  (II)  hervor,  wenn  wir  ^  durch  f  oder  qo  ersetzen. 
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54.  Die  zweite  üd>ersckid>utig  einer  Form  f  ü6er  sieh  sethsL  Als 
zweites  Beispiel  einer  einracheii  Ueberscbiebutig  wollen  wir  noch  die 
Covariante  (a6)'  a!^*  If^*  betrachten.  Diese  Form  wurde  zuerst 
von  Hesse  als  eine  CoTariante  einer  Form  /"  =  o"  =  J"*  entdeckt 
(Grelle  Journal  Bd.  28)  und  fuhrt  nach  ihm  den  Namen  Hesse'sche 
Determinante  oder  Hesse'sche  Form.  Sie  ist  dargestellt  symbolisch 
durch 

unsymbolisch  durch: 

3V       gy 


/?«- 


ix.  9a-, 


Man  kann  sie  auch  auffassen  als  Fuoctionaldeterminante  der  beiden 
ersten  Differentialquotienten  ■„—  nq^  s—  •  Wir  haben  diese  Covariante 
bereits  in  mehreren  Beispielen  kennen  gelernt.  So  ist  die  Discrimi- 
nante  der  quadratischen  Form  f'=a*^^=h^  nidits  anderes  als  die 
Hesse'sche  Form 

ebenso  war  die  in  Nr.  37  berechnete  Covariante  zweiten  Glrades  einer 
cubischen  Form  die  Hesse'sche  CoTariaute. 

H  =  {ahf  ö,  fi,  =  2  (  («0  Oj  —  (^*)  a:,*  +  (ot,  oj  —  a,  o,)  »,  fj  -I }  . 

55.  Lehraaie  von  Hesse.    Von  dieser  Govariante  hatte  Hesse  den 
allgemeinen  Satz  aufgestellt  und  bewiesen: 
„Ist  die  Determiaante 


8V      . 


VL       sjf     ü 

der  zweiten  Ditferentialquotienten  einer  Function  /"mit  n  Varia- 
bein identisch  Null,  so  reducirt  sich  die  Dimension  der  Form 
f  um  einen  Grad." 
Im  Jahre  1876  zeigten  nun  Gordan  and  Nöther,  dass  der  Satz  in 
dieser  Allgemeinheit  unrichtig  ist. 

Durch  das  Verschwinden  der  Hesse'scben  Form  reduciren  sich 
zwar  binäre  Formen  auf  reine  Potenzen  eines  linearen  Ausdruckes, 
Formen  mit  drei  Variabein,  also  ternäre  auf  binäre,  quatemäre  auf 
temäre;    dagegen    giebt   es    bereits   quinäre    Formen,   deren  H  zwar 
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identisch  verschwiudet,  die  sich  aber  keineswegs  auf  qu&teinäre  redu- 
cireu  laasen. 

Wir  geben  hier  den   Beweis  dea   von  Hesse   aafgestellteo  Satzes 
fGr  binäre  Formen,  indem  wir  ihn  folgendermassen  formnliren. 

,^st  die  Covariante  (a6)'a^*t^'  der  Form  fiXiX^)  identisch 
null,  so  ist  f(xiXt)  eine  reine  Potenz:  (Oiä,  -)-  a^x^)"." 
Zum  Beweise  bringen  wir  zunächst  die  Voraussetzung 

HL(abya^n^»  =  (i  (1) 

durch     eine     andere     Relation     zum     Ausdruck.      Wir     multipliciren 
Gleichung  (1)  mit  —p-,  und  können  dann  schreiben: 

(f|L' (flfi)»  „m-»  i^-»  „  ^.  (aj^  —  b^a^ya^-n«-* 
—  y  (albl  ~  2aJ^b^a^  +  I^oJ)  «--»ft™-», 
oder,  weil  a™  ■  fr*  6"-*  — ■  i^  a*  a™-"  =  f  -f^, 

iSfH-ff,.~f--(,.  (2) 


Zu  dieser  Voraussetzung  (3)  tritt  noch  eine  zweite,  daas  nümlich  jede 
Form  f{x)  mindestens  einen  linearen  Factor  a,  besitzt  (vgl.  Funda- 
mentalsatz der  Algebra  Bd.  I  g  12),  oder,  um  ganz  allgemein  zu  sein, 
dass  f  von  der  Form  ist: 

/■-.aP-tf-^  — ae.*,*)    (ö  +  p  — m).  -  (3) 

Hier  ist  a,  wirklicher  vielfacher  Factor  von  f,  p  sein  Exponent  und 
i)  das  Product  aller  anderen  Factoren.  Unter  diesen  beiden  Voraus- 
setzdngen  lautet  dann  die  Behauptung: 

Wir  bilden  nun  die  erste  und  zweite  Polare  von  /"  =  aj  -  ^ ,  und  er- 
halten nach  Nr.  22: 

m  .  /■  =  p  ■  «e-'  tt  ■  ^  +  tf  ■  «J  ■  v;~'  tfr  (4) 

m  (m  —  1)  /"^,  =  e  (p  —  1)  «£"*  «*  ■  *  +  2p  ■  tf  av-'  a  ^-^  *- 

+  <l(ff-  OaP-^^-^V-^-  (5) 

Quadriren  wir  also   den  Aasdruck  (4)  der  ersten  Polare  und  subtra- 


*)  Man  darf  imnehnieD  «  !>  1.    FDr  p  -•  1   wird  der  Beveia  genau  ebenso 
gefQhrt. 
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Liren  das  (m —  l)  fache  dieses  Quadrates  von  dem  m  fachen  Produete 
der  Form  f  in  die  Form  (5),  so  erhalten  wir: 

+  {2»»e«— 2eff(OT  —  l)j  a*e-'a  •*  -^ 
+  {mff(ff  — Oii--^^,— (m— l)ö''V^}o«c  =  0. 

Da  uun  in  dieser  Identität  die  späteren  Glieder  rechts  den  Factor  o, 

in  einer  höheren  Potenz  enthalten  als  das  erste,  so  muss  dessen  Zahlen- 

coefGcient  für  sich  verschwinden,  d.  h.  es  mnss  sein: 
me{Q~  l)  =  (nt  —  l)p* 

oder  in  =  p , 

was  zu  beweisen  war. 

§  5.     Der  Aronhold'solie  Prooess. 

56.  Aufgabe.  Viele  Fri^en  der  Algebra  und  Geometrie  .erheischen 
die  Lösung  folgender  Aufgabe:  Gegeben  ist  eine  Form  /"und  eine  ihrer 
Invarianten  (Corarianten)  i;  gegeben  ist  femer  eine  Form  ip  von 
gleichem  Grade  in  x  wie  die  Form  f.  Dann  besitzt  das  lineare 
System  f  -^  Xip  eine  entsprechende  simultane  Invariante  J,  welche  ans 
i  entsteh^  wenn  man  darin  die  CoeMcienten  Oi  von  f  durch  die  Coeffi- 
cienten  o,-  +  -ttf  'on  f  -^  X<p  ersetzt*).  Diese  Invariante  J  lässt  sich 
nach  Potenzen  von  K  anordnen,  und  die  CoefScienten  der  Potenzen  von 
i,  werden  alsdann  selbst  wieder  simultane  Invarianten  von  f  und  9) 
sein.  Die  Aufgabe  uun,  die  wir  uns  stellen,  ist:  womöglich  eine  inde- 
pendente  Darstellung  der  Coefficienten  von  X*  zu  geben.  Es  wird  sich 
zeigen,  dass  sich,  so  lange  f  und  9  von  einander  unabhängig  sind, 
immer  ein  Process  angeben  lässt,  eng  verwandt  mit  dem  Polaren- 
process,  vermöge  welchem  jeder  dieser  Coefficienten  unmittelbar  aus 
der  Invariante  i  hergestellt  werden  kann;  im  anderen  Falle  erhält 
man  für  dieselben  Recursionsformeln. 

Cm  die  Begriffe  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  ea  sei:* 
/■  =  a^  =  i^  =  ■  -  ■  etc 

-  «•';+ (r) «.»;-»:.  +  ©«.«;-*:  +  •■•. 

(f,  T=  a*-=  ß^^  •  ■  •  etc 

—  «0*''+  (?)^i^~'^s  +  (2)««^**«  H ' 


*)  Igt  ip  eine  Form  bOberen  bIb  n*™  Grade»,  ho  bildet  mao  die   geeignet« 
Polare  and  kaoo  eich  dann  die  gleiche  Frage  fOr  die  Form  f  -\- 19>„^  vorlegen. 
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und  die  InTariante  v  GradeB  in  den  Coefflcienten  von  f 

»-=*Cao)  "i.  «»)  ■■■  «-)■ 
Dann  ist: 

/• + 1 T  -  (S.  +  A « j  i;  +  (j)  (i,  + 1 «,)  «r '  X,  + .  ■  ■ 

und  demBacb 

J==  *(«()+  A«o,  «1  +^«i>  •-  ■  «»  +  ^«")- 
Denken  wir  uns  diese  Invariante  J  nach  steigenden  Potenzen  von 
X  geordnet,  and  die  Coefficienten  der  ersten  bis  v**"  Potenz  der  Reihe 
nach  mit  Si,  S*i  . . .  d*i,  so  stellt  sich  J  in  der  Form  dar 

J-_  iH  +  Vdi  +  l'dH  +  X'dH  H trS^i.  (I) 

DasB  der  CoefiScient  von  V  die  Invariante  i  ist,  gebt  daraus  hervor, 
dass  für  A  —  0  die  Form  /'-f~  ^<P  ^^  f>  ^^o  <7'  in  t  Sbergehen  oinss. 
57.  Definition  des  Aronhdd'schen  Froeesses.  Erster  Fall:  <p  ist 
von  f  unabhängig.  Um  die  Werthe  der  Grössen  <t*t  zu  ermitteln, 
bedienen  wir  uns  einen  Augenblick  einer  neuen  Art  der  symbolischen 
Darstellung  fQr  die  Invariante  i.  Da  nämlich  t  als  Invariante  eine 
homogene  Function  i^  Grades  in  den  CoefScienten  at  ist,  ao  kann 
man  sie  symbolisch  darstellen  durch 

•  —  Kpo  +  «iPi  +  <hp*  -I —  o«p«)' = ?;■ 

Hiebei  sind  die  Coefficienten  pt  nur  als  Symbole  numerischer 
Grössen  zu  denken,  d.  h.  der  Zablencoefficient  —  Null  nicht  ausge- 
schlossen —  ii^end  des  Gliedes  a?"  oj"' . . .  oj*'  der  Invariante  ist  reprä- 
sentirt  durch 

t^ip,i...K°K'  ■ '  -K''  ^o  ^0  +  f»i  H f*.  —  V. 

Im  allgemeinen,   wenn  t  Covanante,   können    diese  Grössen  p,   noch 
Functionen  von  x  sein. 

Da  nun  J  aus  i  dadurch  entstanden  ist,  dass  an  Stelle  von  Oi  die 
Grösse  Ot  -\-  ioi  trat,  so  ist  das  analoge  Symbol  fQr  J 

^—  (fltPt,  +  «iJ».  H 1-  ^«oPo  +  ^«li»!  -I — )'  —  Cpo  +  ^p«y. 

Diesen  Ausdruck  kann  man  aber  nach  dem  binomfechen  Lehrsatz  ent- 
wickeln, wodurch  man  erhält: 

•'-!':  + (;)i'r'?.'  +  (;)j'r'rf»'+ •■•'•!>:■       m 

Vergleicht  man  diese  Entwicklung  mit  der  Entwicklung  (I)  Nr.  56, 
so  erhält  man  allgemein: 
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62  Entec  Theil. 

Der  Aasdrnck  rechts  ist  aber  bis  auf  einen  numerischen  CoefGcienten 
nichts  anderes  als  die  ^  Polare  ron  ^* 

i'r'y.-(i':)..->(,_.). ■'(._>+.)  (^^+^°.+-^^)' 

Daher  ist 

'''-Q.i.-.)...'(.-t-M)2'a-v^air,°''°^--°" 

oder 

**i  =  -1  V  _     _^'" — =~  ;^,  ä,-    ■ . ^^-  (II) 

Wir  erhalten  demnach  die  Losung: 

„Die  Grösse  S*i  ist   bis   auf  einen  numerischen  Coef6cienteii 

gleich  der  **"  Polare  von  i  nach  den  Coefficienten  Oi,  wobei 

die  Incremente  jedesmal  durch  Oi  ersetzt  werden." 

Nach  den  Eigenschaften  der  Polaren  entsteht  also  3*i  ebenso  aus 

Si  wie  di  aus  i,  oder  allgemein:  Man  erhält  6^i,  wenn  mau  d'^^i  nach 

jedem  GoefGcienten  difTerentiirt,   die  Incremente  durch  ui  ersetzt  und 

alle   so  erhaltenen  Ausdrücke   summirt     Der   Process,    welcher  durch 

d%  3«,  Barn 

ausgedrückt  ist,  wird  somit,  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Coefficienten  ot 
unabhängig  sind  von  den  Coefficienten  ai,  ein  Iterationsprocess.  Wir 
nennen  ihn  den  Äronhold'schen  Process  und  bezeichnen  die  Ans- 
fShrnng  desselben  an  einer  In-  oder  Covariante  mit  dem  Worte  „del- 
taireo".  Die  Formen  f  und  <p  sind  hiebei  als  lineare  Functionen  der 
Variabein  0(,  &(  anfgefasst,  während  die  Potenzen  af,  af*"^,  ...a? 
als  Gonstante  betrachtet  werden.  Beide  Formen  haben  in  diesem 
Sinne  die  nämlichen  Coefficienten,  aber  verschiedene  Variable  und  i 
ist  dann  Covariante  w*"  Grades  der  Form  f. 
58.    Ba^pid.     1)  Die  quadratische  Form 

/■—OoVH-  2o,a:,a^  +  Oga:/ 
besitzt  die  Invariante 

•     i  =  a„  a,  —  Ol»  =  {/■,  ff . 
Ist  nun  »p  eine  zweite  quadratische  Form 

9  ^  «u  Xj'  +  2«,  Xi  Xf  -\-  HfX,* , 
so  ist  die  der  Form  i  entsprechende  Invariante  von  f-{-  Itp 
J  ■=  (öo  +  Jl«„1  (ff,  +  Xa,)  -  (ö,  +  Aa,)* 
■=(^ffj  — a,'}  +  A(oott,  -2o,a,  +  0(  «o)  +  ^*  («0  ^  —  «,')■ 
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Das   gleiche  Resultat   erhalten  wir,    wenn    wir 
Polare  Ton  i  bilden  und  die  Werte  toh 

die 

erste 

und 

zweite 

in  die  Entwicklnng 

2J..P, -« 
f.  -  t'i- 
J—i  +  lii  +  i'S'i 

1  /di  ~    , 

t".+Ä«0=i(«. 

«0- 

2J;. 

\  + 

',<l 

-^(f.-pfij 

ergl.  Nr.  36,  (1)) 

and  ebenso  (vgl.  Nr. 

14,  8) 

-. 

.■)- 

(», 

ff- 

59.  Beiapid  2.  Die  biqoadratische  Form  /'■=a^  besitzt  eine  In- 
Tariante  dritten  Grades  in  den  Coefficienten ,  welche  entsteht,  wenn 
man  die  Hesse'sdie  Form  (f,  f)'  ^  (06)*  o|  BJ  viermal  Ober  /"  ^  cj 
selbst  schiebt,  nämlich  die  Invariante 

j-(oj)'(»«)'W-((f,  0",  0'- 

Ersetzt  man  hier  die  symbolischen  Coeßicienten  durch  die  unaymbo- 
lischen,  90  findet  man  (vgl.  auch  Nr.  155  d.  Bd.),  vom  Factor  6  abge- 
sehen, 

Oo  o,   ^ 

fl,  o,  o« 
oder 

j  ■=  a„  i7j  a^  +  2o,  Oj  o,  —  o,*  —  a^  «,*  —  a,*  a. 

Die  entsprechende  Invariante  J  von  /"+  <lq»,  wobei  9)  ■-  a*,  wird 

J  — i+A#?  +  i»dV  +  -l»iJ»i 
und  die  Coefficienten  Sj,  S^j,  8^3  sind  bezw.  gleich  den  Polaren: 

3«)..  3(1.;)^,  (j,;)^,. 

Bezeichnen  wir  der  EUrze  halber  obige  Determinante  durch 
ihr  Diagonalglied  (o^  o,  a«) ,  so  werden  entsprechend  diese  drei  Po- 
laren durch 
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64  Enter  1%ei1. 

»..  -  rr,  2cl!ii,  '• "  -  0 1^°"  ^  "''  + '""  ^  °''  +  ^"^  ^  "A 

W^  — j— J  :i^g;  /;  3;  •«•«1«.  — {"o"">"i)  — ((l»,  9)'.  »>)' 
dargestellt  eein.    Oeomach  wird 

j-((/;mo'+*l(«.".i.)  +  («.«.«,)+(».i«.)l 

+»•{(».  ä,i,)  +  K^i,)  +  K  i,ij|  +i>((?>,W',T)*- 

Hierin  sind  auch  die  beiden  mittleren  Coefficieaten  Invarianten,  deren 
symbolische  DarBtelluog  wir  sofort  kennen  lernen  werden. 

60.  DamteÜMng  des  ArotütoJdscIien  Processes  öi  in  seiner  Wirkur^ 
auf  ein  symbolisches  Produd.  Schon  das  letzte  Beispiel  fahrte  uns  zur 
Frage:  Wie  äuBsert  sich  der  Äroahold'scbe  Process  an  einem  sym- 
bolischen Product?  Die  Antwort  hieraof  will  ich  zunächst  an  dem 
gleichen  Beispiel  erläutern.     Die  gegebene  Invariante 

_;=(a6)*(6c)*(ac)''-=6{Bo«2«4  +  2a,  OsOj  — V  —  a„  V—  V"«)}  (1) 
ist  vom  dritten  Grade  in  den  Coefficienten.  Denken  wir  uns  dement- 
sprechend die  bi quadratische  Form  f^^r^  einen  Uoment  auf  drei  Arten 
unsymbolisch  dargestellt: 

/■  -=  Oo  a;,*  -+■  4o,  x,^a^  -\ a^Xf* 

f  •=bo  Xi*  +  ib^x^^Xf  +  ■  ■  ■  6**8*     ri=  ai  •=  bi'=  c,, 

f  =  Cf,  X*  +  4ci  «,'  «,  +  ■  ■  ■  ö*  %* 
so  können  wir  ans  dem  symbolischen  Producta' ■■- (a&)^  (!'c)*(ac)^  noch 
zu  einer  andern  unsymbolischen  Darstellung  3  von  j  gelangen,  als  der 
in  (1)  gegebenen,  wenn  wir  die  Symbolreihe 

a* ,   öi'fl»,   öj'^i*  ■  ■  ■  'l'^rch  Qg  OiOg . . . 
and  ebenso:       &,*,    b^^tj   ^1'  &»*•■•  durch  Wb^. . . 
Ci*  t    ^1*  c»  /    c^  c^  . . .  durch  c^  c,  c» . . . 
ersetzen.     Der   so   erhaltene   Ausdruck  j  ist   aber    nun  linear  in  den 
Orösaen  tti,  hi,  c,  und  geht  für  Oj  =  6,-  =  Cj  «=  r,-  in  den  unter  (1)  ge- 
gebenen über.     Der  partielle  Differenttalqaotient  von  j  nach   r^  ist   in 
Folge  dessen  durch 

^l  =  ^  +  ^  +  M  /2^ 

dr,         da.  ^  db,   ^  de,  ^   ' 
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dargestellt,  und  der  Aronhold'sche  Process  erhält  äen  analytischen 
Ausdruck 

Durch  die  erste  der  drei  Operationen  rechts  wird  aber  in  den  in 
Of  linearen  Ansdnick  j,  an  Stelle  des  Goefficienten  o«  der  Coefßcient 
Ol  oder  also  in^'  an  Stelle  des  Symboles  o,*"'«^*  das  Symbol  a,*"*«,' 
eingefOhri  Wenn  man  daher  zum  symbolischen  Product  zurDckhehrt, 
so  erhält  man  an  Stelle  von  (o&)*  (ftc)*  (ae)*  einfach  («&)*  (6c)*  (ac)*. 
Ebenso  liefert  die  zweite  und  dritte  Operation  rechts  in  (3) 

(o«)»(«c)*Coc)*,     iaby  (bay  {aay . 
Weil  aber  alle  drei  Resultate  identisch  gleich  sind,  so  hat  man: 
gj  _  3(a!.)'  (S«)-  (<.«)■  -  ((aJ)"oK,  «3'  -  3  ((/■,  fl',  »))•. 
61.     In  derselben  Weise  findet  man: 

fj  -  3(o«)-  (»«■  (««'  -  ((y,  rt",  0' 

Denn  in  Gleichung  (3)  sind  die  drei  Glieder  rechts  linear  in  den 
Grössen  «{,  bi,  d',  resp.  o«,  Oi,  Ci;  a,-,  a<,  &j.  Setzen  wir  nun  der 
Einfachheit  halber 


und  unterwerfen  die  Gr&ssen  ka,  \,  h  wiederum  dem  Aronliold'schen 
Froceas,  so  erlialten  wir  enteprecheod  der  Gleicliung  (3) 


^^~2'i/-+2i/- 


'^-m/-^2\ 


3*, 
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Ersetzen  wir  in  diesen  drei  Gleichungen  ka  durch  ^^  -=-  «;  etc.  und 
addiren,  so  kommt: 

B,  »,0  l  '  "  '  "  '  ■  i 

Die  drei  Summen  rechts  sind  linear  in  OißgCi,  resp.  Uiß^bi,  Oi  ß,  at 
und  führen  demnach  wie  vorhin  eindeutig  zurück  auf  die  eynibolischeu 
Producta  (aßy  {ac)' (ßcf ,  resp.  {aßy  {abf  {ßbf ,  («/})»  (ao)»  (/J6)», 
welche  alle  drei  die  mmliche  Bedeutung  haben.     Demnach  ist 

a,b,c 

Es  ist  aber 

a,^<|  '       * 

xmd  also  gemäss  der  Definition  des  Aronhold'schen  Prooesaes 

j>j  -  i  ^di, -  3 (o.)> (»«■  («fl- -  ((./))> »;ß,  a;)<. 

Ebenso  findet  man: 

*'■'■  -  A2ä"Mä^  °.Än-("«'(«7)'tf>')'-((««'«:/P,  tu- 

Die  im  letzten  Beispiele  zu  berechnende  Invariante  hat  also  die  Form 

J  -  («  ff,  D'  +  Si  Hf,  /■)',  »r  +  31'  ((t,  ,,)■,  O'  +  ((«>,  vY.  9)'  ■ 

Genau  in  derselben  Weise,  wie  wir  hier  an  dem  einzelnen  Beispiele 
die  Wirkung  des  Aronhold'schen  Processea  auf  ein  symbolisches  Pro- 
duct  studirt  haben,  so  können  wir  im  allgemeinen  Falle  vorgehen. 
Wir  finden  alsdann: 

**  -  Tr^ä^jrlTTrFi;"'^?.  •  •  •  Ä. 

wobei  sich  die  9amme  Ober  alle  Variationen  von  n  Elementen  mr 
p**°  Klasse  ohne  Wiederholung  erstreckt  In  Worten  ausgedrOckt 
lautet  diese  Formel: 

„Ein  symboliechea  Product  wird  p  mal  deltairt,  wenn  man  je 
(f  Symbole  a,  b,  c  . ..  durch  p  Symbole  a,  ^,  /  . . .  so  oflmal 
ersetzt,  als  sich  »  Elemente  zur  p*™  Klasse  combiniren  lassen 
und  alsdann  die  Summe  aller  so   erhaltenen  Producte  bildet." 
63.  Zwdter  Fall:  Die  beiden  Forme»  f  und  fp  sind  nicht  von  ein- 
ander uneäihängiff.    Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  f  und  9)  in 
keinerlei  Weise  durch   ihre   Coefficient«n   mit   einander   in  Beziehung 
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stehen.  Sobald  nun  zwiachen  den  beiden  Formen  f  und  tp  ein  Ab- 
bäDgigkeitsverhältnisB  etwa  der  Art  esietirt,  dass  die  Coefficienten  von 
tp  Functionen  der  Coe£ficient«n  von  f  sind,  so  ist  der  Aronhold'sche 
Proceaa  kein  Iterationsprocess  melir,  d.  h.  S*i  wird  nicht  in  derselben 
Weise  aus  8i  erhalten,  wie  di  aoe  i.  Denn  wenden  wir  in  diesem 
Falle  auf  Si  den  Aronhold'schen  Process  an,  so  erhalten  wir: 

*ijji-«j|i-„.4-|i;,  +  |ti,+--  +  4i;.j 


I     3«    Ige,  -      ,    £«0  ~     I       .       1    ^ 
8%  [doa    "       da,  d 


aieichung  (II)  h 
id   anderotheils 

i: 

2r  FT  "*"''" 


Non  ist  aber  nach  Gleichung  (II)  Nr.  57  das  erste  Glied  rechts 
identisch  mit  2!^i,  und  andemtheils  ist  nach  der  Definition  des 
Aronhold'schen  Procesaes: 


Demnach  erhält  man: 

2\dH  =  ä(Si)  —  V  4?-  dat. 

In  derselben  Weise  findet  man  weiter: 
31  dH  —  ö(2\dU')  —  2  V  -J|-_-  «*««,- 

4!  <JS  «  (J(3!  iJ»()  -  3^  ^-^ä"  "*"''*"e 
0      **  "'  "e 

k\  d*i  =  SUk-  l)!  «*-»») - (k-1)  V   _-  ^-  -^— ^ —  ^A    ■  ■  *«'*-, • 
-^  ^%^\  ■  ■  ■  ^%-i 

Dies   ist   die   Recnraionsformel   ffir   die   CoefBcieaten  d^i  in   der 
Entwicklung 

J=^i  +  lSi  +  X'SH  +  •-.  X^6H, 
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sobald  die  beiden  Formen  f  und  <p  zu  ein&nder  in  corariantem  Yer- 
bältniese  stehen.  Ich  werde  im  nächsten  Por^raphen  Mr.  72  noch  in 
ausführlicher  Weise  auf  diese  Recursionsformel  zurQckkommeti.  Hier 
will  ich  nur  noch  ein  Beispiel  znr  Erläuterung  anfflgen,  um  auch  fBr 
diesen  Fall  die  Wirkung  des  Äronhold'schen  Processes  an  einem  sym- 
boHschen  Prodact  zu  zeigen. 

63.  Seispiel.  Wir  hatten  in  Nr.  37  jene  drei  Covarianten  einer 
cnbiscben  Form  f^^a^  kennen  gelernt,  durch  welche  sich  in  Ver- 
bindung mit  f  sUe  übrigen  rational  und  ganz  darstellen  lassen.  Sie 
waren   (yergl,  auch  Nr.  9  und  39): 

/■-«: 

J-(f,fy-{abya,b. 

Q  -  (/■,  (f,  m  -  (c^x^.  -  wc»»)<^«. 

S  —  (^,  /<)■  —  {ah)'(cclf{ac)(hct). 
Die  Corariante  Q  ist  wie  f  vom  dritten  Grade  ia  den  Yariabeln, 
und  man  kann  sich  demnach  wieder  die  Aufgabe  stellen,  irgend  eine 
dieser  drei  CoTarianten  für  die  Form 

F-f+lQ 
ZU  berechnen,  etwa  gerade  die  Form  Q/4.14  selbst.     8ie  wird  dann 
dargestellt  sein  durch 

ft+«- e +  »««  +  »■■!'« +  i'*'e.  (I) 

Die  Coefficienten  SQ,  S'Q,  S^Q  lassen  sich  durch  die  eben  auf- 
gestellten Recursionsformeln  berechnen.  Zu  dem  Zwecke  ist  ee  nßthig, 
zunächst  die  Werthe  von 

df,  S^,  dQ,  SR 
zu  ermitteln.    Man  erhält  nach  Nr.  60  und  61 

i^-ii{ab)'a,h.\  -2(,aQ)'a.Q,-(f,  Q)' "  V  (2) 

J«-  d  jM)«;^,!  -  (cV)cl'P^  +  {Q^)Ql^,-if,^f,  «)■)  +  («,  ^ 

-  (/■,  (f,  «■)  +  if,  ^),  -0,  (3) 

oder  weil  die  Fnnctionaldeterminante 

[tcj^I.  Nr.  52  (11)],  so  wird  endlich  wegen  {^,  /ff  =  "R, 

»«-(/■,(/■,«)■) --!-«•/■+ 1(/-,^'.^- 

Femer  ist: 

ffB  —  tf(^,  Jf  =  2(^,  g')»  =  2(z/,  (/•,  e)*)-  (4) 
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Nun  ist  aber,  wie  wir  in  der  Theorie  der  cubiecheu  Formen 
sehen  werden  [vei^l.  Nr.  145  (I)  und  Nr.  146  (II)],  oder  wie  man 
eich  auch  unschwer  direct  unsymbolisch  berechnet: 

(^  QY  =_  0    und    (f,  Jf  =.  0.  (5) 

Daher  liefert  der  Äronhold'sche  Process: 

«/■-«        I 

SJ  —  fS 

SB  —  Ü  \ 

64.  Die  Coeßicienten  S*Q  and  d^Q  in  (1)  erhält  mau  nan  durch 
die  folgenden  Betrachtungen.     Es  ist  nach  Nr.  62: 


Da  aber  SQ  =  —  ~R  .f,  und  demnach  SQk  =  —  -^  ^'^t  ^ß™ 
mu88,  so  geht  die  letzte  Gleichung  ttber  in: 

2u'e — i''-'>f-if»'^  +  i2M'"- 

Nach  den  Gleichungen  (II)  ist  äf=  Q,  dli  =  0,  und  nach  dem 
Euler* sehen  Satze  ist,  weil  Q  vom  dritten  Grade  in  den  CoefScienten  a«: 

Daher  wird: 

«■e \bQ  +  {bQ-{rQ.  (UI) 

Tragen   wir  endlich  diese  Werthe  von   2\S*Q  und  ^Q^   in  die 
Gleichung 

3ld'e-Ä(2!*'C)-2_^^i|^  QiSQ, 
ein,  BO  bommt: 

3!«'«  _  J(ü  .  C)  +  ß^^"  jH^  «.  ■  i 


Weil  aber  -^  vom  zweiten  Grade  in  den  Goefficienten  und  daher 
nach  dem  Euler'schen  Satze: 
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Die  cubiache  Covariante  der  Form  f+i-Q  hat  demnach  die  Form: 

■  <i/+i^  =  Q-^fi--\-jQ^*--^-n\  (IV) 

oder 

e/+«-(i  +  f-i')(«-J/-»)-  (V) 

§  6.    Die  Combinanten. 

65.  Deßrätion  der  Comlmumte.  Der  zuletzt  betrachtete  Aron- 
hold'scbe  Proceas  ist  auch  noch  dadurch  Ton  Bedeutung  geworden, 
dass  durch  ihn  eine  Reihe  simultaner  Covarianteu  i  eines  Systems 
von  Formen  f,  ip,  ^i  .. .  gleichen  GradeB  in  x  gekennzeichnet  weräeu 
kann,  welche  bei  vielen  Untersuchungen,  iaabesondere  der  Geometrie, 
eine  herrorn^ende  Rolle  spielen.  Es  aind  das  die  anter  dem  Namen 
Combioanten  bekannten  Formen,  welche  wir  folgender  Weiae  de- 
finiren  können: 

„Sind  f,  ip,  ^  .  .  .  irgend  welche  Formen  n*™  Grades,  so  ist 
eine  simultane  Covariante  i  derselben  Combinante,  sobald  sie 
bei  Anwendung  des   Aronhold'Bchen  Froceases  identisch   ver- 
Bch  windet." 
Die  Combioanten  genügen  also,  wenn  wir  der  Ein^hheit  halber 

nur  ein   System   von  zwei  Formen  f^a!^  und  9>  ^  o^  voraussetzen, 

der  Differentialgleichung 

ji-|^^  +  |iä,  +  ...  +  |ii.  =  o.  (I) 

66.  Eigenschaft  der  Gombitua^,  toenn  das geg^)ene  System  f,g>,i>... 
aus  tmahhängigen  Formen  be^xM.  Sind  nun  die  gegebenen  Formen  f 
und  ip  von  einander  völlig  unabhängig,  so  ergiebt  aich  ans  dieser 
Definition  sofort  eine  wichtige  Eigenschaft  für  die  Gombinanten.  Sie 
kann  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden: 

„Die  Combinante  i  von  f  und  <p  ändert  sich  nicht,  wenn  man  f 
durch  f -\-  kip  ersetzt,    d.  k,  wenn  J  die  entsprechende  Form 
von  /■+  ktp  und  f  ist,  ao  besteht  die  Gleichung: 
( =  J." 
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Denn  in  diesem  Falle  ist  J  eine  Function  der  Gr&ssen  a,  a,  X 
und  zwar  in  der  Yerbiadung  a^-f-  Xaj,.  Wendet  man  also  auf  J  den 
Äronbold'echen  Process  aa,  indem  man  cT  nach  at-^kat  differentürt 
und  die  Incremente  durch  ot  ersetzt,  so  utuss  nach  Definition  J  der 
Differentialgleichung  genfigen : 

9K  +  IK,)  3(«, +  1«,) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  nichts  anderes  als  der 
Differenfialquotieut  von  J  nach  X;  demnach  ist  ^  i=  0,  d.  h.  J  von 
X  unabhängig.  Entwickelt  man  daher  wie  im  Torigen  Par^raphen 
(7  nach  Potenzen  ron  X 

J=.i  +  XSi  +  AM'i  H f-  AM'i,  (II) 

so  müssen  die  Coefficienten  der  Potenzeu  von  X  einzeln  verschwinden, 
was  mau  auch  beider  Unabhängigkeit  von  f  und  9  direct  aus  di-=^0 
hätte  folgern  können.  Gleichung  (II)  reducirt  sich  also  auf  J^^i, 
wie  behauptet  war. 

67.  Seispiele,  Solche  Gonibinanten  sind  alle  ungeraden  Ueber- 
schiebungen  zweier  Formen 

f=al,     tp  =  al, 
also  die  Corariauten 
«  =  (oa)o;-»«^-',     (aa)»(^-'ap*,  ■■■  (o«)»'+»o^«'+»'«p<»'+'>. 
Denn  durch  Process  d«  erhält  man: 

8it~8  [(aa)"+»  o;-f»H-ii  „--UH-d] 
=  (^a)»H-ij^S'+i)a*-(»'+«. 

Dieses  symbolische  Product  Terschwindet  aber  identisch,  da  es 
durch  VertauBchung  der  gleichwerthigen  Symbole  a  und  ß  nur  sein 
Zeichen  ändert.  Aus  denselben  Gründen  folgt,  dass  die  geraden  Ueber- 
schiebnngen  {f,  ip)*^'  keine  Combinanteu  sein  können. 

Die  Gesammtheit  aller  Combinanten  zweier  Formen  (=0."  und 
9>  » «^  einlebt  sich  wie  Gordan  im  Bd.  V  der  Math.  Annalen  ge- 
zeigt hat,  ans  der  einen  Form 

'  %>    %  I 
Er  nannte  sie  „Fundamentalcombinante"  von  f  und  <p.     Dass  sie 
in  der  That  eine  Combinante  ist,  erkennten  wir  unmittelbar,  wenn  wir 
J*  in  der  Gestalt  schreiben: 
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eine  DaratelluDg,  wie  wir  sie  in  Bd.  1  Nr.  151  gegei>en  haben.  Denn 
der  Aronhold'sclie  ProcesB  verwandelt  die  Determinanten  (of  ai)  in  die 
veTBch  wind  enden  Determinanten  (ot  «i).  Wir  werden  im  nächaten 
Paragraphen  sehen,  wie  sich  diese  Form  P  nach  Potenzen  von  (xy) 
entwickeln  lässt,  deren  Coef£cienten  gerade  die  oben  erwShnten  un- 
geraden Ueberschiebtmgen  {f,  <p)"^^  sind. 

In  gleicher  Weise  hat   Gordan  a.  a.  0.  gezeigt,  dass   die  Fnnda- 
mentalcombinante  von  p  Formen  /*,,  ft,  •  •  ■  fp  dargestellt  ist  durch: 


JP  — 


/".(a:).  fM>  fM- 
fiis),  hOf),  f,(s)- 

fM,  fM>   ■   ■  ■ 


■/i(a=) 


fM. fpi») 

Sind  z.  B.  /"=  o^,  ?>  =  6',  *■  =  (^  drei  quadratische  Formen,  so 


ist  ihre  Fundamentalcombinante 


*i*j   2xiXj, 


^{ab)iae)(be).{xy)ixy)(y^). 

Abgesehen  von  den  identischen  Covarianten  (xy),  (xe),  (ye)  be- 
sitzen demnach  drei  quadratische  Formen  nur  eine  Gombinante,  die 
schoD  früher  berechnete  Form  (vergl  Nr.  7) 
R~{ab){ac)(bc). 
So  ist  a.  a.  0.  auch  gezeigt,  dass  fOr  drei  Formen  dritten  Grades 
f'=t^,  9>'=^)  i"~^  die  Fundamentalcombinante  P  sich  auf  die 
eine  Form 

redncirt.     Alle  Covariant«n  von  Q  sind  dann  selbstrerstÄndlich  Com- 
binanten  von  f,  tp  und  i>. 

68.  Ueber  ä,ne  formale  Eigensehafi  aller  Cottibinanten.  Aus  der 
Bedingung  8i  =^  0,  welcher  eine  simultane  Covariante  genügen  musa, 
damit  sie  Gombinante  ist,  kann  man  schliessen,  daes  diese  Gombinanten 
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auch  ansytuboUsck  vor  den  übrigen  Covariaaten  sieli  auszeiclmeii. 
Denn  dieser  Bedingang  genügen  beispielsweise  sicher  alle  jene  üo- 
varianten  zweier  Formen  /"«—(i;;,  7)  ="«;;,  welche  die  Coefficienteu 
Oi,  uj  derselben  nur  in  den  zweigliedrigen  Determinanten  (Oj  ai)  ent- 
halten; dieselben  sind  demnach  stets  Combinanten.  Also  ist  auch  die 
Besnltante  R/-,^  dieser  beiden  Formen  Combinante.  da  sie  sich  in 
der  Bezout'schen  Determinantenform  gerade  als  Function  dieser  Grössen 
(a,*  «t)  darstellt.  In  der  That-  haben  wir  auch  im  ersten  Bande  fQr 
sie  die  aus  di  ™  0  resultirende  Eigenschaft  J=i  bewiesen,  indem 
wir  dort  (vergl.  §  11  Nr.  146)  zeigten,  dass  -B/,(i  =  jB/+iy,9  ist. 

In  derselben  Weise  schliessen  wir,  dass  die  simultanen  CoTarian- 
ten  von  p  Formen  f^,  f^,  ■■•ff,  welche  die  CoefGcienten  derselben 
nur  in  den  p-gliedrigen  Determinanten  fa','  a^  o;-.  ' ' '  o,"  )  enthalten, 
Combinanten  sein  mQssen.  Denn  der  Äronhold'sche  Frocess  bewirkt, 
dass  jede  dieser  Determinanten  zwei  gleiche  Zeilen  oder  Colonnen 
erhält;  in  Folge  dessen  verschwinden  sie  sämmtlicb  und  mit  ihnen  die 
betreffende  In-  oder  Govariante. 

Verbinden  wir  nun  aber  mit  diesen  Schlüssen  den  Gordan'schen 
Satz,  dass  aus  der  Fundamentalcombinante 

^-(«;..  ».-,.  'S..-) 

überhaupt  alle  Combinanten  von  p  Formen  fi  abgeleitet  werden  können, 
einen  8atz,  in  Bezug  auf  dessen  Beweis  ich  auf  die  mehrmals  schon 
citirte  Abhandlung  in  Bd.  V  der  Math.  Ann.  verweisen  mnss,  so  er- 
giebt  sich  hieraus: 

„Jede  Combinante  von  p  binären  Formen  fi  gleichen  Grades 
in  X  ist  eine  solche  Function  der  wirklichen  CoefGcienten 
1  fi ,  welche  dieselben  nur  in  den  Determinantenverbindungen 
"  i"  if  ■  •  ■  Ü")  enthält." 


(Ä 


69.  Covarianien  mit  GcmbmatUeneigenschafl  h'märer  von  einander 
abhimgiger  Formen.  Sind  nun  die  gegebenen  Formen  nicht,  wie  wir 
bisher  annahmen,  von  einander  unabhängig,  sondern  beispielsweise  zu 
einander  covariant,  so  sind  zwar  immer  noch  jene  Co-  und  Invarianten 
»,  welche  der  Gleichung  Si  •=<i  genügen,  Combinanten  der  gegebenen 
Formen;  aber  dieselben  haben  alsdann  nicht  mehr  die  Eigenschaft 
J  •—  i.  Wir  können  alsdann  zar  Zeit  ihre  Eigenschaften  überhaupt 
nicht  allgemein  discutiren. 

Nur  ein  specieller  Fall  ist  bisher  im  binaren  wie  im  temären 
Gebiete  uotersnchi  Das  sind  die  Combinanten  einer  Form  f  und 
ihrer  Covariante  gleichen  Grades  qo,  für  den  Fall,  dass,  wenn  M  eine 
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Inrariant«  ron  /,  zwischen  deo  beiden  Formen  die  Wechselbeziehung 
stattfindet: 

leb  habe  bereits  bei  Gelegenheit  der  Darstellung  des  Aronbold' 
sehen  Frocesses  ein  diesbezügliches  Beispiel  gegeben.  Die  Form 
/'=a*  hat  eine  Gorariaute  gleichen  Grades  Q  °=  (aty(c&)aiC*  und 
wir  sahen  damals,  daas 

if  -<i 

SQ «./■, 

wobei  jB  die  luTariante  (^,  ^Jf  der  Form  f  ist     Ebenso  werden  wir 
später  bei  den  Formen  rierten  Grades  in  der  Form  f^  a^  und  ihrer 
Hesse'scheu  Govariante   H'='iaVfa^V^  zwei  covarianfe   Formen  er- 
halten, welche  in  derselben  Wechselbeziehung  stehen,  uämlich 
df=E 

wobei  i  die  Invariante  {ah)*  von  f  bedeutet. 

Besitzt  nun  in  einem  aolchen  Falle  f  eine  Invariante  oder  Co- 
variante  t,  so  beschaffen,  daas  di  ^  0,  so  haben  wir,  wenn  auch  nicht 
direct  die  gleichen,  so  docb  aualt^e  Bedingungen  vor  uns,  wie  wir 
sie  orsprfinglich  zar  Definition  der  Combinante  voraussetzten.  Wir 
stellen  uns  demnach  auch  die  analoge  Frage:  In  welcher  Beziehung 
steht  die  entsprechende  Invariante  /  von  f  -^  X<p  zur  ursprOnglicbeo 
i  von  /"? 

In  dem  ersten  der  eben  angeführten  Beispiele  feaben  wir  bereits 
die  Hesse'scbe  Form  ^  von  f^^a^  als  eine  solche  Form  erkannt, 
fDr  welche  d^  -^  0  (vergl.  Nr.  63,  II).  Es  ist  nun  aber  nicht  mehr 
wie  bei  den  eigentlichen  Combinanten  /Jf^x^^'^'y  vielmehr  erbalten 
vrir:  jy+iy=^+id^  + AM*^, 

oder  weil  S-d  ^  0,  und  demnach  (vei^l.  Nr.  62) 

SO  kommt: 

4+i,-(i  +  |i')-^-  (n) 

Was  sich  aber  bier  in  dem  speciellen  Beispiel  ergeben  hat,  läset 
eich  auch  allgemein  beweisen,  sobald  die  oben  gegebenen  Bedingongen 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Proceaae  fDr  invariante  Bildmigeu.  75 

(I)  erfüllt  smd,  nänilicli  die  Gleichuug; 

wobei  u   eine  Function  des  Parameters  A  tmd  jener  InTarianteti   ist, 
die  sich  aus  M  durch  fortgesetztes  Deltairen  ergeben. 

70.  Betoäs  der  Relation  J/+Xif  ■-»■».  Wir  können  diese  aus 
den  Bedingungen  (I)  in  Nr.  69  resultirende  Eigenschaft  auf  zwei 
Arten  beweisen.  Ich  will  sie  zunächst  direct  durch  Rechnung  ab- 
leiten.   Es  ist,  wie  wir  schon  in  Nr.  56  (I)  erwähnt  haben: 

Jf+ir  —  i  +  löi  +  X'd'i  H f-  i'^'i,  (I) 

wobei  für  die  Coefficienten  nach  Nr.  62  die  Recursionsformel  gilt: 


d*»  — 


(t  -  ')! 


'(»"«-'-i^2ai^-^br 


Da  aber  nach  Voraussetzung  tfy  ==  üf  ■/"  und  demnach 
80  wird; 

.^„,.......  ;fe 

(»-t+a)(t-i)«'< 


-l,(,^.0-<'-'+');<'--iJ^2^- 


oder  endlich: 


ff  _  1  «(«>-■,■)  _  '-*  +  '  Jlf .  ä»->i.  (II) 

Legen  vir  hier  der  GrösBe  k  der  ßeihe  nach  olle  Werthe  1,  3,  3  .  . .  etc. 
bei,  so  erhalten  wir: 

di  —  0 

ä'.-i«(«i)--J-JlfJ«i .^Mi 

d<i  _  i.  J(ä'j)  _  '=1  MSH ^^  ;.«■!/+  rfcpS  Jlf>.i,      etc. 

Man  erkennt,  daaa  rechts  stets  wieder  der  Factor  i  auftritt,  'gerade 
weil  (J(  =  0.  Der  CoefGcient  jeder  Pot»ii«  von  d  enthält  sonach  diesen 
Factor. 
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Die  Gleichung  (I)  kann  also  in  der  That  auf  die  Form  gebracht 
werden:  ■      </^+iy  =  «-», 

wo  u  eine  Function  der  Grössen  Aj  M  und  jener  Invarianten  ist,  in 
welche  H  durch  den  Ärouhold'schen  Proceas  Übergeht. 

71,  Zweiter  Beweis  für  diese  Bda^on.  Die  Eigenschaft  c7^4j^  =u-i 
geht  auch  direct  aus  der  Differentialgleichung  St  ^  0  durch  Integra- 
tion hervor,  wenn  wir  dieselbe  nur  vorher  geeignet  umformen.  Zu 
dem  Zwecke  müssen  wir  uns  aber  zunächst  die  Frage  vorlegen:  Was 
wird  aus  der  Covariante  (p  von  /,  wenn  /"in  f  -\-  X<p  Qbei^eht,  oder 
mit  andern  Worten:  Was  ist  g>/+iq,  ? 

Die  Antwort  auf  die  Frage  giebt  wiederum  die  Identität 

9)/+j,  =.  V  +  AÄ9  +  AMV  -I +  Xesi!g>.  (I) 

Die  GoefBcienten  d*qi  gehen  aus  der  ßecursionsformel 
*>  =  -1  d(**-'v)  -  ^—^  Md'-'tp 

hervor,  die  ich  in  Nr.  70  entwicfeelt  habe.  Ersetzen  wir  hierin  k 
durch  2,  3,  ...  9,  so  erhalten  wir,  da 

S<p  =  M.f, 
der  Reihe  nach: 

*V  =  -^/'-  {tf'Jtf +  3(l-p)JM>}  +l:^UM-ip.,  etc. 

Es  ei^ebt  sich,  dass  jeder  Coefficient  ä*ip  eine  lineare  Function 
der  beiden  Formen  fnaä  (p  ist,  was  a  priori  einzusehen  war,  da  durch 
den  Aronhold'schen  Process  f  in  <p  und  y  in  /"  verwandelt  wird.  Die 
obige  Identität  (I)  lässt  sich  demnach  in  der  Gestalt  [vergl.  Nr.  64  (IV)J 

schreiben,  worin  A  und  B  Functionen  der  Grössen  |,  der  Invariante 
M  and  der  daraus  durch  Deltairen  entstehenden  Formen  sind.  Wenn 
also  f  durch  /"+  Ay  ersetzt  wird,  so  geht  unter  den  Voraussetzungen 
d/'mngj,  d<p  ^  M-f,  die  Covariante  <p  von  f  in  eine  Form  desselben 
Büschels  f-\-ltp  über,  und  die  nämliche  Stellung,  welche  eine  Co- 
variante oder  Invariante  i  von  f  zn  den  Formen  f  und  <p  einnimmt^ 
behauptet  auch  J  in  Bezug  auf  f-\-  i-tp  und  (p/+if  =  Äf-\'  Btp. 

Schreiben  wir  der  Homogenität  halber  statt  f  -f-  Iqi  in  der  Folge 
Xj/'-j-  Agqo,  80  besitzt  diese  Form  die  Coefficienten 

0*^1  +  a*Aj ; 
entsprechend  besitzt  9>i,/-{-^y  die  Coefficienten: 

atÄ  -|-  ctiB. 
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72,  TJmfcrmv/ng  der  Diifermtvügleuikimg  di  •=  0.  Ist  nun  i  ent- 
weder direct  eine  rationale  Combinante  von  f  und  9,  oder  auch  nur 
achlechtbin  eine  Covariante,  rational  in  den  CoeiBcienteu  von  f  von 
der  Eigenschaft,  dass  di  =  0  (wie  in  dem  Beispiel  Nr.  69  die  Form  z/), 
80  geoQgt  auch  die  entsprechende  Form  J  von  A,/'^-  l^gi  der  Differen- 
tialgleichung —  _       . 

wenn  nur  der  Frocess  dJ  auch  in  der  entsprechenden  Form: 

'''-  »<^-Jix.-  Vt"'°°+-"^'+af.  -JL^)  ■(.Ai.+  Bi,)  +  - 
aasgefQhrt  wird.  Schreibt  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in 
der  Gestalt: 

''      "       ^  +  .7^^,^^■i  +  ■■■l+ 


la(l,o.  +  1.«.)      ••  ^  9(l,a.  +1»^) 

\  dJ  -     ,  8J  -     , 


SO  erkennt  mau  die  Factoren  von  A  mid  £  als  die  partiellen  Differen-  . 
tiolqnotienten  ~j-,  -^^     Die  Differentialgleichung  SJ-^  0  läsat  sich 
also  auch  durdL 

darstellen.  Diese  Differentialgleichung  hatte  bereits  Aronhold  als  jene 
Gleichung  erkannt,  welcher  die  Gombinanten  zweier  Formen  f  und  ip 
geuQgen,  wenn  gt  Covariante  von  f.  Das  war  der  Grund,  weshalb 
Gordan  den  Process  des  Deltairens  als  Aronhold'schen  Procesa  be- 
zeichnet.   Aus  ihr  können  wir  nun  direct  die  Combinanteneigenachafl 

J=«-i 
herleiten. 

73.    Deim  ist  g  ii^end  eine   particuläre  LSsung  dieser  Gleichung 

Bo  muss  gemäss  der  Theorie  der  Differeutialgleichungen  die  allge- 
meine LSsuog  J  eine  ganze  Function 

dieser  speciellen  Lösung  g  sein. 

Um  nun  eine  solche  Lösung  g  zu  finden,  gehen  wir  von  ii^nd 
einer  Combinante  von  f  und  ^  aus,  etwa  von  der  Functionaldeter- 
minaute  d  —  {f,  ip).    Es  ist  dann 
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Die  Form  ^i,/+i,,f  ist  homogen  in  Aj  und  A,.  Demnach  auch  die 
Form  H^B  —  H^A,  während  (f,  91)  von  diesen  Parameteni  vSUig  an- 
abhängig  ist;  da  #i,/+^y  als  Combinante  der  obigen  Differential- 
gleichung gen!)gt,  ao  genügt  ihr  daher  auch  die  specielle  Form 

Dem  £uler'scheD  Satz  gemäss  ist  hierin: 


Ä ffs  =  - 

B-      g,= 


-IK* 


9   ^^ 

Nun  .ist  J  stets  homogen   in  A,  und  A,;  es  muss  daher  auch  in  der 
Gleichung 

die  rechte  Seite  homogen  sein,  d.  h.  F  muss  sich  auf  eine  Potenz  der 
particulären  Lösung  g  reduciren.     Es  ist  also 

J,=  gh.  Const. 
Cm    die  Conatante    zu    bestimmen,   setzen  wir   A,  =  1 ,   Jl^  =>  0; 
dann  geht  J  in  i  fiber,  und  weil  ^i^f+i^f  ^  ^  sich  verwandelt,  auch  g 
in  1.     Es  ist  demnach 

i  =  !/< .  Const. 
und  folglich: 

J=  g^-i, 
was  zu  zeigen  war.    [Vergl.  das  Beispiel  in  Nr.  69  (II).] 

§  7.  Bin&re  Formen  mit  nrel  and  mebr  Belhen  oogredlenter 
Variabler.  (Prooeas  der  Beiheuentwloldimg.) 
74.  Symbolische  Darstellnng  dieser  Farmen.  Wir  haben  uns  bisher 
im  Allgemeinen  beschränkt  auf  die  Untersuchung  von  Formen  mit 
einer  einzigen  Reihe  Variabler  x^  und  x,.  Schon  die  einfachen  Polaren 
derselben  fahrten  uns  indess  auf  Formen  mit  zwei  Reihen'  Variabler 
X,  z^ ,  y^  y^,  während  durch  die  gemischten  Polaren  sogar  Formen 
mit  mehr  als  zwei  Reihen  cogredienter  Variabler  in  den  Kreis 
unserer  Betrachtungen  faereiogezogen  wurden.  Bei  der  Wichtigkeit, 
welche  diese  Formen  för  die  ganze  Invariantentheorie  haben,  wird  es 
nunmehr  nothwendig,  dieselben  einer  eingehenden  Betrachtung  za 
unterstellen  und  insbesondere  die  Haupteigenachaft  derselben  zu  con- 
statiren,  dass  alle  Co-  und  Invarianten  von  Formen  mit  mehreren 
Reihen  cogredienter  Variabler  sich  durch  die  Co-  und  Invarianten  von 
Formen  mit  nur  einer  Reihe  Veränderlicher  darstellen  lassen.  Dies 
gilt  auch  noch,  wenn  die  Veränderlichen  x  und  y  nicht  direct  cogredient 
sind,  sondern  beliebig  zusammenhängen;  es  existiren  eben  dann  lineare 
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Functionen  e  der  y,  welche  cogredient  zu  den  Yariabeln  x  sind.  Hier 
bescbniakeQ  wir  uns  jedoch  auf  cogredient«  Variable  x  and  y. 

Es  sei  die  Form  f  >=  F{x\  y)  eine  rationale  ganze  und  homogene 
Function  der  beiden  cogredienten  Yariabeln  x  und  y  und  zwar  sei 
dieselbe  in  x  homogen  von  der  Dimension  m,  in  y  homogen  von  der 
Dimension  n.  Jedes  Glied  dieser  Function  hat,  von  einem  Coef&cienfcen 
abgesehen,  die  Form 

a^«J.y;-^yJ.  (1) 

Die  Zahl  der  Glieder  ist  (»+ 1)  {m+  1),  da  jedes  der  (n+ 1)  Glieder 
einer  allgemeinen  Function  *»""  Grades  in  x  mit  immer  andern  und 
andern  Functionen  n*™  Grades  in  y  multiplicirt  sein  kanu. 

Um  eine  solche  Form  symbolisch  darstellen  zu  kennen,  braucht 
man  auch  zwei  Reihen  von  CoeMcienten,  die  eine  um  ein  Glied  hin- 
sichtlich der  Factoren  x,  die  andere  um  es  hinsichtlich  der  Factoren 
y  zu  charakterisiren.  Wir  werden  demnach  als  symbolischen  Ooeifi- 
cienten  des  Gliedes  (I)  den  Ausdruck  wählen 

Die  Symbole  r  und  s  geh&ren  unzertrennlich  zusammen  und  der 
ganze  GoefGcient  hat  nur  dann  unsymbolische  Bedeutung,  wenn  die 
Summe  der  Exponenten  von  r^  und  r,  gleich  »i,  die  von  Sj  und  s^ 
gleich  n  ist.  Die  Potenz  eines  solchen  OoefGcienten  werden  wir  durch 
ein  Froduct  von  Ausdrflcken  (2)  charakterisiren,  in  welchem  die  ein- 
zelnen zusammengehörigen  Factoren  durch  obere  Indices  von  den 
fibrigen  unterschieden  sind.  So  ist  die  dritte  Potenz  des  Coefficienten 
(2)  dargestellt  durch: 

Mnltipliciren  wir  die  Ausdrflcke  (1)  und  (2)  mit  einander,  ver- 
'  sehen  sie  sodann  mit  dem  Product  der  Binomialcoefficienten 

m  p) 

und  summiren  alle  Glieder,  die  aus  diesem  einen  hervot^ehen,  indem 
man  den  Grössen  h  und  k  alle  zulässigen  Werthe  beilegt,  so  entsteht 
die  symbolische  Darstellung 

einer  Form  F  mit  zwei  Reihen  cogredienter  Variabler.  In  ihr  kommt 
also  erst  der  Verbindung  von  r  und  s  eine  reale  Bedeutung  zu,  ob- 
wohl auch  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  zu  werden  braucht,  dass  F 
in  die  beiden  wirklichen  Factoren  r^  und  ä*  zerfällt. 
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75.  Die  Elementarcovarianten  von  F.  Unsere  Aufgabe  ist  nun,  die 
Covarianten  einer  solchea  FuDction  mit  zwei  Beihen  Variabler  zu 
uotersuchen.  Unter  dieselben  gehören  jedenfalls  wieder  die  symboli- 
schen Producte,  welche  sich  zusammensetzen: 

a)  aus  den  Factoren  erst«r  Art; 

r,,  fW s^,^^^,...;    r  ,  *^»' s  ,  ^^\    . 

ß)  aus  den  Klammerfactoren: 

(rs),  (rWr),  (r^^i),  (ss»')),... 
Soll  das  symbolische  Froduct  unsymbolische   Bedeutung  haben,  dann 
messen  die  Symbole  r'"  in  m  und  die  Symbole  s***  in  n  Factoren  vor- 
handen sein. 

Die  einfachsten  unter  diesen  Covarianten  sind  durch  jene  aym- 
boliachen  Producte  dargestellt,  die  nur  ein  einziges  Symbolenpaar 
enthalten,'  d.  h.  also  deren  CoefBcienten  lineare  Functionen  der 
Coeföcienten  der  Stammform  sind.  Dieser  Fall  trat  bei  den  Formen 
mit  nur  einer  Reihe  ron  Variabeln  nicht  auf,  da  ja  die  einfachsten 
Govarianten  dort  die  Ueberschiebungen  (afi)*  (^~*  ij~*  waren,  die  be- 
reits yom  Grade  2  in  den  Goetficienten  sind. 

Eine  solche  Covariante  von  F  ist  dargestellt  durch  das  Froduct: 
(»■syrSf^^s"^,  (4) 

wobei 

ist.  Unter  diesen  Covarianten  sind  wieder  die  einfachsten  jene,  in 
welchen  k  =^l='0  ist,  also  jene,  die  nur  eine  einzige  Variabeinreihe 
enthalten.     Ihr  Symbol  ist; 

E  -=  {rsY  f^  s^-^  =  (fsf . 
Wir   nennen    sie   in    der   Folge:    Elementarcorarianten   dar 
Form  F.     Jede  Form  F  besitzt  n  -|-  ^   solcher  Elementarcovarianten, 
wenn  n  der  kleinere  der  beiden  Exponenten  m  und  »  ist,  nämlich  die 
n  Formen: 

c^)'— ('■s)»r"''^~' 


(rs)"—  (»"s)'*^"". 
Sie  gehen  dui:ch  Faltung  aus  den  beiden  Factoren  t^  und  sj  hervor. 
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76,  Zusammenhang  der  nrsprünglidien  Form  mit  iJireti  Elementar- 
covarianten.  Diese  letzterwähnten  Formen  tragen  ihren  Namen  des- 
halb, weil  ihnen  die  wichtigste  Rolle  aller  Covariaiiten  von  F  zugetheilt 
ist.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

„Die    Form   F    ist   eine    simultane    Covariante    ihrer 
ElementarcovarianteD." 
Damit  ist  aber  die  Gesammthcit  aller  invarianten  Formen  von  F 
auf  die  simultanen  Formen  dieser  Elementarcorarianten  zurQckgefQhrt, 
und  da  dieselben  nur  eine  Reihe  von  Variabela  enthalten,   so  ist  die 
Theorie  einer  Form  mit  mehr  Reihen  cogredienter  Variabler  Überein- 
stimmend mit  der  von  simultanen  Formen  einer  einzigen  Reihe  Variabler. 
Wir  beweisen  den  Satz  in  einer  allgemeineren  Fassung,   indem 
wir  zeigen,  dass  jedes  Product 

F^(rsyt^s^-^,    i~0,  1,  2,  •  ••  M, 

das  aus  Nr.  75  (4)  für  r  =>  t  =■  0  entstellt,  eine  lineare  Function 
der  mit  Potenzen  von  (xy)  multiplicirten  Polaren  der  Elementarcova- 
rianten  E  ist.  Die  Form  F  •=  r^S'  ist  dann  das  erste  dieser  Pro- 
ducte  P.fElr  >l  =  0.  Der  Grad  einer  jeden  solchen  mit  (xy)"  multipli- 
^  cirten  Polare  der  Elementarcovariaute  E 

muss  in  x  und   y   mit  dem  von  F  Obereinstimmen,  wenn  F  sich  in 
der  angegebenen  Weise  darstellen  lässt,  d.  h.  ea  muss  sein: 

»)  +  **  —  2A  —  /t-f"i'  =  '» 
und  ferner 

^  +  v-n. 

Ist  alsdann  die  Form  P  eine  lineare  Function  dieser  Formen 
(xyyE^,  so  ist  sie  damit  auch  simultane  Covariante  derselben. 

77.  Seweis,  dass  F  eine  lineare  Function  der  Polaren  E„  ist.  Wir 
werden  den  Beweis  des  im  vorhergehenden  Absätze  aufgestellten  funda- 
mentalen Satzes  zunächst  ohne  rechnerische  Operationen  führen,  indem 
wir  in  den  einzelnen  Schlössen  genau  wie  in  der  Polarentheorie  vor- 
gehen. 

Wir  kennen  die  Form 

betrachten  als    ein    Glied  der  («  —  A)""  Polare  von   der  Elementar- 
covariaute __ 

E  =■  (rsY  =  l_rsy  f^-'  S^-K 

Nach  den  Sätzen  der  Polarentbeorie  lässt  sich  P  alsdann  durch 

Qordan,  InTuIut«!).    If.  6 
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die  Polare  der  ElementarcoTarioute  E  plus  einer  Samme  von  Gliedern 
darstellen  von  der  Form 

Diese  Glieder  enthalten  ausser  dem  Factor  (xi/)  auch  noch  einen 
Elammerfactor  (rs)  mehr  als  die  Covariante  S^^(rsy.  Sie  können 
demnach  als  Glieder  einer  Polare  von 

E,  =  (rs)H-"  ^-'  s;-^' 
aufgeftisst  werden,  und  zwar  einer  Polare  niedrigeren  Grades  als  die 
eben  betrachtete.  Alle  diese  Glieder  lassen  sich  wieder  durch  die  Polare 
der  Elementarcovariante  E^  darstellen  plus  einer  Summe  von  abermals 
einfacheren  Producten,  die  wieder  einen  Factor  (xy)  und  einen  Factor 
(rs)  mehr  besitzen.  Dieses  Verfahren  kann  fortgesetzt  werden,  bis 
man  auf  die  nullte  Polare  der  (n  +  1)*™  Elementarcovariante  gelangt, 
womit  das  gewünschte  Ziel  erreicht  ist.  Die  Form  P  ist  alsdann 
durch  eine  lineare  Function  der  Polaren  ihrer  Elementarcovarianten 
dargestellt,  die  nach  steigenden  Potenzen  von  (xy)  fortschreitet. 

Manche  Untersuchungen  lassen  es  wtlnschenswerth  erscheinen,  in 
dieser  Reihe  wiederum  eine  der  Polaren  E^  durch  eines  ihrer  Glieder 
und  niedrigere  Polaren  zu  ersetzen.  Die  äussere  Form  der  Beihe 
bleibt  hierbei  unverändert,  da  sich  die  niedrigeren  Polaren  mit  den 
bereits  vorhandenen  zusammenziehen  lassen,  so  dass  sich  nur  die 
numerischen  Coefficienten  der  Reihe  in  anderer  Weise  darstellen. 

Diese  Entwicklung  war  unabhängig  von  dem  Werthe  l]  sie  gilt 
also  auch  für  A  =  0,  d.  h.  für  .die  Form 
F  =  r^  sj . 
Es   bleibt   nur   noch   die  Aufgabe   zu   erledigen,   für   diese    einfachste 
Form  mit  zwei  Reihen  Veränderlicher   die  Coefficienten  der  einzelnen 
Glieder  in  independenter  Weise  aufzustellen. 

78.  Die  S^henetttwickluty  von  F  ist  eindeutig.  Ehe  wir  jedoch 
zur  Berechnung  der  Coefficienten  schreiten,  wollen  wir  noch  zeigen, 
dass  sich  F  nur  auf  eine  einzige  Art  in  eine  solche  Reihe  entwickeln 
lässt.  Gäbe  ea  nämlich  zwei  Entwicklungen  fdr  F,  die  nicht  fiberem- 
stimmen: 

F  =2  e^-e^  ■('!/}■ 

und  . , 

dann    würde   die   Differenz   beider   eine   Entwicklung  fOr   den  Werth 
Null  geben: 

0 -2"  ('''-'v')^^  ■(»»)■• 
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Nehmen  wir  nnn  an  (7,ij  —  Cji.  sei  die  erste  nicht  verschwindende 
Differenz  in  dieser  Entwicklung,  so  können  wir,  nachdem  wir  dieselbe 
mit  der  niedrigsten  Potenz  von  (xy)  dividirt  haben,  in  ihr  x  •=  y  setzen. 
Dann  verschwinden  eben  wegen  des  Factors  .(jcy)  alle  Glieder  bis  auf 
das  erste.     Man  hätte  also 

0  =.  c; .  —  c;; ,  oder  c;,  —  c;;,. . 

Also  können  die  beiden  Entwicklungen  nicht  ron  einander  ver- 
schieden sein. 

79.  Wirkung  des  Sl-Processes  auf  ein  Protluct  ip-it  zweier  Formen. 
Um  nun  die  Coefficienten  C^  der  Entwicklung  zu  bestimmen,  müssen 
wir  vorher  noch  eine  Hilfsformel  aufatellen,  die  uns  lehrt,  wie  sich 
das  Product  91  ■  ^  zweier  Formen  mit  zwei  Reihen  cogredienter  Variabler 
unter  dem  Einfluss  des  Omegaprocesses  verändert. 

Es  ist:  -J  -^  =  9>  a      +  f  5-^ 

und  demnach: 

Sx,  dijt  ■"  ^   f'x,  (  y,  "T  -f^y^  -^^^  T  -fy^  äa;,  "r  *^  3«,  py,  *■ '-' 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber 

so  erhält  man,  wenn  (1  und  ft  die  Grade  von  x  in  91  resp.  ^  bedeuten, 
0  und  V  die  von  jr  in  91  resp.  ^,   ans  (1)  und  (2)  durch  Snbtraction: 

Ist  speciell  -^  =  {xyf,  so  ist 

i'SHxyf  -  2«Cij,)'-'  +  la  - 1)  («»)'-'  -  iCl  +  0  (»J)'-' , 
femer  wird 

w'i'i'^yy)  - ll  1  («»)'-'».  +  -l  '■{''yr-'y, 
{(xyf",,}  - 1  {.xyf-^x,^  g  +  i  (ii,y- 1. »;_ , 

folglich  nach  dem  Euler'schen  Satze: 

(vT*)  +  ('/'.  9»)  =  i  Cp  +  ff) ixyf-  '<p. 
Daher  erhalten  wir  aus  Gleichung  (I)  fiir  i(*^(a;y)^: 

(»+')(«+»)a(»-(«!')')-p«WaW+*(<'+«+i+i)(«»)'-'-?>.(n) 
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benutzen  wir  nun,  nm  die  Coefficienten  der  Reihe 

zu  bestimmen.  Dasa  die  einzelnen  Glieder  rechts  die  hier  gegebene 
Form  besitzen  müssen,  haben  wir  bereits  in  Nr.  7G  und  77  ent- 
wickelt    Ihr  Grad  in  y  ist 

n~li-{-lc~X  =  n  —  X, 
ihr  Grad  in  z  ist 

m-^n  —  2h—{n  —  h)  +  k  —  k  =  m  —  i., 
wie  es  die  linke  Seite  der  Relation  (III)  auch  erheischt. 

Zunächst  erhalt  man  fDr  A  °— £  den  ersten  Coefficienten  Ck.k, 
indem  man  x-=y  setzt.  Dabei  geht  die  linke  Seite  in  die  Glementar- 
coT&riante  _ 

E  =  {rsY  —  (rsYt^Sl-^  (1) 

aber,  während  die  rechte  Seite  eich  auf  ihr  erstes  Glied 
rednciri     Durch  Comparation  von  (1)  mit  (2)  erhält  man 

a,*  - 1- 

Um  nun  die  weiteren  Coefficienten  zu  finden,  wenden  wir  auf 
beiden  Seiten  der  Relation  (III)  den  ^Process  an,  was  immer  erlaubt 
ist,  da  dieselbe  eine  Identität  darstellt.  Die  Rechnung  erleichtert  uns 
Formel  (II),  Nr.  79.  In  ihr  tritt  nur  an  Stelle  von  <p  die  Polare  (f-s)*  __^ 
an  Stelle  von  X  der  Exponent  h  —  X;  ebenso  haben  wir  ihren  Grad  q 
in  X  durch  m  —  X,  ihren  Grad  ff  in  y  durch  n  —  A  zu  ersetzen. 

Der  ^Process  auf  eine  Polare  angewendet  liefert  aber  null  (vgl. 
Nr.  19).  Es  bleiben  daher  rechts  nur  die  vom  zweiten  Terme  der 
Formel  (11)  herrfihrenden  Glieder  unter  dem  Summenzetchen  übrig, 
nämlich  die  Glieder: 

(i  -  1)  (».  +  »-*-  J  +  1)  (a:j)*-^'-  (f^);._,. 

BerQcksichtigeo  wir  nun,  da«s  nach  Nr.  30  (I) 
(m  —  *)(»— i)a({f  s)'  r^-'  sp")  —  (»i-  i)  (»— J)  (rs)'+'  i^-"'  s^'-' , 
80  liefert  der  ß-Process,  angewendet  auf  die  fieilie  (ITI) 
(.»  -»)(»  —  J)  {r  8)'+'  »J-^>  s;-'-' 

-y'C,,{t-X)(m  +  «-h-i  +  l)(xy)'-'-'  (,:j)'      .       (IV) 
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Ersetzen  wir  nun  aber  anderiitheils  in  der  Rektion  (III) 
X  durch  il  -|-  1 , 
Bo    erhalten    wii   für   die   linke   Seite  der  Relation  (IV)   eine    zweite 
Entwicklung 

(rs)'+'^-s;-J--_2';H.,,.M^.(»=»)'"'"'.  (V) 

MuUipIiciren  wir  diese  Entwicklung  mit  (»»  —  A)  (n  —  A)  und  compariren 

wir  (IV)  und  (V),  so  erhalten  wir  die  recurrente  Coefficienten-Relation 

(»(-A)(«  — A)CHi.*=Ci,t(/:— A)(m  +  n-J-A+l),     (VI) 

wobei  Ct,  i"=-  1. 

81.  Damit  ist  das  Mittel  gegeben,  die  Coefficienten  einzeln  zu 
berechnen.  Setzen  wir  ft  —  i  "=  P,  «od  somit  i  ='k  ~  q,  so  liefern 
die  Substitutionen 

Q-=l,  p— 2,  .  .  .   p  =  (» 

in  die  Formel 

(™-Ä  +  e)(n-Ä+e)CH-i-e.*"CUc.*{»»  +  »-2Ä  +  (.+  l)() 
der  Reihe  nach  folgende  Gleichungen: 

(«■_  Ä  +  1)  (n  _  i  +  1)  .  1  =  Ct.i,k  (m  +  »  —  Sit  +  2) 

(m  —  Jt-i-2)[n~h  +  2)  C*-,,*     -=  C^-i,.* (*»  +  n  —  2ft  +  3)  ■  2 
(»»  —  Ä  +  3)  (tt  —  i  +  3)  6i_g,*      =  Ci-s.i  (m  +  n  ~  2Ä  +  4)  ■  3 


(„,  -/;  +  (,)  (»  ~h+p)  C,.^t,,=  C^,i{m  +  „  -  2A  +p  +  l)p. 
MuIUplicirt  man  die  uatereinander  steheadeo  Gleichungen,  so  er- 
hält man: 

im-k+l)(m-k+2)-(m~k+Q}(>i-li  +  l){n-li+2)-(n~k+if) 
—  C^,,Q<.(m+n-2h  +  S:){m+n—2k  +  3)-(m+n  —  2k  +  f+l), 
oder: 

Nun  ist  aber: 

(.«-iy.        \      ,      l-f- 

und  analoge  Beziehungen  gelten  für  die  beiden  andern  Quotienten. 
FQbrt  man  also  in  (1)  diese  Werthe  f(ir  die  betreffenden  Quotienten 
ein,  so  erhält  man  nach  Division  mit  (p!)*= 

(""",'+')("".'"")-''*-'•'(""'""''+'"")■      (™) 

Wir  haben  die  Formel  (VII)  nicht  in  dieser  Allgemeinheit  nöthig, 
sondern  nnr  fUr  die  Reihenentwicklung  von 
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also  für  den  Fall 

A  =  0,    d.  h.    k  =  Q. 
Man  erhült  aUdanu: 

(Sft)-ft,.C"+"r'+'). 

und  demnach: 
oder 

Diese  Entwicklung  wurde   von  Clebscli   und  Gordan  gleichzeitig 
entdeckt,  und   wir  haben  hier  dieselbe   auf  dem  von  Clebsch    einge- 
schlagenen Wege  gegeben.     Durch  sie  ist  also  der  Beweis  geliefert: 
„Jede  Form  mit  zwei  Reihen   cogredieuter  Variabein  ist  eine 
simultane    Covariante    ihrer   ElementarcoTarianten,    also    von 
Formen  mit  nur  einer  Variabeinreihe." 
82.  Beispiel  für  die  Clebsdi-Gordan'sdie  Beihenentw'icklung. 
Wir  wollen  die  Form 

in  eine  Reihe  entwickeln,  und  durch  einfache  Rechnung  die  Identität 
der  Entwicklung  mit  der  urspriiuglichen  Form  nachweisen. 
Es  ist: 


oder 

Ä1»0: 


Nun  ist  aber: 

{rs){xy)  =  r^s^  —  Sj,r^. 
Demnach  wird: 
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Weitere  Bei^ele.     Es  ist  für  die  in  y  linearen  Formen  F 

C %  =  (^^X  +  iü^-f  (»^s)'  (a:»;  ■ 
Ebenso  erhalten  wir  für  die  in  y  quadratischen  Formen  F 

»!»",-  M^  +  (");  (»s)  +  T  (")■  i'y)' 

Ki-  (");. + 5s  (");  (»s)  + "-+-;  M"  (*>)'  ■ 

Entwickeln  wir  endlich  noch  eine  in  y  Ijiquadratische  Form  in   ihre 
Reihe,  etwa  tl^s*,  so  erhalten  wir: 

'i»;-(");.+2M;.c*!')+T(«);-("^)'+T(");('i')'+ ;-(")'('!')'■ 

83.  VeraUgemeinenmg  der  üaJienentioickluttg.  Wir  können  die  eben 
gewonnene  Eeihenentwicklnng  noch  auf  etwas  complicirtere  Formen 
aasdehnen.  Die  zunächst  liegenden  Formen  F  sind  durch  das  symbo- 
lische Product  dargestellt: 

Um    die  Reihen   für  diese  Form  zu  erhalten,   brauchen  wir   nur   die 
Formel  (VIll)  ^mal  nach  x  zu  differentüren  und  die  lucremente  durch 
y  zu  ersetzen  j  dann  erhalten  wir: 
nt(m  -  1)()M  — 2)...(f»  —  p  +  1)*^^^»* 

Hierbei  rouss  p  kleiner  als  (m  —  k)  sein.    Nach  Division  der  Gleichung 
mit  dem  GoefGcienten  der  linken  Seite  erhält  man 

Nun  ist  aber 

/m\  (v,-k).  ■■(■«-t-p+l)  _  in(».-l)...(»i-g  +  l)(».-rt...(w-p-t+i) 

\*/    «(»— l)...Cm— p+l)  m(m— 1).. .(«—(1  +  1). 1.2.3. ..fc 
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Setzen  wir  also  m  —  p  =  A,  so  geht  (1)  über  in: 

84.  F  ist  ein  Product  von  vier  und  mehr  Factoren.  Während  also 
für  die  Reihenentwicklung  einer  binären  Form  F  mit  zwei  Keihen  Varia- 
beln  diu  Coefficienten  noch  allgemein  angegeben  werden  können,  wenn 
F  darch  drei  Factoren  repräeentirt  wird,  iat  udb  das  nicht  mehr  möglich, 
wenn  die  Zahl  der  Factoren  die  Anzahl  drei  überschreitet.  Die  figu- 
rirten  Zahlen  reichen  alsdann  nicbt  mehr  aua,  das  Coefficientengcsetz 
allgemein  festzustellen.  Die  Beihe  muss  dann  für  jeden  einzelnen  Fall 
berechnet  werden.  Für  den  Fall  von  vier  Factoren  kann  man  eich 
etwa  in  folgender  Weise  hehelfen.  Es  sei 
F=  r^re«"^ 
und  IL  der  kleinste  der  Exponenten.    Erheben  wir  die  Identität 

auf  die  n*"  Potenz,  entwickeln  rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsatz 
und  multipliciren  alsdann  mit  »'*"''  »^  s" ,  so  erhalten  wir  eine  Reihe, 
in  welcher  nur  mehr  Factoren  wie  »^  s^  neben  den  Potenzen  von  (xyY 
und  den  Polaren  der  Elementarco?arianten  auftreten.  Diese  beiden 
Factoren  der  einzelnen  Glieder  entwickelt  man  nun  nach  Reihe  (VIII) 
und  erhält  so  die  allgemeine  Darstellung. 

Eine  andere  Methode  ist  die  folgende.     Man  setzt 

r^  s^ . ,«  s"  =  B'+i'  ■  80+' . 
Nun  entwickelt  man  li^+''-Sp-°    nach  Reihe    (VIII),    ersetzt    in   ihr 
hierauf  R  und  8  in  geeigneter  Weise  durch  rj_  s^  und  r*  s"  und  wendet 
Bodaun  auf  die  erhaltenen  neuen  Glieder  wiederum  die   Entwicklung 
(Vlli)  an. 

85.  Symmelrisdie  und  altemirmde  Foniie».  Diese  Reibenentwick- 
lungen werden  durcl^ehends  einfacher,  sobald  F  eine  symmetrische 
oder  eine  alternirende  Form  istj  was  natürlich  von  vornherein  voraus- 
setzt, dass  »»1=«  sei.  Im  ersten  Falle  ändert  sich  nämlich  F=^r^!r 
nicht,  wenn  x  mit  y,  oder  was  das  nämliche  ist,  wenn  r  mit  s  ver- 
tauscht wird.  Durch  Vertauschung  von  r  mit  s  verändern  aber  alle 
ungeraden  Elemeutarcovarianten,  also  die  Formen: 

£=-(rs)"+s 

ihr  Zeichen.  Sie  müssen  demnach,  da  die  Function  F  selbst  unverändert 
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bleibt,  identisch  null  sein.  Die  Reihe  reducirt  sich  sonach  auf  die 
Hälfte  der  Glieder. 

Im  zweiten  Falle  Terschwinden  aus  dem  gleichen  Grunde  die  ge- 
raden Glementarcovarianten,  also  die  Formen 

-B -(«)", 
die  ja  bei  Yertanschung  von  r  mit  s   sich  nicht  ändern,   während  F 
als  alternirende  Function  ihr  Zeichen  äadert.     Za  diesen  Formen  ge- 
hört unter  andern  die  in  Nr.  67  aufgestellte  Fuudamentalcombinante 

86.  Umkehnaig  der  Reihe  (VIII).  Ersetzt  man  in  der  Reihe  (VIII) 
die  Gr&ssen  m  und  n  bezw.  durch  m  —  v,  n  —  v  und  multiplicirt  auf 
beiden  Seiten  mit  (rs)'  ■  {xy)*,  so  kommt: 

/«_,w„_,v 

Legt  man  hier  dem  v  alle  möglichen  Werte  bei  ?on  »  =  0  bis  w  ■=  n, 
so  erhalt  man  (n  -f*  ^  Gleichungen,  in  denen  rechts  nur  die  (n  -|-  1)  Po- 
laren der  (»  -}-  1)  Elementarcovarianten  irs^'  in  linearer  Verbindung  auf- 
treten. Dabei  beginnt  mit  wachsendem  v  die  Entwicklung  rechts  mit 
einer  immer  höheren  Elementarcovariante,  so  dass  also,  wenn  man 
diese  (»  -|-  1)  Gleichungen  nach  der  Determinantenmethode  auflöst, 
die  Nennerdeterminante  den  Werth  Eins  besitzt,  da  ihr  Diagonalglied 
nur  Elemente  vom  Werthe  1  und  links  derselben  nur  Elemente  vom 
Werthe  0  enthält.  Bei  Auflösung  der  Gleichungen  nach  diesen  Po- 
laren tritt  also  kein  Nenner  auf,  und  es  wird  sich  somit  der  Werth 
einer  Polare  in  der  Form  darstellen: 

(")*,.-.  (»=!')*  -'2°'.-  ("''  '^'  '.'"■  ''»)'■  (') 

Die  Glieder  unter  dem  Summenzeichen  rechts  gehen,  vom  Factor  Ck, ,  (xy)' 
al^esehen,  aus  F==r^s'^  durch  den  ß-Process  hervor  (vgl.  Nr.  20). 
Auch  diese  Reihenentwicklung  ist  eindeutig,  wie  sich  durch  die 
gleichen  Schlüsse  ergiebt,  womit  wir  die  Eindeutigkeit  der  Reihe  (VIII) 
nachgewiesen  haben.  Wir  dürfen  aho  behufs  Coefficientenbestimmung 
wiederum  den  ß-Process  anwenden.  Dabei  beschränken  wir  uns  indess 
auf  den  Fall  ^'^O;  der  andere  ergiebt  sich  aus  diesem,  wenn  man 
nur  für  m  und  n  entsprechend  'andere  Werthe  einfuhrt. 

87.  B&rtxhnung  der  Coeffidcnten.  Für  i  -■  0,  v  ■=  i  wird  die  Re- 
lation (1) 

(rs)",  ="  (r^  S^)  ,  ==  '^  C^  (rs)*  r^-*  sj-*  (xyf  ■  (2) 
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Da  linkt)  eine  Polare  steht,  so  liefert  der  ii-Frocess  auf  dieser  Seite 
Null,  Auf  der  rechten  Seite  erhalten  wir  nach  Formel  (II)  Nr.  79 
zwei  Summen,  von  denen  wir  die  eine  nach  links  transponiren.  Es  ent- 
steht dann,  da  g  •=  (m  —  k)  und  0  ^  (»  —  k),  die  Beziehung: 


-  V  C,.  (m  -k){n  —  k)  (rs)^'  ^-'-'  sj-»-'  (xyf 


(X) 


Da  das  erste  Glied  der  Summe  rechts  Terschwindet,  so  können  wir 
auf  dieser  Seite  k  durch  ^  -|-  1  ersetzen  und  erhalten : 

-  yjC^{m-~k)  (h  -  k)  {rsy+^  »^-*--'  ^-*->  {xyf 

=  ^C^^(k+l)(m  +  n~k)  {rsy+^  r^-*-^  s'-^^  {xyj  ■ 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Comparation  gleich  hoher  Potenzen 

—  Ct{m  —  k)  (n—k)  =  G+i  (ft  +  1)  (m  +  n  —  ft).  (3) 

Nun  folgt  aber  aus  Reihe  (2)  für  %  ^  0,  Q  ^  1.     Demnach  erhalten 
wir  aus  (2),  indem  wir  der  Grösse  h  alle  Werthe  von  0  bis  k  beilegen: 
m-n-  C,  (m  +  «) 

-  C,(m-  1)  (»  -  1)  —  C,  («i  +  K  -  1)  ■  2 

—  C,  (m  -  2)  (»  -  2)  —  0,  (m  +  I.  -  2)  .  3 


-£!_,(»•-*+  IX"  — *+  1)~  CK» +  »  —  *+  1)^'- 
Durch  Multipiication  dieser  Gleichungen  mit  einander  erhält  mau: 

(-l)'-(?)*!©t!-a-i!S!("t") 
Tr^t  man  diesen  Werth  von  Ci  in  die  Relation  (2)  ein,  so  erhält  man: 

(c »;),.  -  2  (-  "*  k+»{  ^"^  '^'  'T'  ("=!')*  •      (^') 

§  8.     Anwendungen  des  FrooeaseB  der  Beihenentwioklimg. 

88.  Zweck  der  S&ketie^wicklungen.  Die  Reihenentwicklungen 
dienen  in  erster  Linie  dazu,  complicirte  symbolische  Producte  in  ein- 
fache überzuführen,  oder  unbekannte  Formen  durch  bekannte  darzu- 
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stellea.  Sie  werden  so  das  wiclitigste  Hilfsmittel  für  die  sjmboliBcIie 
Rechnung,  insbeaoDdere  bei  Änfstellung  der  von  einander  linear  unab- 
hängigen Co-  und  Invarianten  einer  Form  n*™  Grades.  Wesentliche 
Vortheile  bieten  die  hier  entwickelten  Formeln  auch,  wenn  es 
sich  darum  bandelt,  lineare  Relationen  swiscben  Ueberschiebungen 
herzustellen.  In  seinem  Programme  „üeber  das  Formenaystem  binärer 
Formen"  (Teubner,  1875)  hat  Gordan  aus  der  Hanptformel  (VIII)  noch 
mehrere  andere  durch  Differentiation  und  einfache  Substitutionen  ab- 
geleitet, welche  ganz  allgemein  solche  Relationen  zwischen  Ueber- 
schiebungen mit  drei  Reihen  von  Symbolen  bieten. 

Im  Folgenden  wollen  wir  nun  in  einer  Reihe  von  Anwendungen 
zeigen,  inwiefern  die  Reihenentwicklungen  zu  einem  so  wirksamen 
Hilfsmittel  der  symbolischen  Rechnung  werden;  zahlreiche  specietle 
Beispiele  werden  wir  im  zweiten  und  dritten  Teile  dieses  Bandes 
kennen  lernen. 

89.  Die  üeherschü^tmgcn  der  Form  f^a^  i^ter  ihre  Hesse'sclte 
Covariante  .^  =■  (a6)*  a*  6*.  Als  erste  Anwendung  will  ich  hier  die 
Berechnung  der  vier  Ueberschiebungen  (f,  /üf,  ft  =  4,  3,  2,  1,  so 
weit  dies  vortheilhaft,  mit '  Reibenentwicklung  geben. 

Am  einfachsten  berechnet  sich  {f,  jJ)*;  man  bedarf  hierbei  keiner 
Reihenentwicklung;  vielmehr  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  vierten 
Polare 

^^ -(-»)■«;»;, 

indem  wir  nach  der  in  Nr.  35  gegebenen  Theorie  y,  durch  c^,  y^  durch 
—  c,  ersetzen,  der  Werth: 

(,j,iy~(ah)'(acy(,t,cy~j.  (i) 

Zur  Berechnung  von  {f,  /If  entwickeln  wir  ein  Glied  der  dritten 
Polare  von  ^  nach  der  Reihe  (IX)  Nr.  83.  Wir  erhalten,  da  Tc  nur 
die  Werthe  0,  1  annehmen  kann; 

Weil  aber  (aiya^h^  identisch  null,  und  (afc)^«*  6^  =  z/,  so  hat  man 

(abyb^an^  =  z/^,  =  ^,^;.  (i) 

Ersetzen  wir  wiederum  y,  durch  c^,  y^  durch  —  Cy  und  multipliciren 
mit  Cg,  so  kommt: 

{ahf  {acy  (6c)  h,  c,  =  {J,  ff  =  0,  (2) 
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weil  die  linke  Seite  durch  Vertauschung  von  6  mit  c  nur  ihr  Zeichen 
ändert  Vertauscht  man  in  (1)  y  mit  x,  so  ergiebt  sich  aus  dieser 
dritten  Polare  von  ^  die  erste,  uud  damit  durch  die  gleiche  Suhatitu- 
tion  statt  der  dritten  Ueberschiebung  (/i,  fy  die  erste: 

(aby  {bc)  al b^d>^  =.{j,f)  =  t.  (3) 

Sie  verschwindet  nicht,  und  liefert  somit  eine  Covariante  sechsten 
Grades  von  f=a*. 

Es  erübrigt  nur  noch  die  zweit«  Ueberschiebung  von  f  ober  J 
zu  berechnen.  Wir  könnten  zu  dem  Zwecke  wiederum  ein  Glied  der 
zweiten  Polare  von  ^  in  eine  Reihe  entwickeln.  V  ortheil  hafte  r  ist  es 
aber,  diesen  Process  für  ein  Glied  der  dritten  Polare  von  (/",  f)  vor- 
zunehmen, nämlich  fQr  das  Glied  (al>)a^&^.  Da  diese  Form  {f,  f) 
sowohl,  als  auch  (/",  fy  identisch  verschwinden,  so  ist  in  der  durch 
Formel  (VllI)  dtctirten  Entwicklung 

{ah)  al  ¥  =  («  b)  ^r  j^_W  (ab)^  (xyY 

die  erste  und  dritte  Elemeutarcovariante  null,  und  sie  reducirt  sich 
demnach  auf  die  für  Z;  =^  1  und  /;  =  3  sich  ergebenden  Glieder: 

iaU)aiy^^^  \  \iab)*alhl]_^^{xy)  +  \{aby{xyy 

=  -  ^4,'  ■{xy]-\-  -J-  (ab)*  {xyf  ■ 

Ersetzen  wir  hierin  y,  durch  —  c^,  y^  durch  -\-  c^  und  multipliciren  mit 
Ct,  so  kommt: 

-{«i)(hcfalc,=  \{^,  ff  +  ^-f, 

wenn  wir  die  Invariante  («6)*  von  /"wie  schon  früher  mit  »  bezeichnen. 
Vertauscht  man  links  b  mit  c,  nimmt  die  halbe  Summe  der  so  ent- 
i^tehenden  symbolischen  Producte  und  berücksichtigt,  dass 

(ßi)c,  —  (flc)i»i  =  —  (fcc)«^, 
so  kommt  endlich 

oder; 

(4 /)"-;■/■■  (*) 

Wir  erhalten  somit  das  Resultat: 
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Eb  möge  hier  bemerkt  sein,  daaa  die  fünf  Formen 

f,  t,  ^,  i,  3 
flberbsupt  die  einzigen   selbstatäodigeu  Covarianten  der  Form  f  sind 
(wie  wir  später  noch  beweisen  werden),  durch  welche  sieh  alle  andern 
rational  und  ganz  darstellen  lassen. 

90.  Die  assygetischen  Covarianten  dritten  Grades  m  den  Coefßdenten 
von  f  =al .  Wir  stellen  uns  weiter  die  Aufgabe,  alle  aazjgetischen, 
d.  i.  linear  von  einander  unabhängigen  Covarianten  dritten  Grades  in 
den  Coefficienten  einer  Form  fQnfter  Ordnung  zu  berechnen.  Sie 
mSsaen  jedenfalls  durch  symbolische  Producte  von  der  Form: 

P  =  (oft)"  {Uy  {caf  «-■  6^'  (f;  (I) 

repräsentirt  werden  können,  wobei  die  Exponenten  den  Gleichungen 

genügen  müsseii. 

Jedes  solche  Product  P  lässt  sich  aber  durch  Ueberscbiebungen 
von  Formen  zweiten  Grades  in  den  Coefficienten  mit  solchen  ersten 
Grades  darstellen,  wie  aus  unsern  allgemeiuen  Betrachtungen  Nr.  45 
und  Nr.  46  erhellt.  Die  einzige  Form  ersten  Grades  ist  aber  die 
Originalform  (•=a%  selbst,  und  die  Formen  zweiten  Grades  sind  die 
aus  {f,  fy  für  p  ^  2  und  4  sich  ergebenden  nicht  verschwindenden 
Goyarianten: 

tp  =  iaVf  a^hl ,  i='{o,hy  a^h^. 

Jede  Form  P  muss  sich  demnach,  von  P  ^  f^  ^  a%h%c%  abgesehen, 
durch  eine  Summe  von  der  Gestalt 

F-.-^m,-ff,^yi  +  ^«,(f,,y,  (II) 

wo  m,',  rii  noch  zu  bestimmende  Constant«  sind,  darstellen  lassen,  und 
zu  solchen  Summen  gelangen  wir,  wenn  wir  nach  bereits  früher  ge- 
gebenen ^[ethoden  das  Symbol  c  in  P  zunächst  durch  y  ersetzen,  und 
nun  die  so  entstehende  Form  P^  in  eine  Reihe  entwickeln.  Die  Coeffi- 
cienten der  Potenzen  von  {xy)  sind  dann  Polaren  von  <p  oder  i.  Da 
nun  in  (I)  kein  Exponent  die  Zahl  4  ans  bekannten  GrQnden  Über- 
schreiten kann,  so  giebt  es  eine  endliche  Zahl  von  linearen  Relationen  (II). 
Ana  ihnen  eliminiren  wir  so  viele  Formen  dritten  Grades  P,  (/",  tpy, 
(f>  *)"'  ^^^  Q'^''  möglich,  und  gelangen  so  zu  den  linear  unabhängigen 
Formen  dritten  Grades  in  den  Coefficienten. 

91.  In  unserem  Falle  können  wir  indeas  die  aszygetischen  Formen 
dritten  Grades  a  priori  erkennen,  so  dass  die  Reihenentwicklungen, 
welche  in  allgemeiueren  Fällen  zur  Bildung  der  Relationen  (II)  nöthig 
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werden,  sieb  hier  aof  ein  Minimum  beechr&nken.  Denn  da  die 
sechs  Formen: 

P,f-'PAf,'P),f-i,(f,i),{r.i)' 
von  immer  andern  und  andern  Grade  15,  11,  9,  7,  5,  3  in  den  Va- 
riabein sind,  so  können  zwischen  ihnen  keine  linearen  Relationen 
bestehen,  unsere  Aufgabe  besteht  also  nur  darin,  zu  zeigen,  dass 
in  der  That  keine  weiteren  Formen  von  der  erwähnten  Eigenschaft 
ezistiren. 

Zum  Zwecke  dieses  Beweises  schreiten  wir  von  den  einfachsten 
Froducten  P  allmälig  zu  der  Berechnung  complicirterer  Tor,  indem 
wir  den  Exponenten  ^,  x,  X  der  Klammerfactoren  von  P  immer 
grössere  und  grössere  Zahlenwerthe  beilegen.  Dabei  können  wir  schon 
von  Torn  herein  eine  Grenze  angeben,  über  welche  hinaus  diese 
Grössen  n,  x,  k  nicht  wachsen  können.  Nehmen  wir  nämlich  an  — 
was  bei  der  Symmetrie  in  den  Symbolen  a,  6,  c  stets  erlaubt  ist  — 

sei  so  geordnet  dass 

p>x>A, 
dann  muss,  wenn 

ist,  ft  mindestens  den  Werth  3  besitzen.  Jedes  symbolische  Product  P 
mit  dem  Factor  {aby  kann  aber  (vgl.  Nr.  11)  stets  auf  eines  mit  dem 
Factor  (a6)*  reducirt  werden.  Nach  nnsem  allgemeinen  Ueberschie- 
bungssätzen  lUsst  sich  aber  alsdann  eine  solche  Form  P  dritten  Grades 
linear  durch  Ueberschiebungeu  darstellen  mit  t  =  {aJ})*aibi,  und  einer 
Form  ersten  Grades,  also  der  Form  f,  d.  h.  P  lüsst  sich  linear  dnrcli 
*'ft  ('»  f)t  ih  ff  ausdrücken,  und  ist  somit  keine  aszygetiscbe  Fonn 
7.U  diesen  dreien. 

Die  Summe  ft  -\-  x  -^  X  der  drei  Exponenten  kann  also  im 
günstigsten  Falle  den  Werth  6  erreichen,  und  dabei  kann  (i  oder  x 
oder  X  den  Werth  4  nicht  äberschreiten. 

92.  Wir  wollen  im  Folgenden  die  nach  diesen  Beschränkungen 
flbrig  bleibenden  Möglichkeiten  untersuchen. 

1)  Es  sei:  ft  +  x-f-X="0,  d.  h.  p  =  x  =  A  =  0,  dann  ist: 

2)  Ist  fi  -|-  X  -f-  X  =  1 ,  so  lässt  sich  ein  hiezu  gehöriges  sym- 
bolisches Product  P^  immer  reduciten  (vgl.  Nr.  11)  auf  ein  Product 
P^,  für  welches 

3)  ^+«  +  J_2, 
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und  zwar  jt  ■=.  2,  «  ■=  i  =  0  iat     In  diesem  Falle  wird 

4)  Wenn  ^  -j-  x  +  i  =  3,  so  bann  entweder 

ft  —  ^<»  A  =  1 
oder  (*™2,     x  =  l,     /  =  0 

oder  (t  =  3j     x-=A=0. 

Die  nach  dem  letzten  der  drei  Fälle  zn  bildende  Form  ist  identisch  null. 
Die  Form  des  ersten  Falles  d^^en  lässt  sich  auf  die  des  zweiten 
Falles  reduciren,  für  welchen 

P, -=.(ofc)*(6c)aiJici. 
Ersetzt  man  hierin  nach  der  allgemein  gegebenen  Methode  c  darch  y, 
and  entwickelt  nun  Ps,  in  eine  Reihe,  so  kommt: 

(aiy  ai  bl  bg  =  [(abya'^ bl],  +  Const.  X  [{aby  al  bi]  (xtj) ■ 
Die  zweite  ElementarcoTariante  rechts  ist  identisch  Null,  die  erste  ist 
y;  also  wird,  wenn  man  wieder  y  durch  c  ersetzt: 

5)  Ist  ferner:  p  +  x  +  A  =  4,  so  ist  entweder 

p  >  2 ,    oder    fi  =  2,    x-^  X  =  l 
p  =  2,    K=>2. 
Im   ersten   Falle   ist   entweder   P   direct   gleich  f '  i,    wenn   ji  ■=  4, 
it  ■=  i  ■=  0  oder,  wenn  (t  =  3,  Ä=l,  i  =  0: 
P,  =  (a6)=(ac)(j.6;ci. 
Vertauscht  man  a  mit  b  und  nimmt  die  halbe  Summe,  so  kommt: 
P,=  l  (,abya,b.ei{{a,)b,~cAab)\ 

2  '        ■ 
Im  zweiten  Falle  ist: 

P^^(aby(ac){bc)alblc^ 

=  I  a«  61  cj  (ab) {ac)  (bc)  { c^ (ab)  +  a,  (bc)  +  b,  (ca) ]^0. 

Im  dritten  Falle  ist 

JP^^{aby{acya^bicl. 

Um  diese  Form  durch  üeberschiebongen  auszudrücken,  entwickeln  wir 
(aciafOxCi  in  eine  Keihe  und  erhalten: 

(ac)  al  n^  cj  =  [(ac)  ai  cJ]^,  +  Ci  [(ac)'  «l  4\,  {yx)  +  c,  [(ac)*  al  r»]^  (yxy 
■\-e,[{aeya^c.-\(yxy. 
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Hierin  verschwindet  der  erate  und   dritte  Term  rechtg  identisch.     Er- 
setzen wir  also  in  dieser  Reihe  y  durch  b,  so  kommt 
{aiy  {ac)  a^  6|  ci  =  c,  (v,  0'  +  <^  ■  i  ■  f- 
Die   linke  Seite   ist  P^=^f■^•,   der   erete  Term  rechts  ist  aber   bis 
auf  einen  Zahlenfactor  Pg  =>  (a6)' (oc)'ax6iCi.     Denn  die  Polare 

[{a„y  ai  d]^.  -  y,,  -  |.  j  2 («»)•  ei  a.  »J  +  3 {ac)'  a', d^c,  j 

geht  durch  die  Substitution  y,  =  ig ,  Vt^  ~  K  i"  <1'ö  Ueberschie- 
bung  Ober: 

(,,,  /^'  =  J-  I  2  (ßc)*  cl  a,  (flft)'  6i  +  3  (acf  al  d  (ah)  (cb)  bl  \ 

=  l  j  2Po  +  3  P5  j  ,     oder  weil  P^  =  0, 

Demnach  ist: 

WO   p  und  Ä  numerische  Coefßcienten.     Zwischen   den  beiden    Ueber- 
schiebungen  {/,  tpf  und  t  ■  f  besteht  also  eine  lineare  Relation. 

6)  Nehmen  wir  femer  an: 

80  ist  entweder: 

^  =  5,  X  — 0,  i  =  0,    also    P,  =  iahyci=0 
oder     (*  =  4,  X  =  1,  A  =  0,    also    Pg  ■=  (ofc)' (ac)6ic;  =  (i, /^ 
oder     ft  =  3,  !K  =  1,  A  =  1,    also    Pg  =■  (a&)' (ac)  (6c}a,6*fi  =  0, 
da  Pg  durch  Vertauschung  von  a  mit  6  sein  Zeichen  ändert, 
oder         ^  =  3,x  =  2,A  =  0,    also    ?,„  ==  (<ifc)'((ic}' &;cj  . 
Dieses  Product  geht,   wenn    man   b   mit  c  vertauscht   und   die  halbe 
Summe  nimmt,  in  das  Product 

P„  =  (aiy  (acy-  (Ic)  bl  c|  o, 
aber,   welches   dem    Werthsystem   ^  =  2,   x'=2,   A=l   entspricht. 
Die  Form   Pj|   verschwindet   aber  identisch,   da  sie   nur   ihr  Zeichen 
ändert,  bei  Vertauschung  von  b  mit  c. 

7)  Ist  endlich: 

so  sind  die  einzig  möglichen  Fälle: 

p  =  4 ,  «  =  1 ,  A  =  1 ,     also     Pi8  =  (aby  (ac)  (bc)  4  =  (i,  fy 
^  =  3 ,  X  =  2 ,  A  =  l ,     also     P,3  ■=  (a6)"  (oc)'  (6c)  6^  cl 
p  =  2 ,  x  =  2 ,  A  =  2 ,     also     P,,  =  (,c6)*  {acy  (6c)'  «^  fi^  e, . 
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Die  beiden  Formen  P,j  und  P,(  fKhren  auf  dieselbe  Ueberschiebung 
(i,  f)*  vie  Pj, .  Denn  vertauscht  man  in  P^g  a  mit  h  und  nimmt  die 
halbe  Summe,  so  kommt; 

f,.-T('>»)'("'=)(>«)'5|(»»)».-(»'')''.l-i-(''')'':«")(>«)<-|('.ß- 

Yertauscbt  man  aber  in  P,,  h  mit  c,  bo  kommt  durch  Addition 
beider  Producte: 

P,j  =  i-{a6)»(oc)H&c)i,c,  {(aft)c,  — ((ic)6,}  =  -|-((ifc)'(ae)*(Äc)*Oi&,c„ 
oder  P,^  =  2P,j  =  ((,  f)  =  (a6)»  (nc)* {bcf  Ox6, c,. 

•  Wir  sind  am  Schlüsse  angelangt  Die  sechs  Formen  f^,  i-f, 
(i,f),  [},f)*,  f-f,  (v,f)  sind  in  der  That  die  einzigen  aazygetischen 
Corarianten  von  /',  die  in  den  Coefficienten  vom  dritten  Crrade  sind. 

93.  Beciprocitätsgesete  von  Hermite.  Es  ist  nun  sehr  bemerkens- 
werth,  das  jedem  aszygetischen  System  von  Corarianten  P(  einer 
Form  f  stets  ein  gleichfalls  aszjgetisches  System  von  Corarianten 
Qi  einer  andern  gewissen  Form  g)  entspricht,  und  zwar  ist  das  Ent- 
sprechen nach  Hermite  durch  folgendes  Gesetz  definirt: 

„Besitzt  die  Form  w*°"  Grades  f  <=•  a'^  eine  Gorariante  P;  vom 
Grade  »i  in  den  Coefficienten,  so  besitzt  die  Form  m""  Grades 
ifi=^A'2  eine  entsprechende  Covariante  Qi  vom  Grade  n  in 
den  CoefEcieoten  und  beide  Corarianten  sind  von  gleichem 
Grade  X  in  x. 
So  entsprechen  den  vorhin  ermittelten  sechs  aszygetischen  Formen 
Pj  dritten  Grades  in  den  Coefficienten 

f,ff.>.f,'P),fiAf,ii,V,i)' 

der  Form  f=al  ebenfalls  sechs  aszygetiscbe  Formen  Qi  fQnften  Grades 

in  den  Coefficienten: 

9^  9)"- A  V'-Ö,  9»-^*,  Q-^,  'P-R 

der  Form  tp  =  Ai,  wobei,  wie  wir  früher  gesehen  haben  (rgl.  Nr.  37) 

^  =  (AB)'A^B^,    Q  =  {A^)JIJ,,   B  =  (z/,  ^)*. 

Der  Beweis  dieses  Reciprocitätsgesetzes  kann  auf  folgende  Weise 

geführt  werden. 

£s  sei  P  eine  Corariante  vom  Grade  m  in  den  Coefficienten  von 

f=.  a^^l^^  etc.  und  vom   Grade  X  in  den  Yariabeln  x.     Es  sei 

femer  g)='A^  eine  Form  m*™  Grades  in  x,  welche  die  m  Wurzeln 

"?* 
qI*'  =  -7^  besitzen  möge,  und  demgemäss  sich  auch  in  der  Gestalt 

schreiben  lässt  (von  einem  constanten  Factor  abgesehen) : 
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oder 

9)  =  Älx-  Ol.  ■  asi  ■  •  ■  «m,™  A'^. 
Ersetzen  wir  aladann  in  dem  symbolischen  Producte  P  das  Symbol  a 
durch  O],  b  durch  a^,  .  .  .,  m  durch  a„,  so  geht  dadurch  P  znnächet 
in  eine  aimultane  Covariante  Q  der  m  linearen  Factoren  nt.  Ober. 
Nun  wird  P  nicht  geändert,  wenn  wir  in  ibra  irgend  welche  zwei 
gleichberechtigte  Symbole  a  und  b  vertauschen.  Permutiren  wir  ent- 
sprechend in  Q  alle  Wurzeln  «r»,  so  gehört  immer  noch  jedes  Q  zur 
nämlichen  Form  P.  Aber  die  Summe  aller  dieser  |tl  Formen  Q  ist 
nun  eine  symmetrische  Function  der  Warzelu  a«  und  lässt  sich  dtun- 
nach  rational  in  den  CoefGcienten  von  ip  darstellen.  Da  andemtheila 
jedes  Glied  Q  gemäss  seiner  Ableitong  Govarianteneigenschaft  besass, 
so  muss  sie  auch  die  Summe  besitzen,  d.  h. 


e-2'« 


ist  rationale  Covariante  von  ip  =  A'^,  und  zwar  vom  Grade  i,  in  x, 
weil  die  Zahl  der  Factoren  erster  Art  bei  diesen  Operationen  un- 
berührt blieb  und  vom  Grade  n  in  den  Goef&cienten  von  tp,  weil  jede 
Wurzel  a*  in  jedem  Q  gleich  oft  und  zwar  nmal  aultritt.  (Vergl. 
Salmon,  Lineare  Transformationen,  Art  57  und  58,  über  Grad  und 
Gewicht  symmetr,  Functionen  der  Wurzeln.)  Es  entspricht  also  in 
der  That  jeder  Form  P  von  f  eine  Form  Q  von  9,  und  insbesondere 
einem  aszygetischen  System  Pj  wieder  ein  aszygetisches  System  Q,-. 
So  entspricht  z.  B.  der  Invariante 

dritten  Grades   in  den  Coefficienten  der  Form  f  '^ai  die  Invariante 

B -(»..,)'(«,»,)■(», ^)', 

welche  vierten  Grades  in  den  Coefficienten  der  Form 

<p  =  ttix  fix  Ctsi  ■"  Ai 

«''*                   «'*'                   a''> 
ist,  deren  drei  Wurzeln  die   Werthe  «'"  —  -th  ,  «^'  =  -7=^ »  «"' s; 

besitzen. 

94,  Darstellung  einer  in  den  Wurseln  von  tp  c^  A^  aiasgeäriickten 
Covariante  durch  ein  sytnbolisches  Product;  Beispiel.  Wir  haben  schon 
in  §  1  Nr.  8  darauf  hingewiesen,  dass  jede  symmetrische  simultane 
Covariante  der  m  linearen  Factoren  ai^  von  >p  auch  eine  rationale 
Covariante  der  Form  9  ist,  und  haben  den  einfachen  Beweis  dieser 
Thatsache  eben  gegeben.     Die  Reihenentwicklungen   fQr  Formen  mit 
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melirereD  Reiheii  cogredienter  Variablen  setzen  uns  in  den  Stand,  eine 
solche  in  den  Wurzeln  dargeBtellte  Covariante  direct  in  ein  symbolidches 
Prodact  amzuformen,  vas  man  allerdings  auch  gemäss  der  Theorie 
der  symmetrischen  Fanctionen  auf  einem  Umwege  über  die  unsym- 
bolische Darstellung  der  Covariante  erreichen  k&nnte.  Ehe  wir  die 
Methode  allgemein  entwickeln,  will  ich  sie  an  einem  Beispiele  vor- 
bereiten, nnd  benutze  hierzu  die  bereits  vorhin  angeführte  simultane 
symmetrische  Invariante 

«-(«,«,)'(«,«,)■(«,<..)■ 

der  drei  linearen  Factoren  a»,  von 

<p  =•  ttixttixaix  =  A^  ■=  B^  =  etc. 
Wir  wissen:   ip  besitzt  nur  eine  Invariante  vierten  Grades,  näm- 
lich die  Discriminaute  (vergl.  Nr.  37  und  39) 

E,  =  (z/,  J)'  =  {ÄBy{DCf{BC)  {AB), 
und  wir  wollen  nun  zeigen,  wie  sich   saccesaive  It  in  it,   überfahren 
lässt    Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  zunächst: 

Oii«»«  ='I>3=1>  (1) 

und  erhalten  so  eine  quadratische  HilfsForm,  deren  Invariante  durch 

dfirge8t«llt  ist.     Unter  Benutzung  dieser  Werthe  (1)  und  (2)  wird: 

9»-=^»a,,  =  AI,  (3) 

K--2(ppO'C«.«.r(«.«.y.  (4) 

üeberachieben  wir  p  auch  zweimal  über  tCix,  so  kommt: 

(p«0'-(».«JKa,)  (6) 

und  demnach  lässt  sich  Gleichung  (4)  auch  schreiben: 

S--2(j>j,.)'(j,,«,)'(l.,«,)'.  (6) 

In  diesem  Ausdrucke  kSonen  wir  nmi  successive  die  Symbole  A, 
B,  etc.  der  Form  9*  einführen.  Denn  aberschieben  wir  Gleichung  (3) 
zweimal  Über  «n,  so  kommt: 

(p.«.)'«i.  =  3(^aOM.,  (7) 

nnd  wenn  wir  hierin  x  durch  p^  ersetzen: 

(p.«i)'(«,p.)-3U«.)'(^i'.);  (8) 

also: 

B-6(j.j.,)'(i..<.,)U«,)>(4ft).  (9) 

Damit  ist  eine  erste  Reduction  von  B.  erzielt.  Wir  wollen  nun 
weiter  das  Symbol  p^  eliminiren,  und  bilden  dementsprechend  die  erste 
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Ueberschiebung  von  plai^  aber  DCt,: 

2i'.(pa,)aix=3^1(yla,)-=3JBl(JPa.).  (10) 

Ersetzen  wir  faieriti  x  durch  A,  so  kommt: 

2(^1')(P«,)C4«.)-3(4B)-(B«,), 
und  demnacb: 

oder,  weil  Jl  =  (AByÄ^B^,  und  demnach  (da,Y={ABy(Aa,){Ba,), 
80  wird: 

Da  aber  nach  dem  Identitätssatze: 

-  2(y^)'(y,«,)'-  2(p^)0,,^)(),«,)(,,,«,), 
so  wird  endlich: 

J!-18{!)^)'(|.,a,)'-18(p^)(l.,z0(p..)(p,«,).  (U) 

Für  die  beiden  Terme  rechts  können  wir  nun  aber  zwei  Relationen 
aufstellen,  mit  Hilfe  deren  wir  das  gewfinschte  Ziel  erreichen.     Der 
erste  Term  geht  nämlich  aus  p^ffic  hervor,  wenn  wir  darin  y  durch   ' 
zJ,  X  durch  Pi  ersetzen  und  mit  («iP,)  i^ultipliciren.     Es  ist  aber 

nach  Formel  (VIII)  Nr.  81,  wobei  nur  x  mit  y  vertauscht  ist;  und 
da  nach  Voraussetzung  pltt^  ^  Bl,  so  wird,  wenn  wir  die  angegebene 
Substitution  ausführen: 

Hierin  ist  der  erste  Term  rechts  identisch  Null,  da  nach  der 
Theorie  der  cubiscben  Formen  jedes  symbolische  Product  mit  dem* 
Klammerfactor  (BJ)^  verschwindet.  [Vergl.  Nr.  63,  (5)  a.  Nr.  145,  (I).] 
Demnach  wird:       » 

(p4-ta.,)'--|-ü,«,)0.«,)(p^)(ft^)  (12) 

und  dies  ist  die  erste  der  gesacbten  Relationen.  Um  noch  eine 
zweite  zu  erbalten,  berücksichtigen  wir,  dass  der  zweite  Term  in 
Gleichung  (11)  aus  Pg{pa,)aim  hervorgeht,  wenn  wir  darin  y  durch 
z/,  X  durch  j),  ersetzen  und  mit  (pi^^f)  multipliciren.    Es  ist  aber 

(pa,) JJ^aix -=  (Cl'«i)i'««i«j   +Y  {(P«i)'(j'*)l 
nach  Formel  (VUI)  Nr.  81,  und  weil  nach  Gleichung  (10)   die  Form 
{ptti)PzOii  gleich  ^(^"^1)-^'  iät,  so  wird  nach  Ansföbrong  der  Sub- 
stitution 
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-(Pi^jCP«.)0^)CPi«i)=|(B«.)(B^(-Bp.)(i.,^)-^{j>a,)"(Pi^)% 

oder,  wenn  wir   filr  den  zweiten  Term  reckta  seinen  Werth   aus  (12) 
substituiren: 

(P'.XPi-JO'^ta^)  -  -1  (B«.)(B^)(üi.,)0,4.     (13) 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  erhält  man  aus  der  Beibenent- 
Wicklung 

■  ai,Pi*i'i^=  {aixPi%  j   +  4  [(aii'i)i'i^j  («V), 

wenn  man  darin  x  darch  B,  y  durch  J  ersetzt  und  mit  (B^)  multi- 
nlicirt.     Berücksichtigt    man    noch,    dass  j)?««!«  =  0,' =■  9,  so   er- 
giebt  sich: 
(,S«,)(BpMp,^{BA)  _  {B(J)'(BJ){CJ)  -  \  (B^'(«,p,)(p,i)). 

Hierbei  verschwindet  wieder  der  zweite  Term  rechts  wegen  {ß/ff\ 
suhstituirt  man  de»  sich  so  für  die  linke  Seite  ergebenden  Werth 
{BG)\BÄ){QJ),  der  nichts  anderes  ist  als  (^,  ^J%  in  (33),  so 
kommt  als  zweite  Relation: 

(i">.)Ü',«,)(l>^)(P,^)--|(-^,^)',  (14) 

also  wegen  (12): 

(p^)'ta»,)'--|K^)', 

und  demnach  wegen  (II): 

Ji  -  +  ?  (^,  ^)'-(«,  «.)■(«.  ^)"(«,".)',  (15) 
womit  unsere  Aufgabe  erledigt  ist. 

95.  Allffemeiner  Fall.  Schon  dieses  einfache  Beispiel  zeigt,  dass 
die  Aufgabe,  eine  in  symmetrischen  Functionen  der  Wnrzeldifferenzen 
gegebene  Covariante  direct  in  ein  symbolisches  Product  umzuformen, 
complicirter  Natur  ist.  Noch  ungleich  schwieriger  gestalten  sich  die 
Verhältnisse  in  allgemeineren  Fällen.  Indeas  wollen  wir  doch  — 
theoretisch  wenigstens  —  diese  Frage  erledigen,  die  auch  anderweitig 
TOD  Interesse  ist.     £s  sei: 

die  gegebene  Covariante  der  Form  (m+  l)""  Grades  in  x 

9  ■=  Oi^-Oj^aj^  ■  ■  ■  «^i,,  =  ^l'^^  =^  B^^  =  etc. 

Dabei  ist  jedes  Glied  Q  der  Summe  rechts  ein  Product  von  der  Gestalt 

Q  =  («^ a J^.  (c. a^)^  ■  ■  -  aj;^ a^^-a^^  ■■■, 

wo  jede  Wurzel  a^  in  demselben  Grad  auftritt.    Irgend  eines  der  Glieder 
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Q  wollen  wir  als  Bepräaentant  bersusgreifeD,  an  dem  die  Umformung 
gezeigt  werden  soll.  Die  Aufgabe  ist  alsdann,  in  Q  successire  durch 
EinfOfarung  von  immer  mehr  und  mehr  Symbolen  A,  B,C  .  .  .  die 
Gröeseo  tu  zu  verdrüngen.  Hiezu  benutzen  wir  wie  im  Beispiel  die 
Hilfaform  w*™  Grades 

p  =  «»^«a,«i,  -  ■  ■  «,+t,.  =  «:  =  *;=  e*«-. 

welche  eich  von  tp  nur  um  den  Factor  ai^  unterscheidet  Denken  wir 
uns  nun  einen  Augenblick  in  Q  =^^  Q  die  Wurzel  o,  durch  y  er- 
setzt, so  ist  die  entstehende  Form  jedenfalls  Covariante  von  p,  und 
wir  können  annehmen,  dass  wir  die  Aufgabe,  die  wir  für  Formen 
(n+ 1)*™  Grades  lösen  wollen,  ßir  Formen  n""  Grades  bereits  erledigtT 
haben,  daas  es  uns  also  mSglicb  ist,  alle  in  symmetrischen  Functionen 
der  Wurzeln  gegebenen  Gorarianten  der  Form  niedrigeren  Grades 
p  =  Pl  durch  die  Symbole  a,  &,  c  ■  -  ■  von  p  darzustellen.  Ersetzen 
wir  alsdann  wiederum  y  durch  «,,  so  ist  nunmehr  Q^^  Q  ausge- 
drückt in  tti  und  Symbolen  a,  b,  c,  d.  h.  Q  ist  dargestellt  als  simultane 
Covariante  der  Formen  a^^  und  p*.  Die  eben  gemachte  Annahme  ist 
erlaubt,  denn  ftlr  Formen  ersten  Grades  können  wir  sie  jederzeit  so- 
fort realisiren. 

96.  Es  handelt  sich  nun  darum,  vermöge  der  Identität 

^^+1  =fl^aj^  (1) 

die  Symbole  a,  6,  c  durch  Symbole  A  zu  ersetzen  und  damit  die 
Grösse  a,  von  selbst  successive  zu  eliminiren.  Zu  dem  Zwecke  stellen 
wir  zunächst  nach  dem  in  Nr.  46  gegebeuen  Satze  den  Repräsentanten 
Q  durch  eine  Summe  von  Ueberschiebungen  dar 

Q-^(L,My,  (2) 

wobei  die  Formen  L  nur  a^  und  das  Symbol  a  enthalten,  also  die 

Gestalt 

Z,=  (aaJ*(^-*a?^  (3) 

besitzen,  während  die  Formen  M  irgend  welche  Covarianten  von  p 
mit  den  Symbolen  b,  c,  d,  ...  bedeuten.  Besitzt  nun  L  wirklich 
Factoren  erster  Art  «i,,  ist  also  p>0,  so  ergiebt  sich  durch  ftmal^e 
successive  Ueberschiebung  von  (1)  Aber  uigi 

(»-*+!)  (<■«.)'«;-'"„  -  («+ 1)  (^«,)Mr»t',       (4) 

oder,  wenn  wir  mit  a^~^   multipHciren  und  mit  (3)  compariren: 
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Dies  ist  eine  erste  ReductiooBformel  für  alle  jene  Glieder  der 
Gleichong  (2),  welche  durcli  Ueberschiebnng  ron  Formen  L  entstehen, 
die  Factoren  erster  Art  «n  besitzen.  Durch  sie  wird  der  Exponent 
von  a^^  um  1  vermindert  und  gleichzeitig  das  Symbol  Ä  an  Stelle 
TOD  a  eingeHihrt.  Besitzt  dagegen  eine  solche  Form  L  keine  Factoren 
erster  Art  eci,,  in  welchem  Falle  wir  sie  einstweilen  normirte  Formen 
L  neonen  wollen,  so  kann  fQr  sie  die  Formel  (4)  nicht  Redactions- 
formel  sein;  wir  werden  diese  normirten  Formen  L  später  redaciren. 
Alle  Glieder  Gi  der  Summe  (2)  dagegen,  welche  durch  Formel  (4) 
reducirbar  waren,  können  wir  nun  wieder  nach  dem  schon  einmal 
,  citirten  Satze  in  Nr.  46  darstellen  in  der  Gestalt: 


e,-2'(«."^r^'). 


wobei  nun  mit  Q^  wieder  simultane  Covarianten  vom  Typus  Q  be- 
zeichnet sind,  deren  L  jedoch  einen  Factor  dt],  weniger  enthalten  und 
auch  niedrigeren  Grades  in  den  Coefficienten  von  p  sind.  Diese  Formen 
Q^  reduciren  wir  alsdann  in  der  gleioten  Weise  wie  die  Q  und  indem 
wir  diesen  Process  immer  Yon  Neuem  wiederholen,  werden  dabei  in 
die  bezeichneten  Glieder  immer  and  mehr  Symbole  A,  B,  C,  ... 
eingeführt,  während  gleichzeitig  ihr  Grad  sich  successive  reducirt, 
bis  schliesslich  überhaupt  keine  Factoren  erster  Art  cri,  in  den  sich 
immer  neuerdings  ergebenden  Formen  L  auftreten. 

97.  Die  weitere  Reduction  fällt  alsdann  zusammen  mit  der  Re- 
duction  jener  Glieder  in  (2),  die  aus  normirten  Formen  L  durch  Deber- 
scbiebnng  gebildet  werden  können.  Fflr  diese  ei^ebt  sieb  die  Ka- 
duction  auf  folgende  Weise.  Wir  stellen  zunächst  den  Repräsentanten 
Q,  wenn  in  ihm  bereits  Symbole  A,  S,  C .  .  .  auftreten  sollten,  als 
Summe  von  Ueberschiebungen  dar,  gebildet  von  Formen  Qj,  welche 
nur  «j  und  Symbole  a,  b,  e  .  .  .  enthalten,  aber  Corarianten  von 
ip  —  A*+^.  In  den  Formen  Q^  trennen  wir  alsdann  wieder  a^  und  die 
Symbole  a,  h,  6,  .  .  .  in  zwei  Gruppen:  eine  erste,  welche  «i  und  die 
Symbole  a  und  b  umfasst,  eine  zweite  fQr  die  noch  fibrigen  Symbole 
c,  d,  e,  .  ,  .    Dann  lässt  sich  Qi  in  der  Gestalt  darstellen: 

wo  nnn  die  Formen  N  vom  Typus 

N^iaby  (o  a,)*  o;-*-"  b'-" ,    k>l 

aind,  während  die  Formen  B  irgend  welche  Covarianten  von  p  be- 
deuten. Wie  wir  nun  oben  eine  Reductionsformel  fQr  die  Formen  Jj 
gegeben  haben,  so  entwickeln  wir  jetzt  eine  solche  für  N,    Die  Form  N 
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geht  nämtich  bis  auf  den  Factor  ( — 1)*'+'  aus  b  a,gh^~>'  hervor,  wenn 
wir  darin  y  durch  a  ersetzen  und  mit  (oaj)*~'  a^— *— >'  multipliciren. 
Nun  ist  aber  nach  (VIII)  Nr.  81 

H  «^..»r"  =  \K "i.j ^,+,  +  ^  (ö".) (^tf)  T"-  *? • 

Ersetzen  wir  darin  die  erste  Elementarcovariante  durch  ihr  Symbol 
^■+1  nach  (1)  Nr.  96  und  führen  die  Substitution  aus,  so  kommt: 

Das  erate  Glied  rechts  besitzt  einen  FacUir  (aaj)  weniger  als  N 
und  statt  des  Symholes  b  das  Symbol  A,  ist  also  reducirt  gegenüber 
der  Form  N.  Nicht  aber  das  zweite  Glied  rechts,  das  eher  com- 
plicirter  genannt  werden  muss.     Indess   geht  dieses  zweite  Glied,  das 

wir,  vom  Factor -j^y  abgesehen,   mit  Ni  bezeichnen   wollen,   aus 

(oa)'~*a''ö^~*~''+'a  her?or,  wenn  wir  darin  y  durch  b  ersetzen  und 
mit  6"-''-'  multipliciren.     Es  ist  aber  nach  (VIII)  Nr,  81 


^     „—k+a 

Ersetzen  wir  darin  die  erste  Elementarcovariante  vermSge  der 
Gleichung  (4)  durch  ~^i^(^Aa^f~^  Ä^~'^  und  fähren  alsdann  die  Sub- 
stitution aus,  so  geht  die  linke  Seite  über  in  Ni  und  das  zweite  Glied 
rechts  in  N.    Schaffen  wir  dieses  Glied  auf  die  linke  Seite,  so  kommt: 

(„iy.+ijy^_»-^-^±i  N=^{Acc,)^'(Aby+'b^''-'Al~^''.  (1) 
Hiezu  hatten  wir: 

(_  ly+i  N—  ^-^  N^  =  (Ab)"+'  {ba,y-'A^fb^'^>',  (2) 

imd  diese  beiden  Gleichungen  zusammen  liefern  in  der  That  eine  Re- 
duction  für  die  Formen  N  und  Ny.  Durch  fortgesetzte  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  wird  hierdurch  successive  nicht  nur  die  Anzahl  der 
Elammerfactoren,  welche  a,  enthalten,  vermindert,  sondern  auch  die 
Anzahl  der  Symbole  a,b,  c,  .  .  . 

Diese  beiden  Beductionsformeln  (1)  und  (2)  führen  so  endlich 
neben  Gliedern,  die  bereits  völlig  in  den  Symbolen  A,  S,  C,  . , ._  dar- 
gestellt sind,   anf  Glieder,  die  ausser  den  Symbolen  A,  B,  C,  .  .  . 
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nur  mehr  ein  Symbol  a  und  einmal  die  Wurzel  a,  enthalten,  die 
also  entstanden  gedacht  werden  können  durch  Ueberschiebuug  von 
Formen 

L=>.(aa,)a;p'  (3) 

mit  symbolischen  Producten  in  den  Symbolen  A,  B,  C,  .  .  .  Auf  sie 
lasBen  sich  Gleichungen  (1)  und  (3)  nicht  mehr  anwenden,  da  die- 
selben die  gleichzeitige  Anwesenheit  von  mindestens  zwei  Symbolen 
a  nnd  b  voraussetzen.  Allein  diese  Glieder  verschwinden  (vergl.  auch 
das  Beispiel)  identisch.  Um  dies  theoretisch  einzusehen,  denke  man 
sich  nur  auch  die  Übrigen  Glieder  Q  in  derselben  Weise  wie  den 
Repräsentanten  Q  behandelt.  Dann  scheidet  sich  schliesslich  die 
Co  Variante 

■     «-2« 

in  zwei  Tbeile,  deren  erster  nur  mehr  symbolische  Producte  in  A,  B,  C 
enthält  und  also  für  sich  symmetrisch  in  den  Wurzeln  a,-,  und  deren 
zweiter  Theil  alle  Ueberschiebungen  mit  den  Formen  L  vom  l^pus 
(3)  enthält.  Da  aber  Q  selbst  symmetrisch  ist,  so  muss  dieser  Theil 
ebenfalls  fQr  sich  symmetrisch  in  den  Wurzeln  tt,  sein,  und  kann  also 
seinen  Werth  nicht  ändern  bei  Vertäu schungen  zweier  Wurzeln.  Er- 
setzen wir  nun  in  diesem  Theile 

_2'(i,-af)'-2(('"'.)»r'.-»)' 

a^  dnrch  seinen  Wert  o^^^b^^^^  ■  ■  ■  "s+u)  so  kommt: 

Die  rechte  Seite  ändert  aber  ihren  Werth,  wenn  man  a^  mit  a^ 
vertauscht,  d.  h.  sie  kann  nur  eine  verschwindende  symmetrische 
Function  sein.  Wir  werden  im  dritten  Bande  eine  Erweiterung  der  hier 
gegebenen  Entwicklnngen  auf  temäre  Formen  kennen  lernen. 

98,  Dei>er  Cowmanten  dritten  Grades  m  den  CoeffiäenteH  einer 
Fonn  f=a^.  Schon  in  dem  ersten  Paragraphen  dieser  Vorlesungen 
haben  wir  gezeigt,  dass  ein  symbolisches  Product,  dessen  zumeist 
auftretender  Elammerfactor  (ab)'"''  ist,  sich  stets  durch  eine  Summe 
anderer  Producte  darstellen  läest,  die  den  Factor  (ab)'''  besitzen.  Es 
ist  nun  aber  sehr  bemerkenswerth,  dass  es  auch  eine  Beihe  symboli- 
scher Producte  mit  dem  Factor  (ab)'''  giebt,  welche  in  eine  Summe 
von  andern  Producten  entwickelt  werden  können,  die  durchwegs 
mindestens  (abf'"^'  als  Factor  enthalten.  Zu  diesen  gehören  unter 
andern  alle  geraden  UeberscbiebungeD: 

Tr=((f,fy>',ß*''-^  =  {{aby''al-'"'bl-^'',  ^y-iü, 
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wenn  p^O,  ft  ^ -7-  lEt.  Nur  ia  eiaem  besondern  Falle,  wenn  näm- 
lich n  =  4fi  und  (t-^S^  ist,  wird  diese  Entwicklung  unmöglich.  Die 
Ueberschiebung  Ü7  ist  dann  eine  Inyariante  j  =  (aö)*'' (ocj*'' (6  c)*''. 
Indem  wir  nun  die  Möglichkeit  der  erwähntep  Entwicklungen  von  U 
im  allgemeinen  Falle  darthun,  ei^iebt  sich  alsdann  der  etwas  allge- 
meinere Satz; 

„Symbolische   Producte  mit  dem  Factor  (06)''' (ac)*''    lassen 
sich  stets  —  von  etwaigen  Gliedern  mit  dem  Factor 

j  ^  (aby"  {ac^"  (bcy 
abgesehen   —   in  eine   Summe   anderer  Producte   entwickeln, 
welche  mindestens  den  Factor  (ofe)*''+*  besitzen." 
Der  Beweis  lässt   sich  folgendermassen   durch  Reihenentwicklung 
flihren.     Das  erste  Glied  der  Ueberschiebung  U  ist 

Es  entsteht  aus  dem  Polarengliede:  (a6)«''aJ''-Hö;-*''-e6;-'"'  durch  die 
Substitution  f/i  =  Cj ,  Pa  ^^  —  ''i  i  entwickeln  wir  aber  dasselbe  in 
Reihe  (VIII),  so  kommt: 

G„  =-  (flfc)*''  a^'^+f  «;■-*'■-?&;-»'' 

=  (/•.  n\l^  +  Const.  X  if,  ff;t^^.  ö/:r)  +  .  .  ■ , 
oder,  weil  rechts  alle  ungeraden  Elementarcovarianten  verschwinden: 

G.  -  (A  0%^  +  O»"'-  X  (/■.  O'v+e-.  M'  +  ■  ■  ■ 

Jedes   Glied   rechts,   vom   ersten   abgesehen,   entlült   den  Factor 

(«&)"'+*,  der  auch  erhalten  bleibt,  wenn  wir  nun  y^  durch  +£^  und 

1/^  durch  — c,  ersetzen  und  mit  c"~*''~e  multiplicireu.     Mit  Rücksicht 

auf  den  in   Mr.  43  erläuterten  Modulbegriff  können   wir  daher  nach 

auagefdhrter  Substitution  diese  letzte  Gleichung  schreiben: 

(oft)'»'  (acf''+c  al-^-f  6-->''  ^-»"-P 

.—  Const.  X  iif,  ff,  n'/'-hf  mod.  (06)^"+^ 

Ist  nun  9>0,  also  mindestens  gleich  1,  so  enthält  nach  dem  in 
Nr.  11  gegebenen  Satze  auch  das  Glied  links  den  Factor  {aVf^-^*,  und 
wir  haben  demnach  als  erstes  Resultat: 

((/",/)*>', /)«''-H'  =  0  mod.  (06)*"+%    ft<-J^,    e>0.  (I) 

Diese  Gleichung  gilt  aber  auch  noch,  wenn  p  =■  0,  so  lange  nur 
M  >  4ft,  etwa  n  =  4/t  +  X.  Zum  Beweise  gehen  wir  alsdann  vom 
symbolischen  Producte  {ahff-' aps^+'  6;-«^+'  ^ [ahfi-^  0*"+^+'  t»'*+Hi 
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aas,  nnd  entmcbeln  dasselbe  in  Reihe  (VIII).  Dabei  Terachwinden 
rechta  wiederum  alle  uDgeraden  Ueberschiebungen,  während  die  ElemeD- 
taTcovarianten  (/",/')*''+**,  'fc>0,  von  0  verschiedeii  sind.  Ersetzen 
wir  aladanii  wiedenim  y^  darch  Cj ,  y,  durch  —  c^  nnd  mnltipliciren 
mit  c*^*/"-!,  BO  kommt: 

(ahy-^  (ac)*''+"+'  ÄS'-H+i  c;.-»/.-i    zCoustxÜf,  ff^,  ff»  mod.(a&)»^», 

oder,  weil  das  Glied  linka  wegen  (oc)*''+'  selbst  E^mod.(a6)*'"+*,  so  ist: 

((/■,  0",  rt"  i^-  0  mod.  (ah)"*' ,   C  <  V  (11) 

Diese  Gleichung  gilt  auch,  wenn  n  •=  4fi,  also  Jl  ^^  0  ist.  Es 
fragt  sich  jetzt  nur  noch,  besteht  auch  Gleichung  (I)  fQr  n  —  4f(. 
In  diesem  Falle  tritt  alsdann  kein  Factor  (oc)*''+*  neben  {aVfi^  auf, 
und  wir  können,  um  dies  zu  entscheiden,  'hicht  mehr  von  dem  dort 
benutzten  Gliede  G^  ausgehen.  Wir  benutzen  vielmehr  nun  das  sym- 
bolische Product; 

p  «  (oft)*"-'  {ac)""-^'  (6c)e^."-»-ec^^-i~e, 

welchesauBdemPolarengliedeÖo  — (a 6)'''-^ a*^+' !*&*''+'-?  fttr  y,=c,, 
y,  =  — c,  hervorgeht    Die  Reihenentwicklung  liefert: 
«.  -  V,  f)'^'^,  +  Oon.t  (/■,  f)'}^^,  (»«) 

Hierans  entsteht  nach  auegefflhrter  Substitution: 
iah'f-''  {acyi'+^ {hcy  fts-.-i-et^/'-i-e  ^  Q. ((^  f)^,  0»"+?  mod.  (a6)*/'+s . 

Diese  Gleichung  besteht,  so  lange  p  ^  2^  —  1  ond  demnach  hat 
man  unter  dieser  Bedingung  immer: 

((/",  0*^,0"'"'^  ^0  mod.  («&}«"+»,    n  =  4p.  (III) 

Ist  aber  p  -=  2ftf  so  existirt  kein  symbolisches  Product  P,  in 
diesem  Falle  ist  aber  ((/",  f)^'',  fY>'  die  Invariante  j,  die  sich  somit 
in  kein  anderes  symbolisches  Product  umformen  läest.  Nehmen  wir 
nun  diese  Invariante  aber  mit  unter  die  Moduln  auf,  so  können  wir 
die  drei  Gleichungen  (I),  (II),  (III)  in  eine  zusammenfassen: 

U=((f,  fji-,  n^-^  =  0  mod.  (06)»"+»,  j,  (IV) 

wobei  nun  n  ^  4ft,  und  e  ^2^  sein  kann. 

Nun  besitzt  jede  Ueberschiebung  U  ein  Glied 

wo  Q  die  Dbr^en  symbolischen  Factoren  enthält  Audemtheils  ist 
nach  Nr.  44  jedes  Glied  von  U  durch  U  selbst  und  Ueberschiebungen 
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von  Formen  darstellbar,  die  aus  (^  ff"  =  {ab)**"  a;-***  6^*'' ,  oder 
/"=^  durdi  FaltuDg  entstehen.  Die  Faltung  von  tfj  liefert  aber  0, 
die  von  {f,  fyf  einen  weitern  Klammerfactor  (ab).     Demnach  ist: 

G—  (7  =  0mod.  (a6)ä^+% 
oder,  weil   t/^  selbst  ^=^0  mod,  («6)^+*,  j,- 

G~Omod.  (06)*"+»,;. 
Alle   symboliBcheD   Producte  aber  mit  dem  Factor  (aby>'  (acY"   kann 
man  sich  aus  G  durch  Faltung  mit  anderen  Formen  entstanden  denken. 
Daher  können  wir  schliesslich  behaupten; 

(ah^"  {ac)^-R  -^  0  mod.  (o &)*"+»,  j, 
wo  nun  B  ein  Product  von  irgend  welchen  symbolischen  Factoren  ist. 
Der   Eingangs    aufgestellte   Satz    ist    sonach    bewiesen.      Symbolische 
Producte    G    dieser    Art    liefern    iuBbe sondere    die    Uebersehiebungen 
i(f,f)^,  ifyff'Y'';  und  demnach  ist: 

U,  -  ((/■,  ff" ,  (f,  ry-y"  --  O  mod.  {aby'-+\  j, 
da  wie  vorhin  so  auch  hier  G  —  Uy  -   0  mod.  (a(i)*''+^  ist. 

99.  Vcber  die  Caylafsehe  respecHve  Besottt'sche  Methode  der  Discri- 
minantenhildung.  Die  Discriminante  einer  Form  m*°"  Grades  ist  be- 
kanntlich (vei^l.  auch  Bd.  1  Nr.  173)  bis  auf  einen  Zahlenfactor  gleich 
der  ßesultaute  der  beiden  ersten  Differentialquotienten  der  Form. 
Anstatt  aber  die  Beaultante  aus  diesen  beiden  Formen  (n  —  l)*™  Grades 
direct  zu  bilden,  wie  dies  Sylvester  gethan  hat,  reducirten  Bezout  und 
Cayley  die  zwei  Gleichungen  (w  —  1)""  Grades  auf  («  —  1)  Gleichungen 
(n  —  2)*™  Grades  und  erniedrigten  so  wesentlich  den  Grad  der  Etimi- 
iiationsdeterminaDte.  (Vergl.  Bd.  1  Nr,  150 — 152.)  Wir  wollen  nuu 
auch  auf  symbolischem  Wege  diese  Reduction  vornehmen,  um  später 
bei  der  Discriminautenbildung  von  Formen  vierten,  fünften  und  sechsten 
Grades  davon  Gebrauch  zu  machen. 

Angenommen  die  gegebene  Form  /"=  a^  habe  die  Doppelwurzel 
a,  dann  verschwindet  sowohl  f,  als  auch  f\  und  f^  für  x  =  a,  A.  h. 
es  ist: 

(a«)-  =  0  (1) 

(Oß)"-'a,  =  0.  (2) 

Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  noch  die  dritte: 

(o«)— äa*  =  Aa».  (3) 

Denn  bildet  man  die  FuDctionaldeterminante  dieser  quadratischen  Form 
{na)"~'a*  =  c*  mit  ^er  linearen  Form  a^,  so  kommt: 
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d.  b.  diese  Fnnctionaldetermiiiante  verschwindet  identisch.  Aas  dieser 
Identität  (ca)Ci="0  ei^iebt  sich  unmittelbar  durch  Ooefficientenver- 
gleichong: 

Cpttj  —  "t"!!  =0     und     Cjttj  —  Cj«!  =  0, 
oder: 


und  damit  die  in  (3)  ausgesprochene  Thatsache,  dass  die  quadratische 
Form  c*  proportional  ist  dem  Quadrat  der  linearen  Form  «,- 

Ii^end  zwei  der  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  liefern  also  die 
Bedingungen,  dass  a  eine  Doppelwurzel  von  f  ist;  insbesondere  geben 
aus  der  Identität  (2)  zwei  Gleichungen  («  —  1}*™  Grades  in  a  hervor, 
die  wir  nunmehr  nach  dem  Vorgange  von  Cayley  und  Bezout  auf 
(ti  —  1)  Gleichungen  (n — 2)"°  Grades  reduciren  wollen.  Zu  dem  Zwecke 
ersetzen  wir  in  (3)  x  durch  h,  a  durch  y,  muUipliciren  alsdann  mit 
6^-1  und  entwickeln  die  so  entstehende  Form  in  die  Reihe  (VIII). 
Da  in  ihr  alle  ungeraden  Ueberschiebungen  verschwinden,  so  kommt: 

(ofc)a;-  ^r'  ="-i-  (/■>/■)'  .(!'^)+  k--sL  (f.  /•);._  (»*/+■  ■  ■ 
\  3  / 
Ersetzen  wir  hierin  wiederum  y  durch  a,  so  verschwindet  wegen 
(2)  die  linke  Seite  dieser  Gleichung.  Wir  dividiren  alsdann  dieselbe 
durch  «i  und  ersetzen  die  erste  der  recht«  auftretenden  Ueberschiebungen 
durch  ihr  erstes  Glied,  indem  wir  uns  die  Ueberschiebung  nach  diesem 
Glied  und  niedrigeren  Ueberschiebungen  entwickelt  denken.  Die  letzteren 
vereinigen  wir  mit  den  nämlichen  ohnehin  bereits  auf  der  rechten 
Seite  Torhandenec  entsprechenden  Ueberschiebungen,  während  wir  das 
erste  Glied  yon  {(f,  f)*,  a"-*)"-*  auf  die  linke  Seite  schaffen;  so  er- 
halten wir: 

(«!,)•(»»)— j;-'-«.  ((An*,«;-*)"  «!+<=,((/■,«'.«;-•)— •«*+••■, 

wo  nun  Co,  C|;  •  '  ■  von  den  obigen  Constanten  verschieden  sind.  Diese 
letzte  Identität  repräsentirt  aber  (n  —  1)  Gleichungen  («  —  2)**"  Grades 
in  a,  und  damit  ist  die  gewünschte  ßeduction  bewerkstelligt.  Die 
Determinante  dieser  (m  —  1)  homogenen  Gleichungen  für  die  (n  —  1) 
Unbekannten  a"~*,  a""^ ,  .  .  .  a*,  a,  I  verschwindet  identisch,  und 
da  sie  vom  Grade  2(n —  1)  in  den  Ckiefficienten  ist,  so  kann  sie  von 
der  Discriminante  nur  um  einen  numerischen  Factor  verschieden  sein. 
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§  9.   Beweis,  dass  jede  In-  und  Oovariiuite  doroli  ein  symboliMlieB 
Frodaot  darstellbar  ist. 

100.  Formulimng  der  Aufgabe  für  eine  binäre  Form.  Dass  jedes 
symbolische  Frodact,  sobald  es  nur  die  Symbole  ia  geeigneter  Zahl 
enthält,  eine  simultane  Invariante  respective  Covariante  mehrerer  ge- 
gebener Formen  darstellt,  haben  wir  bereits  in  §  1  dieses  Bandes  er- 
kannt Dies  genügte  für  die  bisherigen  Üatersnchungen.  Die  nun 
folgenden  Untersuchungen  erheischen  aber  die  Existenz  des  umgekehr- 
te Satzes:  Jede  loTariante  und  Covariante  einer  Form  oder  eines 
simultanen  Systemes  ron  Formen  ist  durch  ein  symbolisches  Prodnct 
darstellbar;  diesen  >8atz  wollen  wir  nunmehr  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  beweisen  und  nicht  nur  für  binäre  Formen,  sondern  auch  für 
Formen  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen.  Dabei  kennen  wir  uns 
im  Beweise  auf  Invarianten  einer  einzigen  Form  beschränken.  Denn 
es  wird  sich  einestheils  zeigen,  dass  die  Voraussetzung  einer  simultanen 
Invariante  mehrerer  Formen  den  Beweis  nur  quantitativ  und  nicht 
qualitativ  ändern  wQrde,  und  was  audemtheils  den  entsprechenden  Be- 
weis für  Covarianten  betrifft,  so  geht  derselbe  wegen  der  Cogredient 
der  Symbolreihen  a^,  —  a^;  b_^,  —  ^ij  etc.,  mit  der  Variabeinreihe  x^, 
x^  (vergl.  Nr.  4)  unmittelbar  aus  dem  für  Invarianten  hervor.  Ist 
nämlich  <I>  eine  simultane  Covariante  m*™  Grades  in  x  der  Formen 
ft'Pt'^1%  •  ■  •>  ^'^^  ff  ^  ffi^i  "H  ?!**  irgend  eine  lineare  Form,  so  ist 
die  U  eher  Schiebung  (<Z>,  <;'")"  eine  Invariante.  Lässt  sich  nun  diese  In- 
variante durch  ein  symbolisches  Product  darstellen,  so  hat  auch  die 
Covariante,  die  ja  aus  ihr  durch  die  Substitution  x,  ~  —g,,  K^^g, 
wiederum  bervoi^eht,  das  analoge  symbolische  Product  zum  B«- 
präsentanten. 

Es  Bei  nun  t  eine  Invariuite  fi.*^  Grades  in  den.  Coefficienten  der 
Form 

f=a^af^  +  (i )  ö, a^-' 3;,  +  (^^a^x'-'xl  -\ 1-  ä^a^ 

=  al  =  b^  =  (^'=  . . .  et«. 

Durch  die  Transformation 

^i^^iSi  +  Viyi'  *8  =  6sJ'i  +  %yi 

vom  Modul 

gebt  diese  Form  f  über  in  die  Form 

■P-  i".«  +  (")  i.ar'  y,  +  (S)  3,«-'!',  +  ■  •  •  +  i« 

—  («äff,  +  "i?.)"  —  (!>!Vi  +  hvi)'  —  •  ■  ■  e'«-, 
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und  wir  wissen  (verg!.  Nr.  3),  äaaa  zwischeB  den  trtuiaformirtfin  wirk- 
lichen und  symbolischen  Coefficienten  die  analoge  Beziehung: 

bestehi,  wie  zwischen  den  Coefficieuten  der  ursprünglichen  Form: 

o^  ^  oJ~*  o* . 
Besitzt  nnn  die  Invariante  der  ursprünglichen  Form  f  den  Ansdruck: 

SO  mues  gemäss  der  Definition  einer  Invariante  der  aus  den  Coefficien- 
ten  A  von  F  gebildete  Ausdruck 

bis  auf  eine  Potenz  des  Transformationsmoduls  dem  ursprünglichen 
gleich  sein,  d.  b.  die  Bedingung,  dass  t  Invariante,  stellt  sich  dar 
durch  die  Gleichung 

j-_i.^_j.(i,)..  (I) 

Wir  stellen  nnn  die  Behauptung  auf:   „Die  so  definirte  Function 
i-xi«) 
ist  durch  ein  symbolisches  Product  oder  eine  Summe  solcher  Froductc 
darstellbar." 

101.  Umformung  der  Deßnitionsgleichung  (1)  einer  Invariante.  Zu- 
nächst folgt  ans  der  Identität  (I),  daas  i  in  den  Coefficienten  a  homogen 
und  isobar  vom  Gewichte  q  sein  muss.  (Vergl.  Nr.  8.)  Führt  man 
daher  in  diese  ganze  homogene  Function  i  der  Coefficieuten  a  die 
symboUschen  Coefficienten 

Oj  =  aj~*  öj  =  6j~*  ^  =  (^—*  cj  .  .  . 
ein,   so   setzt  sich   i  aus  einer  Summe   von    Gliedern   Gt   zusammen, 
deren  jedes  die  Form  besitzt: 

G^  = /^■a7-*aJ-6;-*fcJ--»^-''rJ-f,"-''fJ---sJ-'s;---  etc. 

Hierbei  ist  Xk  ein  bestimmter  Zahlencoefficient  Ersetzen  wir  hierin 
nun  «i ,  6i ,  r, ,  f,  . . .  etc.  durch  aj ,  6j ,  rj  ti  . . .  etc.  und  ebenso  o, , 
bgf  r^,  ^  . . .  etc.  durch  aq,  h^,  r^,  t^  . . .  etc.,  so  erhalten  wir  das  ent- 
sprechende Glied 

Gj  =  AjO'-*a*-6j-*6J---  ^^-"r^-t^"^  ■■■  s^s.  ••■etc.     (1) 

der  Invariante  J.  Es  enthält  q  Factoren,  die  linear  in  |  und  ebenso 
viele,  die  linear  in  tj  sind;  daher  k&nnen  wir  dasselbe  kürzer  be- 
zeichnen mit  _ 

&j  =  mf  j  »*%■ 
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Die  Invariante  J  selbst  ist  dann  dargestellt  durch 

Die  Summe  rechts  ist  eine  homogene  Function   mit  zwei  Reihen 
variabler  Parameter  |  und  i},  und  wir   können   sie   stets   aymboliech 
durch 
p^g?  =  O^mt"  +  ^mf  H 1-  ft,t»f)e(i',  ni,"  +  v,m«'  ■  ■  ■  v^n^^y  (Za) 

repräsentiren,  wenn  wir  nur  die  rechts  auftretenden  numerischen  Grössen 
y^i  und  Vi  in  Verbindung  mit  den  sich  ergebenden  Polynomialcoefdcien- 
ten  so  bestimmen,  daes  ihre  jeweiligen  Producte  mit  den  in  (2)  vor- 
handenen numerischen  Grössen  A»  übereinstimmen. 

Fahrt  man  diesen  Ausdruck  i)*^  9*  fOr  J  in  die  Identität  (I)  Nr.  100 
ein,  so  erhält  man: 

Jl9',-i-C£l)'.  (11) 

An  der  so  umgeformten  Identität  können  wir  nun  in  zweierlei 
Weise  den  gewünschten  Beweis  erbringen.  Einmal  indem  wir  auf  die 
linke  Seite  (II)  die  Beihenentwicklung  anwenden,  das  andere  Mal 
durch  Anwendung  des  j2-Processes.  Der  erste  Beweis  lässt  sich  nicht 
weiter  verallgemeinern,  ist  aber  insofern  lehrreicher,  als  er  zeigt,  wie 
sich  direct  durch  die  ßeihenentwicklung  die  symbolische  Darstellung 
einer  Invariante  ergiebt.  Der  zweite  Beweis  ist  dagegen  der  Er- 
weiterung auf  ein  Gebiet  mit  beliebig  vielen  Variabein  fähig. 

102.  Erster  Beweis.  Wir  hatten  in  Nr.  81  für  eine  Form  F  mit 
zwei  Reihen  cogredienter  Variabein  die  Reihenentwicklung 

erhalten.  Wenden  wir  dieselbe  auf  die  linke  Seite  der  Identität  (II) 
an,  so  kommt: 

p( .f-'^-^ Ä^    Git.-, «,)' .  (III) 

Diese  Reihe  ist  eindeutig;  wenn  wir  daher  den  Wertb  von  ^  gf 
aus  (III)  in  (II)  eintragen,  so  müssen  beide  -Seiten  Glied  um  GUed 
übereinstimmen.  Da  aber  rechts  alle  p  —  1  ersten  Glieder  ver- 
schwinden, so  folgt  aus 


(ö(i: 


fiTT(P<-.Öl)'-'-(W 
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Sfit(p9)«CIi)'-<(W, 

oder 

Die  Invariaiite  i  stellt  sich  also  zunächst  als  das  symbolische 
Product  {pq)f  dar.    Nun  ist  aber  gemäss  der  Gleichnng  (2a)  Nr.  101: 

pj  =  p,mi"  +  C's^T  +  ■  ■  ■  +  /'','"i" 

Pi  =  1^,'«"'  +  fij"'!/'*  +  ■  ■  ■  +  f'',^!^ 

q^  =  v^  n<"  +  Vj  nf  H +  v^  n\'> 

q^  =-  r,  )?^"  +  fj  nj,*l  +  ■  ■  •  +  v^  n'^' . 
Ersetzt  man  daher  in  (pq)  die  GrÖsseo  p^  p^  q,  q,  durch  diese 
ihre  Werthe  in  m'"  und  n'*',  so  geht  (pq)  über  in  ^^  (tiVifnin)  und 
demnach  wird: 

(P2)?=  i^^ !tkVx{mn)^''-=^ Ci-  (_m,^ni,)?'  (mi,nijf' ,. .  -, 
wobei  (,,  4-  ßj  -}-  p,  -J =,  9 . 

Jedes  Product  in  der  Summe  rechts  repräseotirt  eise  qf"  Ueber- 
schiebung  je  eines  Productes  von  q  linearen  Factoren  0£,  &<■■■, 
mit  einem  Product  von  p  linearen  Factoren  a^,  b^. . .  Eine  solche  lieber- 
Schiebung  ist  aber  nach  Nr.  38  (I)  durch  Aggregate  von  symbolischen 
Producten  darstellbar,  und  damit  auch  die  Form  {pqf  ^  {g  -\-  \)  ■  i. 

Anmerhmg.  Wir  haben  diesen  Beweis  geführt  für  den  Fall,  dass 
i  eine  Invariante  von  f  allein  ist.  Man  erkennt  aber,  dass  die  An- 
nahme, i  sei  simultane  Invariante  von  f,  tp,  ^  etc.,  die  ganze  Be- 
weisführung keineswegs  ändern  kann,  da  dieselbe  lediglich  eine  Yer- 
mebrung  in  der  Anzahl  der  Symbole  bewirkt,  von  der  der  gegebene 
Beweis  aber  unabhängig  ist.  Daher  ist  auch  jede  simultane  Invariante 
durch  ein  symbolisches  Product  darstellbar. 

103.  Zweiter  Beweis,  Die  Form  pS  qe  ist  ebenso  wie  die  Deter- 
minante (£i))  eine  Form  mit  zwei  Reihen  binarer  variabler  Parameter. 
Wenden  wir  nun  auf  die  Identität  (II)  Nr.  101  den  Process 


ß(0- 


££,  3il,        S))ii;|, 


an,  so  erhalten  wir  gemäss  der  in  Nr.  79  entwickelten  Gleichung  (II), 
insofern  wir  die  rechte  Seite  differentiiren: 
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und  iDSofem  wir  die  Unke  Seite  dem  gleichen  Processe  nnierwerfen : 

e*  ■  ^(pf^^  =  9*Pi  «s  ■  pf~' «?"'  —  *'*^*  *i  ■  ft''  «r' 

Die  Identität  (^11)  geht  also  über  in: 

{p  + 1)  p  ■  dv)^*  i  -  e*  (p?)pr'  «r'  ■ 

Unterwirft  man  diese  neue  Identilüt  wiederholt  dem  gleichen  Processe, 
30  kommt: 

(e+i)fp(e-i)(Si)'-«-»'(c-i)'Cj'«)'i>r'9r" 

(»+l)<'(C-l)!'(<'-l)((>-2)-(tl)'-'--p'C('    l)"(«'-2)'(P9)'!'i'^9r' 
und  scbliesalich  nach  p  maliget  Ausführung  des  ^Processes 

(e  +  i)!e!i  =  (e!)*-(P?)S 

oder  i^—^(P9y, 

ein  ReaultAt,  das  mit  dem   im  vorausgehenden   Beweise   gewonnenen 
fibereinstimmt. 

104.  VeraUgemeintirung  lies  eweiten  Beteeises;  vorbereitende  Unter- 
suchtngen.  Wie  schon  erwähnt,  läset  sich  der  zweite  Beweis  auf  ein 
Gebiet  von  beliebig  vielen  Variaheln  ausdehnen.  Es  wird  genfigen, 
denselben  auf  quinärea  Gebiet  zu  erweitern,  da  Gedankengang  und 
Itechnnng,  die  sich  in  engster  Weise  an  den  ebengeffibrten  Beweis 
fßr  binäre  Formen  anschliessen,  ganz  ebenso  im  allgemeinen  Falle 
sich  gestalten.    Sei  also 

f=  a^  =  (o,a^  +  ö»^  +  ®»^  "I"  ****4  +  Ob^s)"  ■=  6;  =■  etc. 
der  symbolische  Ausdruck  einer    ganzen   homogenen   Form    mit  iunf 
Variabeln,  und  t  =  X  («)   sei  ii^eud  eine  Invariante  derselben,   darge- 
stellt in  den  unsymholischen  Coefficienten  a  von  f. 

Wenden  wir  auf  f  die  Substitutionen  an 

3^  -=  li^i  +  V2y2  +  Sij/a  +  A.ff*  +  t»y> 


(i) 


so  geht  die  ursprüngliche  Function  f  über  in  die  Form 

-F  =  (Vi«!  +  yi^n  +  y^Oi  4-  y^a.l  +  y^a,)  =  A' 
=  ^j  =  C'=  etc. 
Waren  demnach  in  f  die  nicht  symbolischen  CoefGcienten  a  dar- 
gestellt durch 
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so  ist  in  der  transformirteD  Form  F  der 
A. =  o?-*aeo!f 


tsprecheude  Coefficient 


Da  femer  der  Transformationsmodul  durch  die  fflnfieihige  Determinante 

t,  s.  iß  s.  ts 
«lU«)-  t, -^ 


dargestellt  ist,  so  wird  im  quinären  Gebiete  der  analytische  Äasdruck 
i^r  die  Definition  einer  Invariante; 

J-.'({,Ur)».  (1) 

Dabei  ist  also  i  genau  dieselbe  faomogeDe  Function  in  den  Symbol- 
reihen a^  o,  .  .  .  Oj ;  6]  6g  .  .  .  &j ;  .  .  .  etc.,  welche  J  iu  den  Symbol- 
reihen aia,,«^«^««;  &i6,&;6jii»;  .  .  .  etc.  ist  Jedes  einzelne  Glied  Gt 
von  J  ist  homogen  tou  der  9*™  Dimension  jeder  der  fünf  Variabein 
1 1]  i  i.r,  und  wir  können  es  daher  wie  früher  symbolisch  darstellen 
durch 

wo  Xu  ein  Zahlencoefficient. 

Daher  lässt  sich  auch  die  Summe  aller  dieser  Glieder,  d.  h.  die 
Invariante  zunächst  durch  den  symbolischen  Ausdruck 

wiedergeben.  Die  Identität  (I)  kann  also  auch  in  der  Form  ge- 
schrieben werden: 

106.  D«r  H-Process  für  eitte  Form  mit  bdidng  vielen  Varidbeln. 
Auf  die  zuletzt  erhaltene  Identität  wenden  wir  nunmehr  den  ß-Process 
an.  Derselbe  lässt  sich,  von  einem  Zahlenfactor  abgesehen,  fiir  fünf 
Reihen  quinärer  Variabler  symbolisch  durch  die  Determinante 


am- 


887 
H 
»1, 

Hl, 

df    H 

er 
8-.T 

df  df 

K,    dz. 

»f 
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darstellen,  analog  wie  wir  ihn  ffir  Formen  -  mit  zwei  B«ihen  binärer 
Variabler  durch 

I  IL  If 
!  dl   df_ 

■  3»),    gij, 

charakterisireo  konnten.  Dabei  ist  wie  hier  ein  Determinantenglied 
nicht  als  Prodnct  von  fanf  ersten  Differentialquotienten  aufzufasaen, 
sondern  als  ein  einziger  fünfter  partieller  Differentialquotient.  Es 
fragt  sich  nun,  in  welcher  Weise  verändert  sich  die  Identität  (II), 
wenn  wir  die  beiden  Seiten  derselben  dem  so  definirten  Processe  Sl 
unterwerfen.  Wir  erledigen  die  Frage  schrittweise.  Zu  dem  Zwecke 
unterwerfen  wir  die  Identitöt  (II)  zunächst  den  Operationen  g.-g 
und  vät~a—  ]  indem  wir  uns  alle  übrigen  Yariabeln  constant  denken. 
Aus  der  linken  Seite  erhalten  wir  durch  die  erste  Operation: 

die  rechte  Seite  aber  geht,  abgesehen  vom  Factor  i,  über  in 

also 

Ganz  ebenso  liefert  die  Differentiation 

5^g^=.9(p-l)^-^-g-+(..^e       '.~^^-,  (3) 

während  die   gleiche  Operation   auf  der  linken  Seite   ausgeführt,  das 
Resultat: 

ergiebt.     Subtrahirt  man  nun  die  vierte  von  der  ersteu  Gleichung,  so 
erhält  man: 

Subtrahirt  man  ebenso  die  dritte  Gleichung  von  der  zweiten,  so  kommt 
fl(^.J-,(,-l)^^..|«4.»{--|f_.f-^|  C6) 

fi'J  8'd    I 


+  (.  ■  ^/f-i 


Sil  dl,       SUiivJ 
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.   ^— .   öTT-g —   Dichts  anderes    als  Minoren   erster, 

bezw.  zweiter  Ordanng  von  ^,  welche  zum  Elemente  %i,  r/i,  bezw. 
zum  Producta  ^tjt  geboren,  und  man  weiss  aus  der  Lebre  von  den 
DeterminaDteii  einmal,  daes 

31.  31?,  "      5i,  dn» 

und  ebenso,  dass  -st-  ■  5 öt-  ■  5—  nichts  anderes  ist  als  der  Minor 

n  —  2  «■  3*"  Ordnung  der  zu  ^  adjnngirten  Determinante,  dass  also 
der  Werth  dieses  Ausdruckes  dargestellt  ist  durch  (vgl,  Nr.  88,  Bd.  I) 

^' Siran.' 

Trägt  man  also  die  so  erhaltenen  Werthe  in  (6),  ao  reduciit  sich  der 
Ausdruck  auf: 

fl  (z/.)  _(,((,-  1) .  ^- .  ,-f  i;  +  2(,  .  ^^. .  j-|"^- , 
oder: 

a(^=)-f(s  +  i)-4»--j-|^<_-  (7) 

Durch  Comparation  der  mit  1  multiplicirten  Gleichung  (7)  mit  der 
Gleichung  (5)  erhält  man  sonach 

9'PT'  ■  «T'»"?»?^  •  tP3)  -  » ■  p  (9  +  1)  ^t->  ■  g|^-  (I) 

106.  Wir  vntersachen  mm  tmter  die  Wirkung  des  Si-Processes, 
wenn  auch  noch  die  Variable  g  mit  hereingeeogen  rcird,  so  dass  nur  mehr 
tj  und  T  als  constant  betrachtet  werden.  Zu  dem  Zwecke  differentüren 
wir  die  Gleichungen  (1)  von  Nr.  105  partiell  nach  ^  and  erhalten  auf 
der  linken  Seite: 

auf  der  rechten  Seite  dagegen: 

;•(.•(<■ + 1)  (p-  ^y^'-gB^M +'■'<'+ ')-^'"  i.-r»Ä  ■  w 

Hieraus  entsteht  durch  cykliscbe  Vertauschung  der  Zahlen  1,  2,  3 
zuzülcbst  aus  dem  Producte  (8) 

und 

p*-iT*«r''"r'"S^(p»3,— ffsp,)«,-         (II) 

Im   Ausdrucke  (9)   bleibt   bei   dieser  Vertauschung   der   zweite  Term 


seinean  Werte  nach  unverändert,  da  - 


d'^ 


Sii8v,St,'  9^3%3£.'   S^S'v.^tt 
die  nämlichen  Unterdeterminanten  inclusive  Yorzeicben   repräsentiren. 
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In  dem  ersten  Tenn  ersetze  ich  vor  der  cyklischen  VertausclLung 
das  Product 

_3M_    3J 

gemäss  den  Gesetzen  über  die  Hinoren  adjaogirter  Determinanten 
(Tgl.  Bd.  1,  §  7  Nr.  87  und  88)  durct: 

/«_£     *^ d£     Ä^\     «£  ,,~, 

{si/äTi,      ^i/  dt,,)'  H,'  ^    ' 

woraus  durch  cykHsche  Yertauschung  die  AusdrDcke  entstehen: 

Addirt  man  nun  die  durch  cjklische  Vertauschung  für  die  linke  Seite 
erhaltenen  Resultate  (8),  (10),  (U),  so  erhält  man: 

Pi  Pi  Ps  I 

ß(jf,:)-e*-jr'2r'"'r'«s*s-  «»  ^  ^  ■ 

tHi  Mj    f»g    I 

Auf  der  rechten  Seite  findet  sich  nach  TollzogCDer  Addition  einmal 
das  dreifache  des  zweiten  Terms  von  (9),  sodann  aber  als  Factor  von 
'  ■  P  ■  (p  +  1)  (V  —  1)  ■^^~'  ^'ß  Determinante 


äij,  dl, 

dJ      dd 

welche  als  Minor  zweiter  Ordnung  der  zu  zi  adjungirten  Determinante 
den  Werth  besitzt 

Substituirt  man  also  diesen  Wertb  und  setzt  die  beiden  Seiten  einander 
gleich,  so  erhält  man  endlich: 


=  i.p-(?  +  i)((.  -  i)z/i^>. 

+  i.p.(p  +  l).3^^' 


öl,  9"ii,  dt. 


e'-Pir^9^'t»^'n^mpqm)=i-Q-(Q+\Xe  +  2)-J<r-i., 


ai) 
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Aus  dem  Resultate  (I)  Nr.  105  und  dem  soeben  erhaltenen  (II)  geht 
nim  das  Gesetz  der  WirkuQg  des  J^-Processes  auf  eine  P^orm  mit  be- 
liebig vielen  Yariabeln  hinreichend  klar  hervor.  Man  erkennt,  dass 
dasselbe,  ausgedehnt  auf  alle  fOnf  Variablen,  durch  den  Ausdruck  ge- 
geben ist: 

P*  -P^* ff^' "»^^ »J~^ *?"'  (pqmnk) 
=  i  ■  p  (p  +  1)  (e  +  2)  (p  +  3)  (p  +  4}  (lijfiXr)^» .  {III) 

Unterwirft  man  nun  (III)  abermals  dem  ^Process,  so  kommt: 
/  ■  (p  —  ly-pf'^^m^^n^'iif^  (pqmnky 
=  t .  p  .  (e  -  1)  ■  (p  +  1)  ■  p  .  ((,  +  2)  (p  +  1)  . . .  (StjUr)^*. 

Wiederholt  man  daher  den  Process  pmal,  so  ergiebt  sich  endlich  die 
Identität: 

(»!)=.  (pg»„i). -,.  <^jiBi  <t±ai  iiäl^ '^^ 
oder  ganz  allgemein  für  m  beliebige  Variable 

(pO-  (M-»»i  ...)'-*!  ^ti^-  Hr^  •  •  ■  ^^±^,T^  i-    (IV) 

Dadurch  ist  der  Beweis  erbracht,  dass  die  Invariante  i  einer  Function 
von  beliebig  vielen  Variabein  sich  symboliMch  durch  ein  Product  von 
Klammerfactoren  oder  eine  Summe  solcher  Producte  darstellen  lässt. 
Der  Beweis  gilt  auch  noch,  wenn  i  simultane  Invariante  mehrerer 
Formen  mit  beliebig  vielen  Variabein  ist. 

%  10.   Partielle  DlfferentlalgleioliTUigen  für  Co-  and  Invarianten. 

107.  Aufstellung  der  DifferenüalgleU^U'ngen,  denen  eine  Invariante  i 
einer  eingigen  Form  /"=  o]J  genflgi  Wir  hatten  im  §  1  als  Definitions- 
gleichung  einer  Invariante  die  Gleichung  aufgestellt: 

j-{iiy-i-  (I) 

Hiebei  war  p  das  Gewicht  der  Form  i,  und  J  genau  dieselbe  ganze 
und  homogene  Function  in  den  CoefQcienten 

der  linear  transformirten  Form  F—^  A'    welche  i  in  den  CoefBcienten 

ö*  =  Ol""*  Og* 

der  arsprünglichen  Form  f='a"  war.    Diese  Definitionsgleichung  (I) 
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mass  denmacli  die  Quelle  füi  die  zu  ermittelnden  Differentia^Ieichungen 
bilden.  Ihre  rechte  Seit«  giebt  auch  zugleich  den  Weg  an,  den  wir 
hiebet  einzuschlagen  haben.  Denn  wä^hrend  i  von  den  vier  ^irillkOr- 
liehen  Transformationsparanietem  |,  ^^  i],  i],  völlig  unabhängig  ist, 
iet  der  andere  Factor  Jv  o.  (|«/)c  eine  TolUtAndig  bekannte  Function 
derselben,  fOr  welche  wir  sehr  leicht  Differentialgleichungen  aufstellen 
können.     Man  hat  nämlich,  wie  man  unmittelbar  erkennt: 


fi) 


Und  diese  vier  Gleichungen  zeigen  uns  nun,  wie  erwähnt,  die  Rich- 
tung an,  nach  welcher  wir  behufs  Aufstellung  unserer  Differential- 
gleichung zu  gehen  haben.  Denn  indem  wir  nun  die  Definitions- 
gleichung (I)  den  durch  diese  vier  Gleichungen  definirten  Processen 
unterwerfen,  erbalten  wir  unier  Benutzung  der  unter  (Ä)  gewonnenen 
Resultate: 


8i, 

t,+ 

t^. 

-z( 

CS, 

%  + 

%- 

-0 

Ff, 

1,  + 

-0 

11, 

1,+ 

=  ^ 

8{. 


%-0 


(I) 


dJ_  _ 

Nun   enthält  aber  J  die  Grössen  g  und   tj  nur  in  den  festen  Verbin- 
dungen: 

Ä  =  a| 

4,-o|-'o; 


(fl) 


und  demnach  sind  in  dem  Gleichungssystem  (I)  die  Differentiationen 
zunächst  nach  den  Grossen  At  auszufahren,  so  dass  dieses  System 
auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 
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Pcocesse  für  iavoriuDte  BildnDgen. 

,^-,  sj  /dl.        ex   \ 

Da   jedoch,    wie    in    Fo^e    der   Beziehungen    (B),    theils   direct    der 
Euler'sChe  Satz,  theils  auch  ganz  einfache  Rechnung  ei^ebt: 

SA,  dA, 

dA.  d'A. 

g|;  »Ii  +  g^;-  Is  =  ("  —  «)  -^t+i 

dA.  dÄ.  ~ 


Sil 


Bo  nehmen  die  Gleichungen  (II)  unmittelbar  die  Form  i 


^  dA. 


(HO 


Sie  gelten  fttrjeden  Wert  von  I  und  ij;  also  auch  für  g,=i;j=l,  |j;  =  i?,  =  0. 
F&r  diese  Werte  geht  aber  Ät  in  a»  und  demnach  J  in  i  Ober,  so  dass 
endlich  die  gesuchten  Differentialgleichungen  in  der  Form  sich  ergeben : 

-     3% 

«,  +  (»-  1)  ^  5,  +  (»-2)  ri  i  +  •  •  —  0 


8«, 


«.+ 


3    jS-  o,  + qi 


(Uli 
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Dieses  System  von  partiellen  DifFerentiaJgleichuugeD ,  denen  jede  In- 
rariante  i  einer  Form  f—'d^  genflgt,  gab  bereits -Gayley  im  47.  Bd. 
des  Grelle'scben  Journals. 

Änmerhing.     Addirt   man    in    dem    Systeme    (III)    die  erste    und 
vierte  Gleichung,  so  erhält  man: 


Anderntbeils  ist  nach  dem  Euler'schen  Satze,  wenu  (i  der  Grad  der 
Invariante  i  in  den  GoefScienten  von  f  ist, 

aa^  tfo,  öo,  d\ 

Eierans  folgt  für  das  Gewicht  p  der  Invariante  i  die  Beziehung: 

Da  Q  stets  eine  ganze  Zahl  ist,  so  lehrt  diese  Gleichung  überdies, 
dass  Formen  f  ungeraden  Grades  in  x  nur  Invarianten  i  geraden  Grades 
in  den  Goefficienten  von  f  besitzen  können. 

108.  Das  System  der  Differmtialgleichtmgen  ist  cm  vollständiges.  Be- 
zeichnen wir  diese  vier  Gleichnngen  (III),  indem  wir  noch  in  der  Gleichung 
(1)  und  (4)  die  Grösse  p«  auf  die  rechte  Seite  schaffen,  mit  .4,  =i  0 , 
Af^^O,  jI,  =  0,  A^'=0,  so  können  wir,  wie  Clebsch  zuerst  be- 
merkt bat,  zeigen,  dass  dieses  System  von  Differentialgleichungen  ein 
vollständiges  ist,  d.  h.  dass  die  Anwendung  der  Differentialgleichui^en 
auf  einander  in  der  Weise,  wie  sie  z.  B,  durch 

A,  (Jj)  —  At  (^,)  —  0 

angedeutet  sein  mag,  zu  keinen  neuen  DifTerentialgleichungen  fQhrt, 
sondern  nur  auf  lineare  Combinationen  der  bereits  vorhandenen.  Es 
wird  genügen,  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  indem  wir  i  etwa 
als  eine  Potenz  der  Discriminante  a^Oj  —  a^'  einer  quadratischen  Form 
annehmen.     Wir  haben  dann: 

""  ~    -  2i  =  0 


A-2^ä.+ 

A,-2^ä.+ 

FolgUoh  wird 
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O  —  A,  (A,)  -  A,  (^,) 

ao,  öo,  L   3a.  ^a,      J 

—  2ä    *-    "^       -  "^  -^      ä.  ■     *-      °       -    '  -^ 

9<Jo'  tf  o„  tf  o,  go,  0a,  •         Sa,' 

.-  .  a^  o-  -  St 

-  4i.Ji  |i  -  25.a. -i^*^^  _  2V -i"i_- -  s,a.  1^, 
—  2i|2|ii,+|i^)  +  2[|ii.  +  /iS,|. 

l      Sa,  Sa,         I  l9o,  Sa,         J 

Man  erkennt,  daes  die  ganze  rechte  Seit-e  sich  reducirt  auf 

0  =  — 2i^»  +  2^  =  2^-(l  -i), 
d.  h.  die  Differentialgleicboug  ^,  (j4g)  —  Ä^  {A^}  =  0  ist  dieselbe,  wie 

Den  allgemeinen  Beweis  hat  Clebscb  in  seinen  „Binären  Formen" 
Seite  310  gegeben. 

Änma-kur^.  Zu  den  vier  Differentialgleichungen  treten  nur  dann 
neue  binza,  wenn  es  sich  darum  handelt,  specielle  Invarianten  zu 
chsrakterisiren.  So  hat  Brioecbi  noch  specielle  Differentialgleichungen 
aufgestellt,  um  Discriminanten  und  Resultanten  zu  cbarakterisiren. 
(Vgl.  auch  die  Untereachimgen  Nöther's  in  Faä  di  Bruno,  übersetzt 
von  Walter,  Seite  275.) 

109.  IHfferentialgleitAungen  für  simultane  Invarianten  vnd  Co- 
varian^.  Es  hat  nun  keine  Schwierigkeit,  ein  System  von  Differen- 
tialgleichungen f(ir  simultane  Invarianten  i  direct  anzuschreiben.  Ist 
nämlich  i  simultane  Invariant«  der  5  Formen 

A,f„f„---f. 

von  den  Graden  », ,  n^,  n^,  ...  n,iax,  welche  bezw.  die  CoeiBcienten 
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aj'i,     a**',     «i»,     ■  ■■  a<'> 

besitzen,  ao  geht  aue  der  ganzeD  Ableituog  dieser  Differential- 
gleichangea  direct  hervor,  dass  sifi  fOr  diesen  Fall  die  Gestalt  an- 
nehmen müssen: 


da  ''  3a  '*  Sa  '' 

j*  +  („_i)_|ij.^<»  + 

o.l')+        2--iij<>  + 


'4i<'+       2 -a-rBj  ».'"  +  ■ 


)=.i 

)=0 

)-0 

)=..l 

(IV) 


Da  man  nnn  an  Stelle  jeder  Covariante*)  eine  Invariante  einführen 
kann,  bei  deren  Bildang  das  simultane  System  um  ebensoviel  lineare 
Formen  vermehrt  ist,  als  Reihen  von  Yeränderlichen  in  der  Covariante 
existiren,  so  genügt  jede  Covariante  ebenfalls  einem  simultanen 
Systeme  (IV)  von  Differentialgleichungen.  Will  man  in  ihnen  die 
Glieder  absondern,  welche  die  Differentialquotienten  nach  den  Ver- 
änderlichen enthalten,  so  denke  man  sich  einen  Augenblick  die 
Coefficienten  ?'>  der  linearen  Formen  an  Stelle  der  Variabein  ein- 
geführt. Dann  treten  links  den  vier  Gleichungen  entsprechend  die 
Summen  anf: 

2''ll,  2''t'  2''ii-  2'-%, 

oder,  wenn  wir  nun  wieder  !,  durch  2,,  und  l^  durch  — Xi  ersetzen: 

V«  —      —  "S^x  S^      —  Va^.—       'S'x   ^'-, 
■^>    *  Sx,'  ^1     ^  dx,'  ^/"^Sx,'     ^j     ^  dx, 

oder  endlich,  wenn  i  vom  Grade  Zvi  in  den  verschiedenen  Variabein- 
reihen ist,  gemäss  dem  Euler'schen  Satze: 

^    '       ^    '  dj^ '  ^    '  3x,' 

*)  Vgl.  Mich  ClebBch,  „Binäre  Formen",  S.  316  nnd  dieie  Vorlee.  Nr.  100. 
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Daa  System  (IV)  der  DifFerentialglelclmDgeD  nimmt  aleo,  weim  man 
dort  noch  (f  -f-  £v  durch  q  ersetzt,  fQr  Ck>v&riaiiten  aach  die  For- 
men an: 


22^«.-") 


eW 


xTi       di 


22    '■ikr<-2 


m 


X,  -—  =  } 

dx, 

Ist  nun  i  von  den  Graden  ft,,  f^  .  .  .  fi,  in  den  Coeföcienten  der 
Formen  /*,,  ft  ■'■  fi,  so  erhält  man  durch  Addition  der  ersten  und 
letzten  Gleichung  nach  Anwendung  des  Euter'schen  Satzes: 

Ist  insbesondere  s-=  1,  also  i  Covariante  einer  einzigen  Form  f^a\ 
mit  einer  Reihe  von  Variabein,  dann  besteht  wiederum  zwischen  Ge- 
wicht p,  dem  Grade  v  in  x,  dem  Grade  ^  in  den  Coefficienten  die 
Beziehung 

Daraas  erkennt  man,  dass  Formen  ungeraden  Grades  keine  Covarianten 
besitzen,  die  gleichzeitig  ungeraden  Grades  in  den  Coefficienten  und 
geraden  Grades  in  den  Variabein  sind,  oder  umgekehrt. 

110.  Die  Differentialgkichungeti  (IV)  resp.  (V)  sind  nicht  nur  noih- 
wendig,  sondern  auch  hinreichend  ear  Definition  einer  Invariante,  resp. 
Covariante.  Wir  haben  bisher  gezeigt,  dass  jede  ganze  homogene 
Function  i,  welche  der  Gleichung 

J-i(.iv)<  (1) 

genagt,  stets  ein  System  von  Differentialgleichungen  befriedigt  Es 
läest  sich  nun  aber  auch  umgekehrt  der  Beweis  liefern,  dass  jede 
LSsung  1  der  Differentialgleichungen  (IV)  eine  Invariante  ist,  d.  h. 
dass  {St  sie  die  Relation  (I)  besteht,  in  welcher  J  aus  i  durch  die 
Vertauschung  von  o,  mit  a^,  o,  mit  a^  etc.  hervorgegangen  ist. 
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Um  diesen  Beweis  zu  erbringen,  nehmen  wir  an:  J  sei  eine  ganze 
homogene  Function  der  Coefficienten  j4j  =  o!~*a*  etc.,  welche  dem 
Systeme  (TV)  genUgt,  oder  also,  was  dasselbe  ist,  dem  Systeme  (I). 
In  gleicher  Weise  sei  K.  eine  beliebige  zweite  Lösung  dieser  Crleich- 
imgen  (I).  Dann  bestehen  zunächst  die  beiden  Systeme  von 
Gleichungen: 


(1)    W,'''  +  H,'''~°  (2)    Sl'''  +  H.'''~° 


Mnltipliciren  wir  das  erste  mit  K,  das  zweite  mit  J  und  sub- 
trahiren  je  zwei  in  gleicher  Zeile  befindliche  Qleichnngen  von  einander, 
so  bekommen  wir,  wenn  wir  die  erhaltenen  Differenzen  noch  mit  K* 
dividiren: 

dJ       jdK  dJ       jZK 


K- '■  + 

Setzen  wir  hierm; 


(o) 


OLi  i.        ,      6  J^    r  n  ÖJj  .ÖL,  „  /,. 

5j;t.  +  ij,  «>-".     8£,'i'  +  ä6'>-''  ('> 

Jedes  der  beiden  Gleichnngssyateme  (1)  nnd  (2)  ist  homogen  in  den 
Differenüalqaotienten;  da  die  Determinante  (gi;)  nicht  verschwindet,  so 
haben  sie  nur  die  identischen  Lösungen  (vgl.  Bd.  I,  Nr.  96  nnd  97) 

^  —  0        —  =  0        —  —  0        —  =  0 

3{i  '      8£,  '      01),  '      dtit  ' 

d.  h.  die  Grösse  L  ist  von  |  und  ij  unabhängig.  Nun  ist  aber  K  eine 
beliebige  specielle  Losung  der  Gleichungen  (I),  also  etwa  gleich  ^, 
von  welcher  wir  wissen,  dass  sie  eine  solche  ist.  Benutzen  wir  die- 
selbe, 80  ist  wegen  (c) 
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Setzen  wir  hier,  da  liij,|g%  beliebig  sind,  l,"™!,  iJa  =•  1,  Sa  ="  0, 
ijj  =  0,  so  geht  o;  über  in  o,,  a,,  in  Oj,  ^  in  1,  und  J  in  i,  so  dasa 
wir  erhalten 

L  =  i, 
d.  h.  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  (IV)  genügt  der  Relation 

J  =  ^  .  *, 
so  dass  dieselben  in  der  That  nur  InTSrianten  definiren. 

111.  Begriff  der  Evectaiüe.  Wir  können  die  DifTerentialgleichimgeu 
fQr  Invarianten  auch  direct  aufstellen,  ohne  dabei  von  der  Transfor- 
mation Gebrauch  zu  machen.  Zu  dem  Zwecke  führen  wir  aber  zunächst 
einen  neuen  Begriff  ein,  nämlich  den  der  Evectante. 

Wir  haben  schon  mehrfach  von  dem  Satze  Gebrauch  gemacht, 
dass  man  in  einem  symbolischen  Froducte  jederzeit  a^  durch  x^  und 
a^  durch  —  x^  ersetzen  darf,  wodurch  die  Invarianteneigenschaft  des- 
selben nicht  ausgehoben  wird.     Nun   ist  nach   dem  Euler'schen  Satze 

dag  da,  da,  da^ 

Ersetzt  man  jeden  zweiten  Factor  a*  der  Samme  rechts  durch  sein 
Symbol  aj,  O^^a^,  aj— *o^,  und  in  diesen  Symbolen  wieder  a^  durch 
Xg,  a^  durch  —  x,,  so  erhält  man  als  Resultat  dieser  Snbstitutionen 
die  Covariante 

Pl=x'   -^  —  a^>a:,  -^  +  rr^a^  -^ 

oder  i-:-^  (-  l)*.3r*'4-^- 

Man  nennt  diese  Covariante  Evectsnte  von  t,  und  zwar  die  erste 
Evectante,  insofern  i  nur  einmal  nach  den  Goefficienten  an  differen- 
tiirt  wurde. 

Die  r*°  Evectante  entsteht  alsdann  durch  r-malige  Wiederholung 
des  angegebenen  Processes. 

112.  Bä^iel:     Die  Discrimiuante  der  quadratischen  Form  a*  ist 

(«i)'-2(ä,^-^>)_.-l 
also  ist  nach  dem  Euler'schen  Satze: 

und  somit,  wenn  man  rechts  a^  durch  x^,  Og  durch  —  Xi  ersetzt; 

i>l—  2  (öj^  +  2ä^x^x^  +  ä^icj)  =  2a*  =  26», 
d.  b.  die  erste  Evectante  der  Discriminante  ist  die  Form  selbst. 
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2)  Oie  Diacriminante  der  cubiscben  Form  o^  ist 

t^(o6)'(cd/(«d)(c6)^[ao*Ö3*-f-4aQO(''— 6a|jaia,aj4-4ö,*a3— 3a,*a,*]2; 
folglich  ist 

3o„  da, 

demnadi 

Pi=[(20o  V  +  4  V  —  Gaia^ag)Xj'  +  (G  agO^a^— 12  Of^a^  +  6a,  V)  V  *^i 

Diese  Evectante  ist  aber  nichts  anderes  als  die  CoTariaote  dritten 
Grades  von  fm^al,  welche  auch  als  FunctionaldetermiDante  von  f  mit 
der  Hesse'schen  Form  von  f  sich  ergiebt.     (Vgl.  Nr.  37.) 

113.  Symboliscfte  Darstellung  äes  Evectantenprocasscs.  Betracbteo 
wir  die  beiden  gegebenen  Beispiele  näher,  so  sieht  man:  durch  den 
Evectantenprocess  wurde  aus(aft)'  die  ursprüngliche  Form /'-=2oi'=2fc| . 
Dieselbe  entsteht  auch  direct  aus  (aby,  indem  matt  einmal  die  Symbot- 
reihe  Oj,  o,  darch  a;,,  —  x^,  und  dann  aber  auch  die  Sjmbolreihe  fcj,  6, 
durch  X,,  — »g  ersetzt.  Die  erste  Operation  giebt  ein  Glied  5,,  die 
zweite  ein  Glied  g^,  und  es  ist 

/"  =  ffi  4-  J/»  =  ^*  +  «i  =  2al  =  2fcJ  . 
Ebenso  erhält  man  im  zweiten  Falle   durch  anccessive   Vertauschung 
der  vier  Symbole  a,  b,  c,  d   mit  den  Variabein  a;,  und   —  ar,  vier 
Glieder  gigaS»9i,  "i^d  zwar,  da  alle  vier  Symbole  vollständig  symme- 
trisch auftreten,  so  ist: 

9i+Si+9s+9i  =  4ff,  =  4?g  =  4sra  -=  *$* , 
also  ist 

^^  SEI  4  (ab)'  (eh)  d  Ol . 

Wir  scbHessen:  „Die  erste  Evectante  entsteht  aus  der  Invariante  ft*™ 
Grades,  indem  wir  aus  ihr  ft  Glieder  p,  g^  ■■•fff  dadurch  bilden,  dass 
wir  immer  je  eine  Symbolreihe  durch  die  Variabeinreihe'  der  x  er- 
setzen, und  dann  die  Summe  aller  Glieder  nehmen."  (Tgl.  auch  die 
Wirkung  des  Aronbold'schen  Proceases  an  einem  symbolischen  Pro- 
ducte,  Nr.  60.) 

114.  Umformung  der  Differenttalglacktaigen  für  Invarianten.  Wir 
können  nun  die  Differentialgleichungen  (III)  Nr.  107  für  Invarianten 
auch  in  kürzerer  Form  schreiben.    Vergleicht  man  in  der  Identität 
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die  OoefGcieoten  gleich  hoher  Potenzen  von  x,  so  erhält  man: 

Tragen  wii  diese  Werthe  der  Differentialqaotienten  in  die  Gleichungen 
(dl)  Nr.  107  ein,  so  kommt: 

p^  =2  (» ~  *)  fö  f-  *>* «'"'  «*^pr* 

oder: 

9» «OiP»(ii«)"-" 

0=       no,Pi(po)"-' 
0==       «a,j)j(pa)"~^ 
pt==  +  *»öiP,  (po)— ' 
Dieses  System  (VI)  lässt  sich  noch  kurzer  in  die  beiden  folgenden 
Grleichungen  zasammenfassen: 

¥  =  f*»  -T  (J»«)"  j  -  (VII) 

Die  erste  derselben  ergiebt  sich  direct  durch  Addition  der  ersten 
und  vierten  Gleichung  des  Syatemes  (VI).     Sie  lehrt; 

„Die  n"  Ueberachiebung  der  ursprünglichen  Form  f=^(^  mit 

der  ersten  Evectante  einer  ihrer  Invarianten  i  liefert  wiedenun 

die  Invariante  i." 

Die  zweite  der  Gleichungen  (VII)  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Tier 

Gleichungen  (VI)  der  Reihe  nach   mit  — «la^,  x^',  %',  x^x^  mnlti- 

pliciren  und  addiren.     Sie  lehrt: 

„Die  (n —  1)"  Ueberschiebung  der  ursprünglichen  Form  /"«(^ 
mit  der  ersten  Eveotante  einer  ihrer  Invarianten  ist  identisch  null." 
115.  Evectanten  von  ComJnnanlen.     Ist  i  eine  Combinante  der  bei- 
den Formen  f-^ä^,  tp  =  i^,  genügt  also  i  der  Gleichung 

so  liefert  die  n**  Ueberschiebung  der  ersten  Evectante  von  i  Über  eine 
der  Grundformen  nicht  mehr  t,  wie  im  vorigen  einfachen  Falle.  Viel- 
mehr hat  man  nun: 

(i»«)"  —  (pa)"  —  0;  (2) 

denn  es  ist:  p^  "".^  C~  ^)*  P^  ^:C!~* ' 

Jso  |i-_{-l)'(5)i,._, 

Oordan,  Iimriuleii.  H.  0 
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Substituirt  man  den  Werth  dieser  partiellen  Differentialquotienten 
in  (1),  80  erhält  man: 

^(-i)*©?^.«-M--o. 

Eine  solche  Combinante  ist  insbesondere  die  Resultante  B/,  ^  der 
beiden  Formen  f  und  tp.  Für  sie  können  wir  die  Richtigkeit  der 
Gleicbnng  (3)  auch  noch  in  anderer  Weise  zeigen,  wodurch  zugleich 
auf  die  Combinanteneigenscbaft  von  Rj,^  ein  neues  Licht  geworfen 
wird.  Mau  weisB  nämlich  (vergl.  auch  'QA.  I  Nr.  164),  dass  ^ie  par- 
tiellen Differentialquotienten  — i^  den  Potenzen  der  gemeinschaft- 
lichen Wurzel  I  =  —  -l^  von  f  und  tp  proportional  sind.  Ersetzt  man 
also  in  der  Evectante 

dementsprechend   die  Grössen  — /'-  durch  c(— 1)*-|"~*,  so  kommt: 

Folglieh  ist: 

(9'.i')"  =  c-(y,  £")"  =  c-9.(|)'. 

Da  aber  9)  (x)  für  die  gemeinschaftliche  Wurael  x  =  ^  verschwindet^ 
so  ist  9)(|)  <=  0  und  damit 

(9-,  PT  =  0- 

Ist  nun  aber  x  ="  r^  neben  f'=c(^  und  y  =  «^  eine  dritte  Form, 
die  gleichfalls  für  3:  •=  |  verschwindet,  so  ist  auch 

<i,pY-c-(x,i')--o. 

Es  iät  aber: 

Demnach  ist  auch : 

wobei  nun  die  Incremente  durch  die  Coefficienten  einer  völlig  A-emden 
Form  X  ersetzt  werden,  fUr  welche  nur  die  Bedingung  besteht,  dass 
sie  mit  f  und  9  eine  gemeinschaftliche  Wnrsel  6  besitzt.  Wir  werden 
später  von  diesem  Satze  Gebrauch  machen. 

116.  Zweite  Methode  eur  Aufstellung  der  Differentiaigleie^ungen  für 
Invarmnten.  Das  in  Nr.  114  erhaltene  System  (VII)  von  Gleichungen 
ist  nur  eine  andere  Form  des  Systemes  der   Differentialgleichungen 
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(III)  Kr.  107  für  iDvarianten.  Indem  wir  dasselbe  direct  anfatellen, 
erhalten  wir  einen  zweiten  Beweis,  dass  alle  Invarianten  gewissen 
Differentialgleichungen  genügen  müssen. 

Die-Aafgabe  ist,  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichnngen  nacbzn- 
weisen 

(p,fl"--0      j 

Nun  ist  die  erste  Evectante  p  von  i  eine  Summe  symbolischer 
Producte  g,  welche  entstehen,  wenn  jede  der  fi  Sjmbolreihen  a,  resp. 
b,  c  .  .  .  etc.  durch  x  ersetzt  wird.     Es  ist  also: 


ijf.rr-'S^'iy- 


Anderntheils  entsteht  aber  die  n*"  Ueberscbiebung  zweier  Formen, 
indem  man  umgekehrt  die  Tariabeln  s,  x^  durch  Symbolreihen  a^,  —  a, , 
resp.  b,,  — hi  etc.  ersetzt  Beide  Operationen  hinter  einander  ausge- 
führt, der  Evectantenprocess  und  der  Ueberschiebungsprocess,  ändern 
also  das  ursprüngliche  symbolische  Product  nicht;  jedes  Glied  der 
Summe  (2)  geht  dnrcb  die  Ueberscbiebung  wieder  in  t  über,  so  dass 
man  io  der  That  erhält: 

Was  nun  die  zweite  Gleichung  betrifit,  so  gestaltet  sich  ibr  Be- 
weis folgendermassen.    Es  ist  wiederum  zuiuichst 


(r,  fy- -2!  (s,  fr 


Jede  der  f»  Ueberschiebungen  rechts  besitzt  m  Tenne.  Denn  ist 
z.  B.  ^,  jeaes  Glied  der  Evectante,  das  entstanden  ist,  indem  man 
für  die  Symbolreihe  a  die  Variabein  x  einl^brte,  so  entsteht  nach  den 
Gesetzen  der  Ueberscbiebung  (^,,  /')"~*  dadurch,  dass  man  in  immer 
andern  und  andern  (n  —  1)  Factoreu  erster  Art  von  g^  umgekehrt  *, 
und  x^  durch  o,,  — a,  ersetzt,  was  bei  n  Elementen  nur  auf  n  Arten 
möglich  ist  Die  Summe  rechts  enthält  also  n-fi  Terme,  wobei  n-fi 
jeden&Us  eine  gerade  Zahl  ist,  wie  aus  Nr.  107,  Anmerkung  hervor* 
geht.  Jeder  der  n-^  Terme  enthält  zwei  und  nur  zwei  Factoren 
erster  Art,  da  f  sowohl  als  jedes  Glied  jr,  vom  Grade  n  in  x  ist 
Man  kann  einen  solchen  Term  auch  erhalten,  indem  man  z.  B.  in  der 
'Invariante  i  in  einem  Elammerfactor  (ba)  die  Symbolreihe  a,,  o^  durch 
—  Xf,  -\-x^  ersetzt  und  das  so  entstehende  symbolische  Product  mit 
Ox  multiplicirt,  so  dass  also  (5a)  durch  b^  a^  ersetzt  wurde.     Es  tritt 
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aber  alsdann  bei  dieser  Bildung  dei  n-fi  Terme,  die  ja  völlig  sym- 
metrisch erfolgt,  jedenfalls  auch  noch  ein  zweiter  Term  neben  dem 
eben  erwähnten  auf,  der  entsteht,  wenn  in  demselben  Elammerfactor 
(ba)  von  i  die  Symbolreihe  b^,  b,  durch  — x^,  x^  ersetzt  und  das 
80  entstehende  symbolische  Froduct  mit  bx  multiplicirt  wird.  Da 
dieser  Term  aber  bis  auf  das  Vorzeichen  mit  dem  vorhin  erwähnten 
übereinstimmt,  so  sieht  man,  dass  je  zwei  der  n-fi  Terme  sich  gegen- 
seitig aufheben,' d.  h.  dass 

was  wir  za  beweisen  hatten. 

Wir  haben  somit  durch  reine  Invariantesprocesse  die  Existenz 
der  Gleichungen  (A)  nachgewiesen,  welche  das  System  der  Differential- 
gleichungen (III)  nach  jeder  Richtung  ersetzen,  und  da  jener  Satz  io 
Nr.  108,  dass  dieses  System  von  DifFerentialgleichungen  ein  voll- 
stÄndiges  ist,  zu  seinem  Beweise  nur  Processe  der  Invariantentheorie 
benntzt,  so  dlirfte  es  jeden&Us  m&glich  sein,  aach  ihn  durch  ein  rein 
algebraisches  Äeqaivalent  zu  ersetzen. 

117.    Umformung  einer  Bdatüm  F(Ai)='0  in 

^  { {ab)  c,  +  Ific)  a.  +  (CO)  6.  J  y.  =  0. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Anwendung  des  Evectantenprocesses.  Ich 
habe  bereits  in  §  1  an  einem  Beispiele  gezeigt,  wie  sich  eine  in 
CoefGcienten  und  Yariabeln  homogene  Relation  F{Ai)  ^  0  von  sym- 
bolischen Productea  Ai  in  die  Gestalt  bringen  lässt 

'^{(ah)c.  +  {bc)ax-\-{ca)b,\  =0. 
Die  Möglichkeit  dieser  Umformung  wollen  wir  unn  für  eine  beliebige 
Relation  F{A^  =  0  nachweisen.  Wir  betrachten  F{A^  als  Covariante 
(***"  Grades  in  den  Coefficienten  einer  Form  /"  =  o"  =  Ä"  =-  etc. ; 
da  sie  identisch  verschwindet,  so  verschwinden  auch  die  partieUen 
Differentialquotienteo  in  der  nach  dem  Euler'schen  Satze  gegebenen 
DarBtellung:  .^d<F(A.f,    _ 

und  demnach  auch  die  erste  Evectante  dieser  Covariante 


';=2^-'y'-^-tn- 


Nun  erhält  man  diese  Evectante  auch,  wenn  man   in  F{A^  der 
Reihe  nach  das  Symbol  a,  b,  c  etc.  durch  y  ersetzt;  es  ist  also: 
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Hiebei  ist  es  gestattet,  nachtr^lich  rechts  im  zweiten,  dritten,  etc., 
letzten  Posten,  a  mit  6,  resp.  a  mit  c,  etc.  zu  vertauschen,  so  dass 
in  keinem  Gliede  mehr  das  Symbol  a  auftritt.  Wir  setzen  nun  voraus, 
dass  sich"  einfachere  Kelationen  F{Ai)  —  also  insbesondere  solche, 
welche  mindestens  ein  Symbol  a,  h,  etc.  weniger  besitzen,  oder  solche, 
welche  durch  Spaltung  in  zwei  Factoren,  deren  einer  mindestens  ein 
Symbolfactor  r,  oder  {pq)  ist,  sich  auf  einfachere  Relationen  reduciren, 
~  stets  in  die  Form  ^  { {al)  Cx  +  (ä<^)«i  +  (ca)  fci }  yj  ^  0  bringen 
lassen.  Der  Beweis  gestaltet  sich  dann  fQr  complicirtere  Fälle  folgen- 
dermassen. 

F*  wird  sich  im  allgemeinen  in  zwei  Theile  trennen  lassen,  einen 
Theil  M  =  (xy)^  ^" ,  der  also  (xy)  zum  Factor  hat,  und  einen 
Theil 

N=^c,G,,  (1) 

der  diesen  Factor  nicht  besitzt.  Sollten  zufälliger  Weise  in  P'  ~  0 
alle  Glieder  diesen  Factor  enthalten,  so  diridire  man  mit  der  höchsten 
Potenz  Tou  {xy)  diese  Identität. 

Setzen  wir  alsdann  in  P'  •=(>  einen  Moment  y  =  x,  so  ver- 
schwindet wegen  des  Factors  {xx)  der  erste  Theil,  und  demnach  auch 
der  zweite,  d.  h.  wir  haben 

N^yjcHi  =  0,  (2) 

wenn  wir  die  Glieder  Gi  für  X  •=  y  mit  Si  bezeichnen.  Da  aber  die 
Glieder  Hi  am  das  Symbol  a  weniger  Symbole  besitzen  als  die  ur- 
sprOnglicheu  Glieder  in  F{Äi),  so  kann  man  nach  Vorauesetzung 
sofareiben: 

N-'^c^Hi  =^  \(db)c,  +  (6c)d.  +  {ed)b,]  9.  -  0.'      (3) 

Bilden  wir  nun  wieder  die  «**  Polare  von  ^CiHt,  wobei  die 
Polare  von  Ui  mit  Gi  bezeichnet  sei,  dann  ist,  weil  die  Glieder  6i  in 
(1)  Glieder  dieser  Polaren  sein  müssen  [vei^l.  Nr.  25,  (I)]; 

also 

^  c,  Gi  =^  c..  G.  +  {xrf)  2  9i  ^/' , 

oder,  weil^  dGi  —  N,  und^ CiG,=  [^  d  jETj]^,  ,  mit  Benutzung 
von  Gleichung  (1)  und  (3) 
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Äddiren  wir  hjezu: 

so  erhalten  wir: 

P;  -  [^  !(<")«.+  i!")d.+  {cd)b.}  w]^  +  (a;,)^'''«!"  • 
Ersetzen  wir  endlich  bierin  y  wieder  durch  a,  so  geht  P^  in 
^  F(Ai)  über,  wobei  die  apäteren  Posten  F{Ät)  aus  dem  ersten 
durch  Vertauschimg  von  a  mit  b,  resp.  c,  (f,  .  ,  .  etc.  entstehen.  Da 
sonach  alle  diese  Posten  einander  gleich  sind  und  nur  (i  Symbole  a, 
b,  c  .  .  .  m  vorhanden  sind,  so  wird: 

Weil  nun  F(Ai)  sowohl,  als  auchy'((d6)c,+  (öc)ti«+(cd)6,|9ij 
identisch  versehwinden,  so  verschwindet  auch  ^I^^*',  da  aber  wegen 
des  abgesonderten  Factors  o,  diese  Relation  ^X^^^^^O  einen  sym- 
bolischen Factor  weniger  besitzt  als  die  Relation  F{Ai)  =  0,  so  lässt 
sich  nach  Voraussetzung  auch  ^h(^^  in  die  Form 

2  Ho^")*^  +  (ft")««  +  (co)i,)  Vi 
bringen  und  demnach  hat  man  in  der  That: 

F(A.)  -2  i{ab)h+  (bc)a.+  {ca)b.)i,  -  0. 
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§  11.  Die  Form  zweiten  Oradee:  SjrBtem  einer  und  zweier 
simultaner  Formen. 
118.  Ueberblick  über  die  folgenden  üntersacliungen.  Wir  haben  mit 
den  letzten  FaraLgrapheo  die  allgemeiaeu  UntersucliuDgen  Qber  lu- 
und  Covarianten  binärer  Formen  (so  weit  sie  sich  nicht  auf  System- 
bildong  und  asBociirie  Formen  beziehen)  abgeachlossen  nnd  wenden 
uns  nonmehr  den  einzelnen  Formen  zu,  indem  wir  mit  der  quadrati- 
schen Form  beginnen. 

Die  ersten  Fragen,  die  wir  uns  hier  stellen,  sind  die  Fragen  nach 
dem  vollen  System  einer  quadratischen  Form,  oder  zweier  simultaner 
Formen.  Unter  Tollem  System  verstehen  wir  hier  wie  später  die  Ge- 
sammtheit  duijenigen  Co-  and  Invarianten,  durch  welche  sich  alle 
übrigen  rational  «nd  ganz  darstellen. lassen.  Dieses  volle  System  auf- 
zufinden, wird  immer  eine  unserer  Hauptaufgaben  sein.  Sine  allge- 
meine Methode,  das  kleinste  volle  System  au&ufinden,  ezistirt  nicht. 
Es  mnss  immer  erst  durch  successive  Begrenzang  der  Anzahl  gezeigt 
werden,  daas  wirklich  keine  der  in  das  System  aufgenommenen  Formen 
UheräQssig  ist,  d.  h.  durch  die  übrigen  sich  rational  und  ganz  dar- 
stellen läasi  Diese  Beduction  der  Formenaazahl  stützt  sich  insbesondere 
auf  einen  Begriff:  den  des  ßedacenten,  dessen  Definition  im  Laufe 
dieses  Paragraphen  feststellt  wird. 

Bei  den  quadratischen  Formen  läast  sich  das  volle  System  a  priori 
angeben.  Nachdem  wir  dies  für  zwei  simultane  Formen  erledigt  und 
die  Relationen  zwischen  diesen  Formen  aufgestellt  haben,  werden  wir 
in  einigen  Anwendungen  davon  Gebrauch  machen.  Hieran  schliessen 
wir  die  Betrachtungen  über  das  volle  System  dreier  quadratischer 
Formen,  und  den  mannigfachen  Relationen  die  zwischen  den  Co-  und 
Invarianten  desselben  bestehen.  Das  System  lässt  sich  dann  leicht 
allgemein  für  eine  beliebige  Anzahl  quadratischer  Formen  erweitern. 
Nach  diesen  Untersndiangen  über  allgemeine  Formen  zweiten  Grades 
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wenden  wir  uns  speciellen  zu,  insbesondere  solchen,  die  bei  Anf- 
15sung  der  GleichungeQ  vierten  und  ftlnften  Grades  eine  wesentliche 
Rolle  spielen. 

119.  System  einer  gmdratisdten  Form.  Es  sei  die  quadratische 
Form 

/■—  a^Xi*  +  2ai^x^Xt  +  a^x^ 
symbolisch  dargestellt  durch 

/■  =  a*  =  6*  =  £*  ■=  etc. 
Die  erste  Ueberschiebnng  dieser  Form  Über  sich  selbst  ist 

C/-,0 -(<■>)".*.; 

diese  Terschwindet  aber  identisch,  da  sie  durch  Yertauachung  der  völlig 
gleichberechtigten  Symbole  a  und  h  nur  das  Vorzeichen  ändert,  wie 
wir  bereits  auch  früher  bemerkt  haben.  Die  zweite  Ueberschiebnng 
liefert  die  bekannte  Discriminantc 

-0- (Äff -(»*)■■ 

Ihre  nuaymbolische  Gestalt  ist  (vergl.  auch  Nr.  3) 
D  -  2K^  -  V)- 

Die  Ueberscbiebung  von  f  über  sieb  selbst  führt  somit  nur  auf 
eine  einzige  Form,  und  da  dieselbe  Invariante  ist,  so  können  wir  durch 
diesen  Process  zu  keinen  weiteren  Formen  gelangen.  Die  Frage  ist, 
hat  überhaupt  die  Form  f  noch  andere  Co-  und  Invarianten  und  wenn 
ja,  lassen  sich  dieselben  vielleicht  als  ganze  rationale  Functionen  von 
f  und  D  darstellen. 

Wir  können  zeigen,  dass  in  der  That  beide  Fragen  bejaht  werden 
müssen,  und  bezeichnen  deshalb  f  und  D  zusammen  als  volles  System 
der  quadratischen  Form. 

Das  allgemeinste  symbolische  Product  nämlich,  das  eine  Covariante 
von  f  darstellen  kann,  ist,  weil  höhere  als  erste  Potenzen  von  o,  und 
{ab)  immer  durch  f  oder  D  ersetzt  werden  können,  dargestellt  durch 
F'={ah){ae)  .  .  .  (i}c)a^b^c,  .  .  .  »,ft^. 

Greifen  wir  irgend  einen  Klammerfactor  (ah)  aus  diesem  Prodacte 
heraus,  so  müssen,  soll  P  wirkliche  und  nicht  blos  symbolische  Be- 
deutung haben,  noch  ausser  ihm  entweder  die  Factoren  Otb,  oder  die 
Factoren  (ac)  (bc)  oder  (ad)  (6c)  .  .  .  auftreten.  Um  diese  Fälle  in  einen 
zusammenzufassen,  sagen  wir 

g  =  (o6)of&, 

muss  ein  Theil  des  Productes  P  sein,  wenn  (ab)  einer  seiner  Klammer- 
factoren  ist.    Aber  dieser  Theil  Q  läsat  aich  auf  die  bekannten  Formen 
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f  oder  D  zurSckfUhren.     Vertausüht  man  nämlich  a  und  h,  so  kommt 
12= (a6)iia,, 

2«  -  (»!.)(o{t,  -  Ja«,)  -  (a(.)'a,), 
oder 

Das  Product  P  hat  also  die  Discriminante  D  als  Factor,  uod  die 
Ursache  liegt  io  dem  Auitreteu  des  Elammerfactors  (ab).  Durch  Ab- 
sonderung dieses  Factors  D  wird  P  auf  ein  einfacheres  Product  P, 
zurückgeführt;  es  ist,  wie  wir  uns  in  Zukunft  ausdrücken  werden, 
reducibel  auf  D  und  P, .  In  P,  treten  aher  immer  nur  Klammer- 
factoreu  vom  Typus  {aX)  auf,  an  deren  Stelle  wieder  die  Discriminante 
D  eii^eführt  werden  kann.  Was  übrig  bleibt  ist  eine  Conatante  mal 
eiuer  Potenz  der  Form  f.  P  ist  also  reducibel  auf  D''  -f;  d.  h.  irgend 
ein  symbolisches  Product  P  ist  rational  durch  D  und  f  darstellbar. 

120.  Auflösung  der  quadratischcti  Gleichung.  Eine  Gleichung  ist 
als  gelöst  zu  betrachten,  wenn  sie  in  ihre  Linearfactoren  zert^lt. 
Diese  Zerfällung  kann  man  für 

f(x)  =  a^  =  i*  =  .  .  . 
folgendermassen  bewerkstelligen. 

Quadrirt  man  die  Identität 

{ab)  (xy)  -=  («a  bg  —  bx  a») , 
BO  kommt: 

D-{xyy  =.  allf'^  +  blaP  —  2a^a^  bj^. 

Es  ist  aber  Oxt^s  ^  b^b^  =  f^  und  demnach  wird: 
oder 

/«•/•(rt-zj  +  f  («»)'• 

Hieraas  folgt: 

m  -  ^,  |f. + ('»)  1/^1  ■  {f.  -  w  V^W  ■ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  besteht  aus  zwei  in  x  linearen 
Factoren,  wobei  y  nur  als  willkürlicher  Parameter  fungirt,  so  dass 
die  Lösung  als  eine  gaos  allgemeine  erscheint.  Wollen  wir  die  specielle 
fÄr  die  gewöhnliche  Gleichung  zweiten  Gradea,  so  brauchen  wir  nur 

»1  =  1,    yj  —  0 
zn  setzen  und  erhalten  alsdann  die  bekannte  Zerfällung: 
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121.  DarsteUutuf  der  Diserimitumte  in  den  CoeffidetUen  der  Lmear- 
factoren  von  f.  Bezeidmen  wir  in  (1)  die  beiden  Klammern  recht» 
mit  px  und  Qx,  setzen  wir  also,  indem  wir  —  in  einen  dieser  Factoren 
hereinziehen , 

f=pq, 
dann  ist 

Denn  D  ist  als  zweite  Ueberschiebung  von  f  Über  sich  selbst 
dargestellt  durch  (vergl.  Nr.  38,  I) 

=  Y  ! ipp') (q q')  +  (pq) (qp) \ ■ 

Da  aber  p  und  q  lineare  Formen  sind,  so  sind  ihre  symbolischen 
CoefGcieuteu  gleich  ihren  wirklichen,  nnd  demnach  ist: 

p^p',    q  =  q', 
also 

(pp')  =  0,    iqq')  =  0    and     {pq')  =  ~{qp')  =  ^(pq). 
Daher  wird: 

D=-Y  (Pä)  (9P)  =  -  Y  Cp?)*- 

Das  gleiche  Resultat  erhält  mau  auch  durch  folgende  Ueberlegung. 
Die  Form  D  =  (o&)*  geht  aus  f='al  hervor,  wenn  man  x  durch  6, 
d.  h.  a;,  durch  h^  und  x^  durch  —  &,  ersetzt.     Wenn  also 

f  =  Pxq,  =  <^, 
dann  ist: 

D-(sS){qh)-{ah)'. 

Das  symbolische  Product  (J>p)(bq)  geht  aber  aas  der  ersten  Polare 

>.      2/,  =  2hxby=pxq^  +  2,1), 

h%iTor,  wenn  man  x  durch  p,  y  durch  q  ersetzt;  dies  liefert  die  Beziehung: 

und  somit: 

123.  SimulUmes  System  eteeier  quadratischer  Formen.  Das  volle 
simultane  System  zweier  quadratischer  Formen 

f=al,   ?.  =  «; 

lässt  sich  nach  den  vorausgegangenen  Entwicklungen  leicht  a  priori 
angeben.  Eb  besteht  einmal  aus  denjenigen  In-  und  Oovorianten, 
welche  die  einzelnen  Formen  selbst  besitzen,  also  aus  den  vier  Formen 
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ferner   aus   jenen,   welche  durch  üeberschiebung  von  f  über   <p  ent- 
stehen, also  aus  den  zwei  weitem  Formen: 

(/■,  y)  _  »j  _  » 

Da  hiebei  eine  neue  Covariante  #  auftritt,  so  würden  sich  hieran 
jene  Formen  anschlieBaen,  welche  durch  Üeberschiebung  von  #  Über 
eich    selbst   und   über  f  und  9   sieb  ei^ebeu.      Indesa  entstehen  aus 
diesen  Ueberschiebungen  keine  neuen  Formen;  vielmehr  lässt  sich  zeigen: 
^&8  volle  simultane  System  der  beiden  quadratischen  Formen 
f  und  q>  besteht  aus  den  sechs  Formen 
f,  ip,  All,  A^^,  *,  A,^\ 
alle  übrigen  In-   und  Covariauten  sind  ganze  und  rationale 
Functionen  derselben." 
123.   Gedankengang  im  Beweise  dieses  Satzes.     Das  allgemeinste 
symbolische  Froduct,   das  eine  neue   simnitane   Covariante  von  f  und 
9  darstellen  kann,  wird  die  Symbole 

a,  b,  c,  . . .;  a,  ß,  y,  ...;  *,  #, ,  d^,  . . . 
enthalten,  da  es  ans  den  Formen  f,  <p,  ff  durch  üeberschiebung  ent- 
standeD  sein  musB.  Doch  ist  von  vornhereiu  klar,  dass  wir  nur  solche 
Produote  zu  untersuchen  brauchen,  in  denen  die  Factoren  erster  Art, 
wie  Ox,  «s,  #1  nur  in  ersten  Potenzen  auftreten.  Denn  im,  andern 
Falle  liessen  sich  ja  sofort  die  hekannten  Covariauten  f,  go,  &  des 
Systemes  als  Factoren  absondern. 

Was  die  Klammerfactoren  betrifft,  so  k&nnen  sie,  da  die  Grund- 
formen f,  <p,  d-  selbst  nur  vom  zweiten  Grade  sind,  nur  in  ersten  oder 
zweiten  Potenzen  auftreten.  Die  überhaupt  deukbaren  Elammerfactoren 
sind  aber  folgende  sechs: 

(ab),  (aß),  (aa);     (#*,),  {a»),  (a»).  (A) 

Wir  zeigen  nun  zuerst: 

„Ein  symbolisches  Product,  das  einen  solchen  Factor  quadratisch 
enthält,  ist  reducibel,  d.  h.  es  enthält  Factoren,  die  sich  aas 
den  ursprünglichen  Invarianten  A/f,  A^,  A/^  zusammensetzen." 
In  zweiter  Linie  beweisen  wir: 

„Ein  symbolisches  Product,  in  welchem  ein  solcher  Factor 
linear  auftritt,  ist  reducibel,  d.  h.  es  enthält  Factoren,  welche 
rationale  ganze  Functionen  der  ursprünglichen  sechs  Co-  und 
Invarianten  sind." 
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124.  S^iff  der  EeducihilMt  und  des  Seducmten.  Ich  will  hiebet 
zunächst  die  Begriffe  der  Reducibilitüt  und  des  Keducenten,  wie  wir 
sie  fQr  jetzt,  wie  fQr  später  nöthig  haben,  fest  umgrenzen.  Ein  sym- 
bolisches Froduct  ist  in  drei  Fällen  aU  reducibel  anzusehen:  Erstens, 
wenn  es  identisch  TCrschwindet;  zweitens,  wenn  es  bereits  bekannte 
Formen,  die  in  dem  System  schon  aufgenommen  sind,  insbesondere 
Invarianten  zu  Factoren  hat,  oder  gar  durch  solche  Formen  voll- 
stäudig  dargestellt  werden  kann;  drittens,  wenn  es  sich  in  andere 
symbolische  Producte  überführen  lässt,  die  bereits  als  reducibel  er- 
kannt wurden,  was  sich  oft  dadurch  schon  ausweist,  dass  man  es  auf 
ein  Froduct  mit  weniger  bereits  bekannten  Symbolen  zu  reduciren 
vermag.     (Vergl.  auch  Nr,  144.) 

Von  den  in  einem  solchen  reduciblen  Producte  auftretenden  Elammer- 
factoreu  sind  alsdann  insbesondere  jene  von  Bedeutung,  kraft  deren 
die  Reducibilit&t  eintritt.  Sie  erhalten  den  Namen  „Reducent",  sobald 
jedes  symbolische  Froduct,  welches  sie  besitzt,  reducibel  ist  Hiezu 
ist  nur  n5thig,  dass  das  ursprüngliche  Froduct  P,  welches  aus  ihm 
und  seinen  Symbolen  allein  construirt  ist,  und  alle  aus  P  durch 
Faltung  entstehenden  Froducte  Pi  reducible  Formen  sind.  Denn  ein 
beliebiges  Froduct  11,  das  den  betreöenden  Keducenten  besitzt,  kann 
stete  durch  Ueberschiebungen  da^estellt  werden,  welche  diese  reduciblen 
Formen  P  und  Fi  mit  geeigneten  andern  Formen  bilden.  (VergL 
Nr.  46.)  Und  diese  Ueberschiebungen  sind  reducibel,  wenn  P  und  P,- 
es  waren.     (Vergleiche  auch  Nr.  144.) 

125.  Bewm,  dass  aUe  Froducte,  weiche  einen  der  sechs  Factoren  (Ä) 
guadratisdi  enthaUm,  reducibd  sind.  Da  die  Grössen  (ah)',  {aßf,  {auf 
nicht  anderes  als  die  Invarianten  A/j,  Ä^^j  Ä^^  des  Systeme»  sind,  so 
können  wir  von  vornherein  von  Producten  mit  diesen  Elammerfactoren 
absehen. 

Die  Grösse  {^^^  ist  die  Discriminante  A^s  der  Form  &,  wir 
können  zeigen,  dass  sie  durch  die  drei  Invarianten  des  Systemes  ans- 
drfickbar  isi 

Zu  dem  Zwecke  wollen  wir  diese  Discriminante  noch  durch  andere 
symbolische  Producte  darstellen,  aus  deren  Yergleichang  alsdann  die 
Reducibilität  ersichtlich  ist. 

Zunächst  ersetzen  wir  iu  (d'd'j)*  das  Symbol  ^^  durch  die  ursprOng- 
liehen  Symbole  a,  a,  gemäss  der  Definition 

und  erhalten  so: 

(»»,)■ -(a«)(»»)(*o).  (1) 
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Das  aymboliache  Prodiict  reehta  erhalten  wir  aber  auch,  wenn  wir 
ein  Glied  der  eratea  Polare  von  &i  =  (Pß)  bxßi  in  die  Reihe  (YIII) 
§  7  entwickeln.    Es  ist  nämlich: 

(l«  h.ß,  _   1  (6«  i.  W  ,  +  y  ^^ß)'  (äSS)  ,  (2) 

oder,  indem  wir  nun  x  durch  a,  y  durch  a  ersetzen  und  die  Symbole 
*J,  Af,f  fiir  {bß)b,ißi,  resp,  (6j3)*, einführen  und  mit  (an)  multipliciren: 

(i,«(S»)tf«)(a«)  -  (»«)(».)(<i«)  +  ^Ä„-  (ae,'.  (3) 

Hierin  tritt  bereits  das  symbolische  Product  der  Gleichung  (1) 
auf,  und  da  (aa)*  =  Af,f ,  so  handelt  es  sich  nur  mehr  darum,  auch 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  (3)  auf  bekannte  Formen  znrQck- 
zufOhren.  Es  ist  aber,  wenn  wir  darin  a  mit  h  vertauschen,  und  die 
halbe  Summe  der  bo  entstehenden  Producta  nehmen: 

ihfl)  iba)  (ß«)  (a.)  -  I  (o6)  (««  ( (»«)  (i|5)  -  <ba)  («« ) 
oder 

-i{ahn^ßy-^A„-A„,  (4) 

wie  der  Identitätssatz  unmittelbar  liefert     Demnach   erhalten  wir  aus 
Gleichung  (3)  und  (4) 

l    {A,j-A^  -  Aj^\  =  (a«)(da){#a),  (5) 

oder  durch  Vergleichong  mit  (1) 

{»»,)' -~{Ä„J^-Ä-,],  (6) 

ä.  h.:  „Jedea  symbolische  Prodnct  mit  dem  Factor  (##i)*  ist  reducib«)." 
Dies  gilt  aber  auch  für  symbolische  Prodncte  mit  den  Factoren 
((•»)>  und  («»)'.    Denn  es  ist: 

0  -  ^„  -  («»)■  -  (6.)(at)  (o.)j 

0  -  J„- (.»)■- (<.«(«o)C««r 

wie  man  unmittelbar  erkennt,   da  die  symbolischen  Producte  rechts 

durch   Yertauachung   gleichberechtigter   Symbole   nur   ihr  Torzeichen 

ändern.    Wir  haben  somit  den  Satz  bewiesen: 

„Alle  symbolischen  Producte,  welche  einen  der  sechs  möglichen 
Klammerfactoren  quadratisch  enthalten,  sind  reducibel." 
Es  erübrigt  also  nur  noch,  dieselbe  Eigenschaft  für  symbolische 
Producte  nachzuweisen ,  welche  diese  .Factoren  linear  besitzen. 

136.  Beweis,  detss  o^  Producte,  welche  einen  der  sechs  Factoren  (A) 
•n  Nr.  123  linear  etUhtüten,  r^uc3)el  sind. 
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Die  Factor«!!  {ab)  and(a  ß)  haben  wir  bereits  in  Nr.  1 19  als  Reducenten 
erkannt;  genau  dieselbe  EigenBcbaft  besitzt  {9&i)  aus  gleichen  GrOnden. 
Es  bleiben  also  nur  noch  Producte  mit  den  linearen  Klammerfactoren 
(aa),  {a9),  (a9)  zu  untersuchen.  Ein  Product,  das  den  Factor  (ad*) 
oder  (ad)  besitzt,  muss  auch  noch  die  Factoren  ai&^  resp.  afd,  ent- 
halten, wobei  die  Grössen  g,  ij  fflr  it^end  welche  andere  Symbole 
oder  Variable  stehen  mögen.  Wir  brauchen  also  nur  zu  zeigen,  dass 
(a*)a.t*,  und  («#}«;&, 

redueibel  sind.  Dies  erkennen  wir  aber  auf  folgende  Weise.  Da  (a&) 
und  («*)  die  Klammerfactoren  der  Functioualdeterminanten  (/",  #) 
und  (91,  #)  sind,  so  sind  sie  sicher  Reducenten,  wenn  diese  Formen 
und  die  aus  ihnen  durch  Faltung  entstehenden  redueibel  sind.  Es 
sind  aber  (f,  &)  und  (»p,  #)  Functionaldeterminanten  von  Functional- 
determinanten ,  und  als  solche  nach  den  früher  gegebenen  allgemeinen 
Theorien  stets  durch  einfachere  Formen  darstellbar.  In  der  That 
liefert  Nr.  52,  (I)  und  (U)  direct: 

(/■,   »)  =  l.{Ay^.f-Af,-v] 

(*,  V)  =  Y  j-*/y  -V  —  -^V  ■  fl  ■ 

Die  aus  (f,  #)  und  (9',  ip)  durch  Faltung  entstehenden  Formen 
A/s  und  A,p»  sind  aber  gleichfalls  redueibel,  da  sie  verschwinden; 
demnach  sind  {a&)  und  (a^)  in  der  That  Reducenten. 

Man  kann  die  Reducibilität  der  Formen  (ad)ai^^  und  (a&}a(&^ 
auch  iß  anderer  Weise  einfach  zeigen.  Aus  den  Formeln  Nr.  51,  (II) 
erhält  mau  nämlich  direct: 

—  («*)*,,«{  «.  (#,  <p\  =  y    {Äf^-(pi-9v~  -^99     fi  •  fl)  • 

Die  symbolischen  Producte ,  rechts  enthalten  neben  den  bekannten 
drei  luTarianten  des  Systemes  nur  mehr  ein  Symbol  a,  respectiTe  c, 
also  weniger  Symbole  wie  die  Ausdrücke  links,  wodurch  deren 
Reducibilität  nachgewiesen  ist 

Es  erübrigt  noch,  die  Reducibilität  von  Producten  mit  dem  Klammer- 
factor  (aa),  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  dem  Theilproduct  (00)01«^ 
nachzuweisen.    Sie  einlebt  sich  direct  aus  Nr.  125,  (2),  wonach: 

{au)  a:  a,  =  *=  #,,  +  ^  A,^  (g^). 
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Die  rechte  Seite  enthält  nar  redncible  CiHeder,  das  zweite  wegen 
des  Factors  A/^,  das  erate,  da  wir  fOr  jeden  Klammerfactor  mit  dem 
Symbol  d'  bereits  die  Eligenschaft  nachgewiesen  haben,  ein  Product, 
dem  er  angehSrt,  redncibel  za  machen. 

Wir  sind  also  damit  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  jedes  sym- 
bolische Prodact,  welches  irgend  einen  der  sechs  möglichen  Elammer- 
factoren  linear  enthält,  aaf  die  sechs  bekannten  Formen  reducirt 
werden  kann. 

„Demnach  sind  alle  sechs  Elammerfactoren 

(ah),  (aß),  (aa);     (o*),  (a»),  (#*) 
Redacenten,  und  es  lassen  sich  alle  Co-  und  Invarianten  der 
Fonnen  f  nnd  ip  ganz  and  rational  durch  die  Formen 

f,  tp,  »,  Äff,  A^,  A/f 
darstellen." 

127.  Zusatnmenfassung  der  gewonnenen  Relationen.  Ich  will  nur 
noch  tabellarisch  auf  die  wichtigeren  Relationen,  die  hei  dieser  Dnter- 
suchong  sich  ergeben  haben,  aufmerksam  machen,  indem  ich  sie  im 
Folgenden  zusammenstelle.  Ist  /"=  al,  gj  =  al ,  *  =  (aa)axax,  so 
hat  man: 

(1)  2^*  =  ^//^-4y  (Nr.  125) 

(2)  Afa-=^0,    Afs~0  (Nr.  125) 

(3)  2(9,  n  =  A^r  V-^fip-f  (Nr.  126) 
2(q>,»)=A^-f~A^^-<p. 

Hiezu  tritt: 

(4)  -2e'-Aj,<f'~-2A„ff  +  A„r, 

eine  Relation  (4),  welche  zwar  hier  nicht  neuerdinge  abgeleitet  wurde, 
die  sich  aber  unmittelbar  ans  der  allgemeineren  Nr.  48,  (I)  ergiebt, 

128.  Erste  Anwendung.  Ist  d  iäentist^  NuU,  so  sind  f  und  <p 
einander  Proportion^.  Wir  zeigen  zuerst,  dass  #^0  die  hinreichende 
Bedingung  ist,  damit  die  Gleichung  besteht 

wo  ff  ein  proportional! tätsfactor.     Es  ist  nämlich 
2*,»^—  (aa)  |o,aj  -f-  ««o,}, 
und  weil  nach  dem  Productsatze; 

so  folgt  durch  Multiplication  beider  Gleichui^en 
2(xy)ftx9f  <=  alal  —  ojtti. 
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Wenn  nun  9  =  0,  dann  ist  auch  &,==0,  also  wird  in  diesefn  Falle: 

aj  öj  =  aj  a  J , 
oder 

"^  =  Ö!  •«-  =  <>•««■ 

Die  Bedingnog  #  «>  0  iBt  aber  nicht  nur  hinreichend,  aondern 
auch  noifawendig.     Denn  wemi 

dann  ist 

»  =  (o*,  a^)  =  i-  (flä,  6J)  =  -  (oft)  a,6,  =  0. 

129.  Zweite  Anwendung.  Ist  Agit  idenUseh  nuU,  so  besiteen  f  und 
ip  einen  gemeinsamen  linearen  Factor.  Diese  Bedingung  ist  noth- 
wendig;  denn  wenn  f  und  ip  einen  gemeinsamen  linearen  Factor  hesitseu, 
also  etwa 

ist,  dann  wird  9  ein  reines  Quadrat.  Denn  man  hat  nach  Nr.  38,(1) 
*  —  (P-  «» ,  p«  r^)  =■  \  { {pp)q^  r,  +  (p  r)q,p,  +  (2p)pr'-.  +  (ff ^pl ) . 
Da  aber  (pp)  =  0  und  (pr)ff,  +  (ffp)»",  ==  (ff»")j)a,  so  wird 

oder 

*  =  y(ff»-)P- 

Die  Functionatdeterminante  9   ist  also  das  Quadrat  des  gemeinsamen 
linearen  Factors  pi,  und  demnach  Aas  als  Discriminante  identisch  nalL 
Die  Bedingung  A»»  =  0  ist  aber  auch  hinreichend.     Denn  wenn 
^*  -  0, 
dann  ist 

#  =  ml, 

wo  iHz  eine  lineare  Form  ist.  Die  zweite  Ueberscbiebung  toq  f-^al 
Ober  &  =  ml  ist  sodann 

Af»  ■=  (am)'  ■=  ai. 
Wir  wissen  aber,  dass  A/»  wie  A^9   identisch   verschwinden;  es 
ist  also  sowohl 

als  auch 
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d.  h.  die  Formen  ai  nnd  al  werden  identiaclL  null  fUr  x  =•  m,  oder 
was  das  Nämliche  ist,  sie  besitzen  eioeu  gemeinachaftlichen  linearen 
Factor  nix. 

Da  also  Ä»^  3=  0  die  Dothwendige  und  hinreicbende  Bedingung 
ist,  dass  f  und  9»  einen  gemeinsamen  Factor  besitzen,  so  mnsa  A.t»  der 
Resultante  B/,^  beider  Formen  proportional  sein.  Die  Proportionalitäts- 
conatante  kann  nur  ein  Zahlenfoctor  sein,  da  sowohl  A»»  als  auch 
ü/,y  vom  vierten  Grade  in  den  Goefficienten  beider  Formen  ist  Man 
findet  durch  ein  beliebiges  Beispiel  leicht: 

■B/,y  ~" — 2A»9'^Äfy  — AffAif^. 

Amturknmg.    Die  Identität: 

2*  =  C2O  -ja 
lehrt  zugleich,  wie  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  ermitteln  kann. 
Denn  vergleicht  man  in  der  ersten  Polare 

die  Coefficient«n  von  y^  und  y,,  so  erhIUt  man: 
2»,*,  =(jr)p,j>, 

und  somit  durch  Division: 

*.*.:».*,  =p,:ft  (1) 

fOr  jeden  Werth  von  x.  Die  beiden  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten  von  #  sind  sonach  den  Goefficienten  des  gemeinschaftlichen 
linearen  Factors  von  f  und  9  proportional;  dies  gilt  insbesondere 
beispielsweise  filr  a,  =  1,  äj  ^  0,  für  welchen  Fall  Gleichung  (1)  in 

K-^i=Px-P^  (2) 

übetgeht    Es  ist  aber  nach  Nr.  47,  (II) 


—  x^x^  x* 
wobei 

e'o  =  (ä,ai),    #i-=2-(ao^),   *i  =  Kä,). 
Durch  Substitution  dieser  Wertbe  in  (2)  erhalten  wir: 
p,  ^2ia,7,,) 
P>       («0«.) 

130.    Dritte  Anteendung.     Kanonische  Form  ßr  mcei   simulUme 
gmdroHst^  Formen.    Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  zwei  solche  lineare 


(3) 


>aid>n,  IsrulMitaii.  n. 
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Formen  r,  und  s,  zu  ermitteln,  dass  durch  dieselbe  TransformatioD  f 
und  <p  gleichzeitig  die  Gestalt  erhalten: 

Die  erste  Untersuchung  zur  Lösung  solcher  Aufgaben  ist  immer: 
Wie  gestaltet  sich  das  simultane  Formensystem,  wenn  wir  f  und  tp 
bereits  in  dieser  kanonischeu  Form  zu  Grunde  legen?  Es  ergiebt  sich 
sofort,  dasa  &  das  Product  der  beiden  linearen  Formen  r.  und  s^  ist, 
bis  auf  einen  conatanten  Factor.    Denn  man  erhält: 

»  =  {f,  <P)  =  {K^l  +  h^ ,  (»if-J  +  l^sl) 

Wir  lernen  daraus:  Die  Factoren  r,  und  s«,  durch  welche  sich 
f  und  9]  gleichzeitig  in  die  kanonische  Form  (1)  bringen  lassen,  sind 
den  linearen  Factoren  von  fr  proportional  Damit  also  Oberhaupt 
diese  Darstellung  m&glich  ist,  muss  fr  wirklich  zwei  veracbiedene 
lineare  Factoren  besitzen,  d.  h.  fund  tp  dürfen  keinen  Factor  gemeinsam 
haben. 

Die  Einführung  dieser  beiden  linearen  Factoren  von  fr  ist  aber 
auch  hinreichend,  um  f  und  <p  gleichzeitig  ata  Summe  zweier  Quadrate 
darzustellen.    Denn  sei 

fr  — .  f-,  ■  s„ 

dann  ist  nach  Nr.  126  (2): 

Nun  hat  man  gemäss  dem  IdentitÄtssatze: 

a^irs)  =  r^  (as)  —  Si{ar) 

a,{rs)  ■=  r,(as)  —  s^{ar). 
Also,  indem   man  beide  Identitäten  quadrirt,  und   berücksichtigt, 
dasa  wegen  der  Relationen  (1)  die  mittleren  Glieder  rechts  Tersehwinden : 

q,  -  (rsy  =  ri  (as)"  +  si(of)'  | ' 
wodurch   in   der   That  f  und    9   als  Summen    zweier   Quadrate   dar- 
gestellt sind. 

Um  die  Transformation  von  f  und  ip  wirklich  auszuführen,  wird 
man  sonach  entweder  die  Form  fr  in  ihre  Lioearfactoren  spalten  oder 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Die  Formen  Eweiten,  dritten  und  vierten  Oradea.  147 

eiafacher  in  folgender  Weise  verfahren.  Man  multiplicirt  die  Gleichungen 
(II)  mit  1  resp.  X  and  addirt  dieselben-,  dann  erhält  man: 

Nun  läset  sich  A  so  bestimmen,  dasa  der  Coefflcient  von  rl  oder 
von  s|  verschwindet;  in  diesem  Falle  geht  dann  f-\-i.ip  gerade  in 
das  Quadrat  der  linearen  Form  Sx  resp.  r^  (bis  auf  einen  constanten 
Factor)  Über.  Damit  aber  f-\-Kqi  ein  reines  Quadrat  sei,  muss  die 
Diseri  min  ante: 

{f+  If,  f+  »»)'  -  V,  0'  +  ^Kf,  9?  +  *'(?>,  9)' 
identisch  verschwinden.    Dies  liefert  eine  quadratische  Gleichung  i^ 
X,  D&mlicb: 

A„  +  2XA,^  +  X*A^~(i. 

Sind  dum  X,  and  A,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  ist: 

Dod  somit: 


§  12.   Die  rorm  sweiten  Grades:  System  dreier  und  mehr 
Bimnltaner  Formen. 

131.  Das  smulUme  System  dreier  qttadratisdier  Formen.  Das  volle 
System  dreier  quadratischer  Formen  f,  <p,  i>  besteht  aus  folgenden 
BildungoD. 

1)  Die  Originalformen  selbst: 

f^al  =  bl^  ... 
ip  =  al  =  ßl=  ... 
if)  =B  rl  =  sl  =  . ..; 

2)  ihre  sechs  zweiten  Ueberschiebungen: 

(f,tr-A,,   (.■p,v)'-j'„ 

{f,  vf  —  ^/».      (<P,  *)'  —  A,., 

3)  ihre  drei  Fanctionaldeterminanten  (schiefe  CoTarianten): 

(V,  «.)—»,_« 
(♦,  /)  -  »,  -  « 
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4)  ihre  Combinante  (die  einzige  schiefe  InTariante): 
ßfl    a,    dj 
(o«)(«r)(ar)_l  ;.    i, 

I    ''o      ''l 

welch  letztere  wir  bereits  in  §  l  kennen  gelernt  haben.  Ausser  diesen 
dreizehn  Formen  existirt  keine,  die  sich  nicht  als  ganze  rationale 
Function  derselben  darstellen  liease. 

132.  Alle  Frodvcte  mit  gwadratischen  Klammerfactorai  sind  auf 
diese  drdgehn  Formen  redtunbel.  Irgend  ein  symbolisches  Product  nämlich, 
das  eine  nene  Covariante  der  drei  Formen  repräsentiren  soll,  kann  nnr 
folgende  Elammerfactoren 

1)     (ai)      (aß)      fys)      (»»)      (or)      («r)  | 
(<•*,)     (»»,)    («»,)    («»,)    (r»,)     (r»,) 

besitzen  und  zwar  im  höchsten  Falle  in  der  zweiten  Potenz.  Was  die 
fDnfzehn  Factoreu  der  ersten  Gruppe  betrifft,  so  sahen  wir  bereits  bei 
Aufstellung  des  simultanen  Systemes  zweier  quadratischer  Formen, 
dass  jedes  Product,  in  welchem  sie  quadratisch  oder  linear  auftreten, 
auf  die  Formen  des  Systemes  reducibel  ist.  Unsere  Aufgabe  ist  also 
nur  noch  nachzuweisen,  dass  auch  die  Klammerfactoren  der  zweiten 
Gruppe  Redncenten  sind.  Wir  betrachten  wiederum  zuerst  Product«, 
deren  Elammerfactoren  den  Exponenten  2  haben.     Die  Factoren 

(O*,)'.    ("*»)S    C»"*»)',    (*l*s)*»    (*l*j)%    (*«*3)* 

gehören  zunächst  folgenden  Ueberschiebungen  an: 

ifAv,*))',         («•,{*,  0)',        (♦,  tf,f))'  (1) 

((?>.*),  (♦,0)',   ({»■.*),(/•,»))',   ((♦,0,  (/■,(.))•■       (2) 

Es  ist  aber: 

{/•,  (9»,  *))'  -  w ,  («>•)  «.'j'  -  (»")  (■"-)  (<"•)  -  B.»     m 

und  folglich  führen  die  Ueberschiebungen  der  Gruppe  (1)  auf  keine 
neue  Form,  d.  h.  Prodncte  mit  den  Factoren  (a*,)*,  (affg)*,  C^'^s)' 
sind  reducibel 

Was  die  Ueberschiebungen  der  Gruppe  (2)  betrifft,  ao  können 
wir  deren  Reducibilität  auf  folgende  Art  beweisen.  Ich  will  zuerst 
den  Weg  der  directen  Rechnung  einschlagen.  Es  ist,  wenn  /*'»  a|, 
^■«■al,  if>  =  rl,  2<=3f4  irgend  vier  quadratische  Formen  darstellen: 
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ff-  ((/■,  v),  (♦,  z))"  -  (««)(rrt(«.»„  r.i^y 

-  I  (<,.)(rrt  IM («rt  +  (»(>)(«••)) 
-i(ö,  +  ü,). 
Die  Differenz  der  beiden  Glieder  rechts  ist: 

G,  -  O, -(««) M I (»>•) (=c) -(»(.)(«'■)  1 , 
oder  weil: 

(ar){ati)  -  (op)(ar)  =*  (oa)(»>) 
(Ideniitätsfiats),  so  erhält  man: 

G.  -  G, -(».)>  M'-^„^„. 
Addiren  wir  die  beiden  Gleichungen: 

-l-^;,^„-|(G,  -G,), 

80  erhält  man: 

oder,  wenn  wir  auf  das  symbolische  Product  rechts  den  Productsatz 
anwenden: 

also 

U-((f,V),  (*,«))'-il^/.^«-^/r^.l.  (11) 

Für  X  =  /"  erhält  man  hieraus 

((/■,  y),  (*,  /■))'  - 1  (-!/»  J«  -  A/^w)  -  ^...- 

Man  kann  das  gleiche  Resultat  rascher  durch  den  Aronhold'schen 
Procesa  erlangen.     Führt  man  nämlich  in  die  Identität 

-  («'')'(««'  -  (»«)'(»«■ 

durch  einmaliges  Oeltaireu  statt  des  Symboles  a  das  Symbol  r  ein, 
so  kommt,  weil 

■!(»•) -«(/,?!) -(/•.♦)--». 
—  i  (»„  »,)■  —  2  {ab)' («>-)'  —  2 (o<.)> (tr)", 
oder 

Ä,.>.-- 1 1^,,^„  -  Ä„A„]  - (»m:         (III) 

Analoge  Relationen  erhält  mau  fEtr  Ä»,^^  und  Ag^s,.  Folglich 
sind  Producte,  welche  die  Factoren  (*,*i)*,  (*i*a)'.  (***»)*  besitzen, 
auf  Formen  des  Systems  reducibel. 
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133.  Froducte,  wdehe  die  Klammerfactoren  (A)  Imaxr  enthaUen, 
sind  reducä>el.  Es  bleiben  also  Qur  mehr  Producte  zu  unterBuchen, 
in  denen  kein  Elammerfactor  in  höherer  ale  in  der  ersten  Potenz  auf- 
tritt. Auch  hier  braueben  wir  die  Reducibiliföt  nur  mehr  fOr  Producte 
nachzuweisen,  in  welchen  die  letzten  sechs  Klammerfactorea 

(ad.)   (a#^   (r*,)   (#,»J    (*.*,)   (fr,dj) 
linear   auftreten.      Der    Beweis    gestaltet    sich    genau    wie    bei    zwei 
simultanen  quadratischen  Formen.     Wir  habeu  nur  su  zeigen,  dass 
die  Producte 

(a*,)«»*»»»  ■  ■  •.  (*i*i)*ii*»»,  ■  ■  ■ 
reducibel    sind.     Die  hiezu   nöthigen    Formeln    gehen    direct   aus   der 
Relation  (2)  Nr.  125 

(f,  9*)»  =  (aa)a^a,  —  ^  Af^(xy) 

hervor.    Ersetzt  man  hierin  nämlich  die  quadratische  Form  q)  durch 
die  quadratische  Form  &i,  so  kommt: 

(/■,*,)»  =  {«*.)o-*i,-  -  i^/*.(*y}i  (I) 

nnd  substituirt  man  hierin  noch  0',  fOr  f,  so  kommt  aoch: 

(«»,  *■)»  «  (»»#,)*.«*!»-  I  ^9,*,  (xy).  (II) 

Beide  Relationen  lehren,  dass  die  Producte 

(off,)a,*iy  und  (»,»,)»g,*i, 
reducibel  sind;  denn  die  Formen  A/9,,  As,^,  sind  reducibel  gemäss 
den  Entwicklungen  in  Nr.  133,  und  die  Formen  (f,  #,)  und  (€',,  #,) 
sind  als  Functionaldeterminanten  von  Fuuctionsideterminanten  reducibel, 
und  zwar  hat  man,  wie  aus  der  allgemeinen  Formel  (III)  Nr.  53  direct 
hervoi^eht: 

(/■,»,)-(f,  ((.,*))--i|^/,*-^/,T),      (III) 

und  ebenso: 

(»„  »,)-((♦, 0, »,)- -  i- {Ä„,i,-Är,,n , 

oder  weil: 

A^,  =  (r»,y  =  (*,  (<p,  f)Y  =  0 
und 

Bo  wird: 

(*,-*i) Y^mt-  (IV) 

Die  Relationen  (I)  und  (II)  geheu  also  unter  Benutzung  dieser 
Werthe  (Hl)  und  (IV)  Über  in: 
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1  i  ■^^> 

Somit  sind  alle  Producte,  welche  ii^end  einen  der  Torhandenen 
Elammerfactoren  linear  enthalten,  reducibel.  Durch  Faltung  derselben 
entstehen  Producte  mit  quadratischen  Elammerfactoren,  die  gleich- 
falls auf  die  Formen  des  Systemes  zurückgeführt  werden  köunen. 
Demnach  sind  alle  Klamm  er  factoren  Reducenten  und  das  simultane 
System  dreier  quadratischer  Formen  besteht  ans  keinen  weiteren  als 
den  Eingangs  aufgezählten  dreizehn  Formen. 

134.  Bäafvmen  eteischen  den  Formen  des  Sysimies.  Ich  will  zunächst 
der  UeberBicbtlichkeit  halber  wiederum  die  sümmtlichen,  bisher  ge- 
wonnenen Relationen  tabellarisch  ordnen,  und  durch  einige  neue  er- 
gänzen, die  sich  direct  aus  den  allgemeinen  Formeln  über  Functional- 
determinanten  ergebeu. 

1)  Relationen  zwischen  den  zweiten  Ueberschiebungen. 
«)      A/3^  =       A/9,  ="  0 

A^s,  =      A^.^0      vergL  Nr.  127  (2), 

A.^,    =  Ayif,  =-  0 

ß)    2j4»,5,  =  —  B^,p  =-  Afg,  A,p,(,  —  A^if,  1 

2^»,^,  =  —  Rf^  =  A//  A^^  —  Af^ 

2jl»,a,  •—  —  JR/y  =  Äff  A^  —  A}^ 
y)   2As^9,=  —  A^^A/^  +  A^./A,,^ 

*-'l»,».  =  —  Atpip  Afifi  -}-  A^)  A^,p 

2jl»,a,  ==  —  Äff   Aif^  -j-  Ajif  Äfif. 

2)  Relationen  zwischen  der  Gombinante  und  den  zweiten  Ueber- 
schiebungen : 

«)     ß,„  =  A/s^  =  A^9,  =  A^s„  vei^L  Nr.  132  (1), 

Äff   A/,f  Af,,, 
ß)  2BJ„  =    4,/  A^  A^^ 

^tfi/   Jiitlip  -^i/nl' 

Diese  Belatiun  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  allgemeinen  Re- 
lation (II)  Nr.  49.  Man  erkennt  auch,  dass  die  rechten  Seiten  der 
Relationen  ß)  und  y)  in  (1)  nichts  anderes  als  die  Minoren  dieser 
Determinante  sind.  Aus  dieser  Relation  kann  man  noch  safalreiche 
andere  ableiten,  wie  sie  die  Lehrsätze  fiber  adjungirte  Determinanten 


vergi.  Nr.  127  (1), 


vergl.  Nr.  132  (III). 
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Zweitor  TheU. 
f  liefern;  ich  will  hierauf  indeas  nielit  wäie 


(vergl.  Bd.  I  Nr.  87, 
eingehen. 

3)  Relationen  zwischen  den  Ctorarianten  des  Systems. 

a)  Die  Relationen  fDi  die  FunctionaldeterminaDten  {f,  »i),  (9,  9,), 
(i>,  #i),  (&i,  #t}. .  Sie  ergeben  sich  sofort  aus  der  allgemeinen  Formel 
Nr.  53  (UI).     Aus  ihr  erhält  mau  beispielsweise: 

2{f,  »,)  =  —  Äf^f+  Ai,  if.  [  vergl.  auch  Nr.  127  (3) 

und  ebenso 

2(»„*,) Bu,*  j 

2(»„»,) J!,„»      »ergl.  Np.  133  (IV). 

2(».,  »0 B,„/^  I 

^)  Darstellung  der  Functionaldeterminanten  %i  durch  gerade 
Formen: 

-  2*1*  =  A^f^*  —  "iA^^fpi^  +  A,p^tp^  1 

-  2»*  -  J.//  **  -  2Af^  /•*  +  A^^  p  Nr.  48  (I)- 

-  2*8»  -  A,/  ip*  —  2Af^  f^,•\■A^^f\ 

y)  Allgemeine  Relation  fQr  drei  quadratische  Formen: 


Aj^ 

■^9 


f 


^»,9, 

A,,,, 

^..», 

*i 

^».». 

^».., 

^».», 

». 

-1».». 

-!.,.. 

^.>. 

*» 

*l 

», 

». 

0 

Die  beiden  letzten  Relationen  gehen  wieder  unmittelbar  aus  der  alt- 
gemeinen  Formel  (IQ)  Nr.  ÖO  hervor. 

135.  Wätere  Selationen  noischen  den  Formen  des  Systemes.  Bei 
der  eingreifenden  Bedeutung  der  Theorie  quadratischer  Formen  fOr 
andere  Untersuchungen  will  ich  diese  Tabelle  noch  durch  einige  weitere 
Relationen  ergänzen,  die  wir  im  Folgenden  ableiten  wollen.  Aus  den 
Identitäten 

a^Xi*  +  2a,  «la:,  +  a^a^*  —  /■-=  0 

fo  V  +  2ri  i,  a;,  +  r,  V  —  If- =  0 
y,*»,*  —  2yii/,a;,  x^  +  j/,*V  —  (xy)*  ■=  0 

eliminiren  wir  die  vier  GrBasen  x,»,  2xiXj,  x^,  —  1  und  erhalten  die 

nothwendig  verschwindende  Determinante: 
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«0         "i      «,     f       \ 


I 


Ordüflii  wir  sie  nacli  der  letzten  Golonne,  so  erhalten  wir 


Nun  ist  aber: 


('^•■ty,')  ■  9  +  ("oOiüi')-*- 


K  ',  üi")  — 


-»i»> 


«•' 


-  »1  y.  »i 


—  («1  'l  —  «I  n)  ("l  »1  +  "l  »s)  frl  »I   +  '!  »j) 

—  (or)o,r,— »,(;,). 
Demnach  besteht  folgende  Relation: 

s  (a^»)'  -  /■  W  »,  W  +  9»  W  », «  +  *  W  »,  W 
oder  auch,  wenn  wir  x  mit  y  vertaaBchen, 

^  (« »)'  -  rt») »,  W  +  y  C») »,  («)  +  ♦(!()».  («)  ■ 


ai) 


Beid«  bilden  wieder  eine  Quelle  ueuer  Relationen.    Für  yi  ^  Xi  ei^ebt 
Bicb  au8  beiden  Gleichongen  (I)  und  (II)  die  Relation: 

/■#,  +  9*,  +  **,  —  0.  (III) 

Ersetzen  wir  dagegen  in  (II)  if,  durch  —  a^  (=  —  b^) ,  y^  durch  a, 
(=  —  6,)  etc.,  80  kommt: 

Rf  =  Af;»,  +  ^/,»,  +  A/*#,  I 

Ü9)  =  .d/,*, +  ^,#,  +  ^^*a      •  (IV.) 

Ebenso  findet  man  aus  der  Relaüon  (1),  indem  man  darin  die  Variable 
y  durch  die  Goefflcienten  der  Form  #<  ersetzt: 

JJ*,  —  A9^9j+  Ä9,»^g>  +  A».* 

B»,  — ^,,,/-+^.,.9  +  ^,,.^     ■,  (IV») 

In  derselben  Weise,  wie  wir  seinerzeit  (Nr.  48)  die  Relation  für  29*(x) 
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ermittelt  haben,   können  wir  nun   anch  Relationen    fOr  2#J^0^     etc. 
berechnen.    Es  ist  nämlicli: 


»iW^Cy,  *)  = 


-  XiXi   x^ 


(V) 


Durch  Multiplicittion  beider  Determinanten  erhalten  Vir: 
Ä^^     Ä^,p    tf>{x)  I 
2*,  (*)  *,  (y)  =    ^u.i)>    'Ivv    *  (ip)    ■ 
«•(y)   *(*/)   (*!/)*  I 
Analoge  Relationen  hat  man  fOr  2#,  (x)  d,  (y) ,  2  fr,  (x)  ^^  (y) .   Bändern 
wir  ferner  die  Determinante 

B  =  (öo  ff  1  r  j) 

einmal  verticat  mit  Elementen  0  und  horizontal  mit  x,*,  —  x,  a^, 
x^ ,  ein  sweites  Mal,  nachdem  wir  in  derselben  Determinante  die  Co- 
lonnen  gestürzt  und  die  zweite  Golonne  mit  —  2  multiplicirt  haben, . 
vertical  mit  0,  horizontal  mit  y*,  2y,  i/j,  y,'  und  bilden  das  Product 
der  Bo  erhaltenen  zwei  vieigliedrigen  Determinanten,  so  kommt  als 
Resultat: 

Alf    Af^     Af^     f{y)   j 

A^j    A^f    A^^    91  (y)  I 

A^f    Ayiip     A-^if,    ip  (y)  : 

fix)   -<f(x)    ♦(»)    (xy)' 
Bändern    wir   endlich   die   Determinante   R   durch    zwei   Saumreihen, 
nämlich   einmal   vertical  durch  die   Doppelreihe  0  0,   und   horizontal 
durch  die  Zeilen 

«g*    —  a;,  a^    «,*    0  0 

yJ'    -ffiffs    y*    00, 

ein  zweites  Mal,  nachdem  wir  die  Colonnen  gestürzt  und  die  zweite 
Golonne  mit  —  2  multiplicirt  haben,  vertical  wieder  durch  die  Doppel- 
reihe 0  0,  aber  horizontal  durch  die  Zeilen 


j  =0. 


(VT) 


yi*     2y,y,     y," 


0  0 
0  0, 
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SO  entsteht  durch  UultipHcation  der  beiden  fQnfgtiederigen  Determi- 
nanten die  leiste  Relation: 

I     A„     Aft     f(x)    fiy) 
,    A,,    A,^  <f(x)   tf(^) 

,,    A„    A„  *(a;)   tijj)     —  0-  (VII) 

/(i)    (.(j!)    »W     0      (xyf 
f(a)    9(3)    *(S)    («»)'     0 
Damit   mögen    die    Relatiioien,    welche    zwischen    den    FormeB    des 
Systemee  stattßDden,  ihren  Abachlnss  finden.    Wir  werden  in  mannig- 
fachen Unteranchnngen  von  ihnen  Gebrauch  machen. 

136.  Das  sinaUtane  System  von  n  quadratischen  Formen.  Ana  dem 
System  der  drei  Formen  f,  <p  und  ^  läset  eich  nun  leicht  das  System 
beliebig  vieler  quadratischer  Formen  erschlieseen.  Bezeichnen  wir  die 
Formen  mit  fi,  so  besteht  dasselbe 

1)  aus  den'  n  Formen  f^,  f%,  fs  •  ■  ■  fn  selbst, 

2)  aus  den  *^-^ Functionaldeterminanten  #a  "■(/)!  /*), 

3)  aus  den  ^"-+— ^  luTarianten  A}ift~{ji,  ftf,*) 

4)  ans    den  "'"i^g^/g"—   CJombinanten  Rn„  =-  {f,,  (/>,  U))* 

Mau  könnte  noch  die  Fra^e  aufwerfen,  ob  nicht  die  Ueber- 
echiebui^en  der  Fnncüonaldetenninanten  zu  neuen  Formen  fflhreo, 
nämlich  zweier  eolcher  Functionaldeterminanten,  welche  zusammen 
vier  verschiedene  Grundformen  enthalten,  wie 

(»,«,(/,,/■.))',    J-l,  2.  (I) 

Doch  ist  auch  deren  ReducibilitÄt  bereits  nachgewiesen.  Die  erste 
Ueberschiebung  ist  nämlich  redncibel,  als  Functionaldeterminante  von 
Functionaldeterminanten  j  die  zweite  nach  Nr.  133  (II).  Das  System 
besteht  also  in  der  That  nur  aus  den  oben  angeführten  Formen. 
Zwischen  diesen  bestehen  natürlich  wieder  eine  grosse  Zahl  von  Re- 
lationen,   welche    den   im   Vorhergehenden    aufgestellten   entsprechen, 


*)  liegt  man,  wie  Herr  Stnd;  es  geüian  hat,  bei  der  sjrmboliBohen  Dar- 
steUnng  einer  Form  f  uiclit  wie  wir  lineare  Fuetoren  zn  Grunde,  sondern  qua- 
dratische, so  lassen  sieh  alle  Inrariaiiten  von  f^  a^"  darstellen  durch  simnltane 
Invarianten  dieser  beiden  Fonnengmppen  vom  fl^pns  (afr)'  und  (ab)  (ac)  (6c). 
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Ton  denen  ich  hier  nur  diejenigen  anfuhren  will,  die  sich  anf  die  unter 
(I)  angegebenen  Ueberscfaiebungen  beziehen.     Man  hat: 

=  -  I  j  A,,nf„  -  A<onf,  +  A,„f,f,~  ^»p/i/ij  ,  Nr.  48  (\T) 
"       j  jiJ.e<'/'*--H*C"/"'j  Nr.  53  (in) 

-       -^  [  ^i(  A„  —  A„  ^p  j  .  Nr.  132  (11) 

4)  (J^^,  Aik,  A„«,  A„)  =  0.  Nr.  50. 

§  13.     Speoielle  qnadratlaohe  Formen. 

137.  Cotytigirie  quadratische  Formai.  Bei  der  Cayley'schen  Me- 
thode der  ÄiiflSsung  einer  Gleichung  vierten  Grades  mit  Hilfe  der 
Invariantentheorie  (vgl.  Nr.  175)  zeigen  sieb  drei  quadratiBche  Formen 
ip,  iff,  X  ((^'^  quadratischen  Factoren  der  Covariant«  t),  deren  zweite 
Ueberschiebaiigen  A^y,,  A^^,  A^j(  identisch  vergchwinden.  Wir  wollen 
allgemein  drei  solche  quadratische  Formen  /J,,  /*, ,  /*,  conjugirt  nennen, 
sobald  ihre  simultanen  Invarianten  A/^f, ,  A/,/, ,  A/j^  identisch  null 
sind.  Das  volle  System  dreier  conjugirter  quadratischer  Formen  ent- 
hält nicht  mehr  13,  sondern  nur  7  selbständige  Formen.  Die  Be- 
dingung A,^;^  •=  0  bewirkt  nämlich,  dass  die  Fuuctionaldeterminanten 
*o  =  (ft)  /i).  *i  ■=  (.fot  ^).  *s  ■=  (^0»  fi)  ^^°  Originalformen  ^,  resp. 
fit  fi  proportional  werden.     Denn  nach  Formel  Nr.  134,  3  (a)  ist: 

2«,,  *.)--A/,/.  +  ^/. /•■/;■ 

Da    aber   die    beiden    Invarianten    rechts    nach    Voraussetzung    ver- 
schwinden, so  ist: 

(/;,  ».)-o 

und  ebenso  (/",,  #,),  (/J,  &^.    Das  Verschwinden  dieser  Fanctional- 

determinanten  lehrt  aber  nach  Nr.  128,  dass  die  beiden  Formen,  auG 

denen  sie  gebildet  wurden,  einander  proportional  sind.   Man  hat  demnach 

*o  =  Cp  ■  /ö 

d.  =.  c. .  /; 

fr,  ==  c, .  /; . 

138.  Kammist^  Form  dreier  conjugirter  Formen.  Man  kann  sich 
fragen:     Welchen    algebraischen    Ausdruck    besitzen    drei    conjugirt« 
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Formen,  wenn  man  eine  derselben  in  ihrer  einfachsten  kanonischen 
Form  f^  °»  2Xi  x^  zu  Orunde  legt?  Znr  Beantwortung  dieser  Frage 
nehmen  wir  an  fi—*al  sei  eine  zu  /^  ■=  oj  conji^irte  Form,  dann 
mius,  weil  nach  Yoransetznng 

A.A  "■  <*o*4  —  2of,  o,  +ao''»""0,     O£,='**i'"0,     o,  =-1, 

aach  «1—0  sein,  d.  h.  die  betreffende  Form  ^  mnas  dem  Bascbel 
angehören: 

Sind  nnn  d  und  /g  zwei  Formen  des  Büschels  F,  die  nicht  nur  zn  /,,, 
sondern  auch  unter  einander  conjngirt  sind,  so  mlissen  ausserdem  noch 
deren  CoeMcienten  der  Bedingung  genflgen: 

■4^1  /,  =  "a  "i    "I"  •'o'  K*  =  0  . 
Hieraus  ergiebt  sich,  daas  die  drei  conjagirten  Formen  in  diesem  Falle 
die  Gestalt  annehmen: 

^  =  2a;,a:, 

/;  =  ^V  +  %*,» 

AmMrhmg.  Drei  specielle  Formen  dieser  Art  erhalten  wir,  wenn 
wir  bierin  r,  — °  1  setzen  und  Überdies  Oq  und  a^'  so  bestimmen,  daas 
die  Discriminanten  Af,/,,  A/^,  denselben  Werth  —  2  annehmen,  den 
auch  A/^^  besitzt.     Unter  diesen  Voraussetzungen  wird 

«0  =  ~  1 ,     a^  =i 
und  somit  werden  diese  drei  speciellen  Formen: 
/"o  ■=■       2x,  Xt 
f.~~  (*>'  -  =«,*) 

Fflr  diese  drei  Formen  berechnen  sich  die  Proportionalifötsconstauten 
in  den  am  Schlosse  von  Nr.  137  erwähnten  Gleichungen: 

sehr  einlach.  Denn  gerade  wegen  dieser  Besüehungen  reducirt  sich 
die  allgemeine  Relation  Nr.  134  (2,  o) 

J^ig  -^  Co  Af^f,  —  c,  4/,/,  =  Cj  4^,/, , 
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oder,  indem  wir  die  Zahlencoefficieatt«  eänfilhren,  auf 
0     1     0 

-  1     0     1    -=.  —  2co  =  —  2c,  =  —  2f,. 

-i    0     i 
Daraus  erhalten  wir; 

Daa  Froduct  dieser  drei  quadratischen  Formen  ist  eine  Form  sechaten 
Grades 

t  -=  CoDst  a\  ajj  (a^i*  —  x^*) , 

welche  Klein  (vgl.  Vorles.  über  das  Ikosaeder  §  10)  Octaeder  nennt 
Man  bann  DämliclL  die  Gauss'sche  Zahlenebene  so  auf  eine  im  Null- 
punkt berührende  Kugel  projicireu,  dasB  die  sechs  Wurzeln  der  Gleichung 
j  =  0  gerade  die  Eckpunkte  eines  in  die  Kugel  einbeschriebenen 
Octaeders  werden.  Wir  werden  auf  das  Octaeder  noch  später  eu 
sprechen  kommen  (vgl,  §  19). 

139.  Die  gmdratisdim  Formen  des  Wärfds.  Wir  hatten  ans  in 
Nr.  138  die  Aufgabe  vorgelegt,  quadratische  Formen  aufzustellen, 
deren  zweite  Ueberschiebnngen  4ri/i  (*^^)  Terschwinden.  Die  Frage 
kann  man  verallgemeinern:  Läsat  sich  eine  Gruppe  von  quadratischen 
Formen,  die  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzet),  so  bestimmen, 
dass  ihre  sämmtlichen  zweiten  Ueberechiebungen  ^/^/^  (i  ^  k)  einen 
festen  Werth  p  besitzen? 

Zur  Beantwortung  wählen  wir  wiederum  als  eiue  der  qnadra- . 
tischen  Formen  die  Form 

Wir  wissen,  dass  ihre  Discriminante  den  Werth  —  2  besitzt,  und  wollen 
annehmen,  dass  auch  die  übrigen  Formen  /',  (i  ■»  1 ,  2  . . .  n)  eine 
Normalform  besitzen  mögen,  so  dass  ihre  Discriminante 

A,„  -  -  2 
sei.  Dann  lautet  die  Frage:  Welches  sind  unter  diesen  Voraus- 
setzungen die  Formen  /*,  deren  zweite  Ueberschiebuogen  Af^f^{i'>k) 
sowohl  unter  einander  als  mit  ^  den  festen  Werth  p  besitzen?  Ea 
mag  von  vornherein  bemerkt  sein,  dass  dieser  Werth  ff  von  4;  2  ver- 
schieden sein  muBB.  Denn  da  die  gesuchten  Formen  keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  besitzen  sollen,  so  mflssen  die  Besaltanieo 

sein.     Nun  ist  aber  nach  Nr.  134  (1,  ß) 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Die  Formen  zweiten,  dritten  nnd  vierten  GrradeH. 


159 


■ß/ij 


^f,u     -2 


d.  h.  Af.f^  maw  tod  ±  2  rerecbieden  min. 

140.     Sei  nun  /",==■  a:"  -}*  26a:  +  c»  wobei  wir  noch  der  Einfach- 
heit halber  den   CoefGcienteo  von  x*  gleich   1  annahmen,   eine  erst« 
Form  von  den  verlangten  GigeoBehaften,  und 
fi  =  a3?-\-2ßx-\-y 
eine  zweite,  dann  mUssen  nach  unseren  Voraossetzungen  die  Bezie- 
hungen bestehen: 

Af,!^  —  2  (c  -  6»)  —  —  2 

■^M.  —      -  26     =      9 

A^.  =  2(«y-^  =  _  2  .  (I) 

^W,=      -2p     =       <> 

A;,,,~  y -{- ca  ~  2bß  ^  e 

Dies  sind  gerade  fDof  Gleichungen  mit  fOnf  Unbekannten.  Aus  den 
ersten  beiden  bestimmen  sich  die  Coefficienten  von  /j  linear;  aus  den 
drei  letzten  d^egen  erhält  man  eine  quadratische  Gleichung  fQr  a 
oder  y,  und  erkennt  somit,  dasa  es  ausser  („  /*,  f^  noch  eine  weitere 
Form  f^  giebt,  so  dass  die  üDnf  Invarianten 

■^/o/..  ^fj.,  -^ATo  ^f,h,  ^u, 
den  Werth  (i  besitzen.  Das  gestellte  Problem  verlangt  aber,  dass 
auch  Af^^  -■  (f  sei.  Da  jedoch  die  Coefficienten  von  ^  und  ^  durch 
die  obigen  fQnf  Gleichungen  schon  völlig  bestimmt  sind,  so  kann 
diese  Forderung  nur  mehr  eine  Bedingung  für  q  sein.  Nehmen  wir 
also  an,  p  sei  eine  positive  Grösse  and  fragen  uns,  welchen  nume- 
risofaen  Werth  muss  sie  besitzen,  damit  allgemein 

ist  Die  Beantwortung  der  Frage  liefert  uns  die  Relation  Nr.  136  (4), 
welche  zwischen  den  zweiten  Ueberschiebnt^n  von  vier  Formen  be- 
stehen muss,  und  die  wir  allgemein  in  Nr,  50  abgeleitet  haben.  Die- 
selbe war: 

\(f.  ff,  tf,  vY.  V,  *y.  V,  t)'\ 

|(*,  0',   (*,»)',   (*,*)',   (*,  z)' 
j  (X,  fr,   (i,  vY,   («,  *)",   («..  xS- 
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Setzen  wir  in  ihr  die  Werthe  +  q  und  —  2  der  zweiten  Ueberachie- 
buDgen  ein,  so  hommt; 


oder,  wenn  man  - 


(1  - .)' 


f>  Q,  P, 

■=  0  setzt  uod  geeignet  reducirt: 
Olli 
1—1  0  0 

1  0-1-1 

1         0         0-1 


—  0. 


oder  endlich:  (1  —  »)■  (o  +  3)  —  0. 

141.  Der  cnbische  Factor  (I  —  fl)*  =  0  liefert  p  =  —  2  als  Lösiug; 
diese  haben  wir  gerade  aasgeschlossen.    Es  bleibt  als  einzige  Lösnng 

0 3 

also  Q 1-  y 

unter  Benutzung  dieses  Werthes  gehen  die  lUnf  Coef&cieutenbedingungen 
(I)  aber  in: 

Ä(,,,  =  c  —  h*  ^  —  1 


Daraus  folgt  zunächst  i=  —  y,   c=- :,   ^  =  —  y 

erhält  man  für  a  und  y: 

,---._  +  - 

8     I 

'r T  I 

Denken  wir  uns  in  f^  die  Constante  y  in  der  Form  — - 
gehen  die  Gleichungen  (11)  in  die  symmetrisch  gebauten; 

?■  +  « 1 

»)■•-       1 


(H) 
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fiber,  woraus  man  erkennt,  dass  a  und  y'  die  beideij  dritten  Wurzeln 
t  und  E^  der  Einheit  sind.    Die  vier  gesuchten  Formen  f  sind  demnach: 

fo  ■=  23;,  i, 

s         ä  8      , 

f,  —  «Ä,»  —  |- 1,  a^  — -f  e*  Ä,* 

/;  =e»a^»—  y  3!,«,  —  -5-  £V- 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  quadratische  Formen  f  so  zu  bestimmen, 
dass  ihre  zweiten  üeherschiehungen  An  durchwegs  den   Werth  -j-  9 


Anmerkung.  Das  Product  der  vier  quadratischen  Formen  liefert 
eine  Form  achten  Grades: 

W^=CoDBt.  xy  (x«  — 8:c»i^-8y), 
wenn  wir  der  Einfachheit  halber  -^Xt^y,  x^  ^  x  setzen.  Klein 
nennt  diese  Form  (vgl.  Yorles.  Ober  das  Ikosaeder  §  5  und  10) 
Würfel,  da  man  wiederum  die  Ganss'sche  Zahlenebene  so  anf  eine 
im  Nullpunkt  derselben  berührende  Eugel  projiciren  kann,  dass  die 
acht  Wurzeln  von  W^O  auf  der  Kugel  acht  Punkte  bestimmen,  die 
gerade  die  acht  Ecken  eines  der  Kugel  eiubeschriebenen  Würfels  bilden. 
Ueber  diese  Form  W  vergleiche  auch  §  19. 

142.  Belationen  ewischen  den  vier  Forme»  fi .  Man  erkennt  direct, 
dass  die  Snmme  aller  vier  Formen  identisch  verscbwindet;  demnach 
hat  man  als   erst«  Relation: 

f,  +  fi  +  f,  +  f,-0.  (1) 

Aus   ihr  folgt,  dass  die  Summe  irgend   zweier  derselben  bis   auf  das 

Vorzeichen  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  ist.     Bezeichnen  wir 

eine  solche  Summe  mit  ipii,,  so  hat  man: 

Voi  =  —  Vss 

9m Vi»  (2) 

Vm  ■=■  —  Vli  ■ 

Da  also  die  sechs  Summen  zu  je  zweien  der  vier  Formen  /]  nur  drei 
verschiedene  absolute  Werthe  annehmen,  so  müssen  sie  sich  als 
Wnrzeln  einet  Gleichung  sechsten  Grades  darstellen  lassen,  die  sich 
durch  die  einfache  Substitution 

fh  ==  » 
auf  eine  cubische  *  ■=  0  rednciren  lässt. 

GoidBii,  InnriuitaD.   II.  11 
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Die  drei  Formen  qjj,,,  q>^,  y„  sind  drei  conjngirte  quadratische 
Formen;  denn  man  hat: 

(To.,  9'o,)*  =  0  (3) 

Dies  ergiebt  sich  sofort  durch  Rechnung.     So  iat  beispielsweise: 

Cfc .  i»»)'  -«+/;,  /i +/;)■-  4».  +  A,  +  ^!  +  ^1. 
— 2  +  I+I  +  I--0. 

Es  ist  femer  bemerkenswerth,  daas  auch  eine  lineare  Relation  zwischen 
den  Quadraten  der  vier  Formen  fi  existirt  Man  rerificirt  näm- 
lich sehr  leicht  durch  Rechnung: 

f,'  +  f,'  +  f,'  +  f,'-0.  (4) 

Anmerhung.  1.  Wegen  der  Relationen  (1)  und  (4)  redncirt  sich 
die  Gleichung: 

({-a(i-«(i-«(s-«-o 

auf  die  drei  Glieder: 

V  +  Äl  +  B-O. 
Durch  die  Substitution 

gebt  sie  fiber  in  die  Gleidiong 

v'  +  n-\-c  =  0,  ,  (I)   _ 

eine  Gleichung  vierten  Grades,  die  nur  einen  einzigen  Parameter  C 
besitzt.  Sie  bat  eine  cubische  Resolvente,  die  oben  erwähnte  Glei- 
chung ^^0,  die  natQrlich  ebenfalls  nur  diesen  einen  Parameter  C 
enthalten  kann.  Man  könnte  diesen  Umstand  benutzen  —  wenn  man 
nicht  aus  praktischen  Gründen  davon  absehen  müsste  —  die  allgemeine 
Gleichung  vierten  Grades  aufzulSsen.  Zu  dem  Zwecke  bringt  man  sie 
zunächst  —  was  immer  mSglich  ist  —  auf  die  Form  (I),  vergleicht 
die  Parameter  und  löst  nun  die  Gleichung  (I)  mit  Hilfe  der  cubischen 
Resolvente,  aus  deren  Wurzeln  ^n  sich  leicht  die  Wurzeln  ff  der  vor- 
gelegten Gleichung  bestimmen  lassen.     (Vgl.  auch  §  19.) 

Anmerha^.  2.  Herr  Brill  hat  im  20.  Bande  der  Math.  Anoalen 
(Binäre  Formen  und  Gleichung  sechsten  Grades)  gleichfalls  gezeigt: 
Man  kann  immer  vier  quadratische  Formen  so  finden,  dasa  zwischen 
ihnen  sowohl  als  zwischen  ihren  Quadraten  je  eine  lineare  Relation 
besteht,  also  dass  man,  wenn  fj  /j  /,  f^  die  vier  quadratischen  Formen, 
die  Beziebimgen  hat: 

/•. +/i  +  /;  +  A-n  (1) 

«,/.'  +  "!/;'  +  <'=/.'  +  «./;'-o.  (2) 
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.  Er  zeigt  ferner,  dass,  wenn  man  ii^end  drei  der  vier  Formen  durcli 
ihre  drei  FunctionaldeterminaDten  &n  ereetzt,  zwischen  dieser  und  der 
vierten  Form  ebenfalls  analoge  Relationen  bestehen.  Da  dies  anf  vier 
verschiedene  Arten  m5g1ich  ist,  so  haben  folgende  fDnf  Formen- 
Cjoadnipel 

/".   f»   u  n 

fl        *»»       *»4       *« 

*«      *M        /»         **1 
*1»     *»S      *SI        f* 

die  nämliche  Eigenschafl^  gleichzeitig  durch  Relationen  von  der  Form 
(1),  (2)  aneinander  gebnndfin  zu  sein.  Ist  also  ein  Quadrupel  ge- 
funden, so  erMIt  man  aas  ihm  stets  vier  andere.  Hiebei  kann  man 
jedes  der  fQnf  Quadrupel  in  irgend  einer  Fermntation  zn  Grunde 
legen,  um  auf  dieselben  vier  andern  zu  gelangen.  Man  hat  also 
24  ■  5  •=  120  Operationen  zur  Verfügung,  um  von  einem  Quadrupel 
auf  ein  anderes  der  ftlnf  za  gelangen,  und  insofern  bilden  die  fünf 
Quadrupel  eine  Gruppe  im  Sinne  der  Gleichungstheorie. 

142.  Die  quadratischen  Formen  des  Ikosaeders.  Indem  wir  der 
Invariante  A/^^  die  Bedingung  auferlegten,  dass  auch  sie  in  Ueber- 
einstimmung  mit  den  fQnf  übrigen  den  constanten  Werth  -{-  (>  besitzen 
mSge,  gelangten  wir  zn  vier  quadratischen  Formen,  die  durch  diese 
Bedingung  vSllig  beslämmt  waren.  Es  stand  uns  damals  aber  frei,  für  Ajj, 
den  Werth  +  ?  z«  wählen,  und  wir  wollen  nun  untersuchen,  zu  welchem 
Resultate  die  Wahl  jI/,/,  =  —  9  führt  In  diesem  Falle  wird  die  Be- 
dingung für  den  numerischen  Werth  von  p  dargestellt  durch  die  De- 
terminante 

=  0.    . 


Wir  ersetzen  in  ihr  wiederum  - 


-9,  -i 

—  dnrch  tf  und  erhalten  alsdann 


1, 
0, 
1, 


=  (ff*-i)! 


—  1,  ff 


■1  0 

a  1 

0  1 

1  -  1 
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Der  Factor  «*  —  1=0  fährt  wiederum  auf  den  Werth  p  ^  +  2, 
den  wir  aus  gleichen  GrOnden  wie  früher  verwerfen  mfiBsen.  Der 
andere  Factor  reducirt  sich  auf 

(ff  +  1)  («  -  1)  -  4  =  0 
oder 

<f  =  +  j/5. 
Die  Wahl  des  Vorzeichens  steht  ima  frei.    Wir  nehmen  zunächst 

«-  +  VB 


and  erha1t«ii  alsdaDn 


0  — 


V7 


Die  CoeiScientenrelatiosen  (I)  in  Nr.  140  gehen  dann,  wenn  wir  dies- 
mal den  noch  willktlrlichen  Coef^cienten  von  x*  in  f^  gleich  --=  wählen, 
anstatt  ihn  ,  ■     " 


I  frOher  gleich   1  zu  setzen,  über  in: 
-l^ 1 


yt 


Uß-- 


(in) 


Hieraus  folgt  zunächst: 

V6  yö  V5 

Die    dbrigen    Gleichungen    gehen    durch   Substitution    dieser   Werthe 
über  in: 


r-'- 


ks 


Vi, 

—  i 

WeDD  wir  hier  wiederum,   um   die  GleichnDgeu  symmetrischer  zn  ge- 
stalten, in  f,  den  CoelBcienten  a  durch  —^  a    und  den  Coefflcienten  y 


rsetzen,  so  erhalten  wir: 


«'  +  >■' 


1+V5  1 

2  [ 

1  I 


(IV) 
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Nim  sind  bekanDtlich  die  fünften  Wurzeln  der  Einheit 

_  1  +  ys            t^lO  +  2^^6                    _  ]  ^  V6  Vio  -  2  T/5 

(  -         ^  h  i  ^         ,     t ^  t  -      - 


1  —  T/6    ,     .  VjO  -3  T/6  4  — 1  +  Vh  .  yiQ  +  2T/5 

4  -r»  4  ,      «    =  ^  (  j 


Demnach   kann    mau    die    Gleichungen    (IV)   auch   in   der   Form 
schreiben 

.■  +  /-.  +  .<  (V) 

cc'  y'     ^    *  •  f * 
oder,  wenn  man  auch  in  den  Gleichungen  (IV)  der  YS  das  negative 
Zeichen  giebt,  was  nach  unseren  Eotwicklnogen  erlaubt  ist, 

'■+?■■"'',+/  (^'^ 

Die  beiden  Gleichungen  (V)  und  (VI)  aber  lehren: 

„Die  CoefGcienten  a'  und  y'   der  quadratischen  Form  ^   sind 

je  ein  Paar  6*  und  ef  der  fünften  Eiuheitswurzeln,  wenn  man 

dieselben  so  auswählt,  dass  die  Exponentensomme  v-^fi  =  5  ist." 

Es    esistireo    demnach    vier   Formen   f^,    welche   die    verlangten 

Eigenschaften  besitzen.    Wir  erhalten  also  aechs  quadratische  Formen 

von  der  Beschaffenheit,  dasB  ihre  fü&fzebn  zweiten  Ueberschiebungen 

■^/ih  (^^^)  '^'^  ^°^  *^'^^  Vorzeichen  abereinsümmen.    Sie  sind,  wenn 

wir  die  Formen  d,  ■  ■  ■  ft,  noch  mit  ~  multipliciren,  dargestellt dnrch: 


.^nm«rftt(nj7.  Das  Prodact  dieser  sechs  quadratischen  Formen  be- 
zeichnete Klein  mit  dem  Namen  „Ikosaeder"  (vei^l.  a.  a.  0.),  ans  den 
nämlichen  Gründen,  die  ihn  za  den  Bezeichnungen  „Oktaeder"  und 
,,WDrfel"  veranlassten.     Die  Gleichung  des  Ikosaeders  ist  demnach 
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oder: 

Idi  möchte  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  anch  zwischen 
den  sechs  quadratischen  Formen  specielle  Relationen  bestehen  mSseen, 
und  zwar  vier  an  der  Zahl,  da  sie  nur  von  den  zwei  Parametern  x^ 
und   Xj   abhängen.     In    der   That    findet    man    leicht    durch    directe 

Becbniing,  wenn  man  die  erste  Form  /^  noch  mit  ~  mnltipHcirt  und 


Bzeichnet,  die  vier  Identiläten: 

l*'-°' 

(I) 

l*'*-"' 

(2) 

!*'•=»• 

(3) 

|*''=(fcw^(±4 

w 

Aus  den  ersten  drei  Relationen    geht  sofort  hervor,    dass  die 
Gleichung 

die  Form  haben  wird 

Dnrch  die  Transformation  e  =  ya-y  geht  sie  Ober  in  die  Form 
Ü'  +  y'  +  Vy  +  c'-O.  (6) 

Aber  auch  diese  beiden  Gonstanten  b'  und  c'  sind  noch  von  ein- 
ander abhängig  wegen  der  noch  unbenutzten  Relation  (4).  Sie  sind 
beide  Functionen  ein  und  desselben  Parameters  X,  so  dass  also  (5) 
eine  Gleichung  sechsten  Grades  mit  einem  einzigen  Parameter  darstellt 
Wir  weiden  später  auf  solche  Gleichungen  noch  zo  sprechen  kommen. 
Nimmt  man  statt  der  sechs  quadratischen  Formen  ihre  eisten  Polaren 
fi,  so  bestehen  immer  noch  Tier  analoge  Identitäten,  wie  die  oben 
angefahrten.  Aber  die  Gleichung  sechsten  Grades,  welche  die  Quadrate 
dieser  Formen  zu  Wurzeln  hat;  besitzt  nunmehr  zwei  Parameter.  Es 
ist  dies  dieselbe  Gleichung  sechsten  Grades,  welche  Jacobi  zwischen  Theta- 
eiheu  im  3.  Bd.  des  Crelle'schen  Joamals  erhalten  hat.  Setzt  man  nämlich: 
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90  wird 

e(,t.5)_  1  +2(ts  +  2«<g'  +  2«Vj»+2ng"  +  2j"'H . 

oder. 

8(1(3)  —  ifA  +  A  +  i^A, 
wobei 

^.-2«  +2«"  +  2«"  +2ä"  +■■• 

4,-1     +2f  +  2s>"  +  2ä™  H 

^.-Sj-H-ai,'  +2a"  +24"  +•■•• 
Setzen   wir  aber  J^  ™  ^iJu  -^i  ="  C^Ciy!  +  ^J/i)»  -^  =  —  ^»ä» 
so  haben  wir: 

8{S)     -h 
8  (es)    -/;, 

8(e's)-/i„ 
QDd  dberdiea: 

9 (3") -f..- 
US  lassen  sich  also  in  der  That  diese  sechs  Tbetareihen  mit  den 
Polaren  der  sechs  quadraHschen  Formen  fa,  fi,  ■  ■  •  fs  identificiren. 

§  14.    Die  form  dritten  Grades. 
143.     Einleüende  Semerhungen.     Wir   haben   bereits  in  den  Bei- 
spielen  Nr.  37  und  Nr.  39,   welche   den   UeberschiebungsprocesB   er- 
läutern sollten,  eine  Reihe  von  Co-  nud  Invarianten  der  Form  dritten 
Grades  kennen  gelernt    Bezeichnet  man  die  cubische  Form  mit 
/■-=  003=1'  +  SaiXiXg  -f-  Sa^XiXj*  +  a^x^' 
=  a^  ■—  6J  =>  ci  ■=  etc., 
so  haben  die  a.  s.  0.  gebildeten  Govarianteu  die  symbolischen  Prodnete 
(/■,   n'  -{ahya,h,-^ 
(^,  ^)"  —  C06)"  {cd}'  (ad)  ((.«)  -Ajj-R 
U;d)  -(ab)'(ca)b.ü~V 
zum  RepnnentanteD.     Schon  damals  bemerkten  wir,   dase   mit  diesen 
vier  Formen 

f,  ^,  S,  Q 
das  volle  System  von  f  abgeschlosBen  ist,  A,  h.  dass  alle  übrigen  Co- 
nnd  Invarianten  von  f  sich  rational  und  ganz  durch  dieselben  dar- 
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stellen  lassen,  und  es  ist  unsere  erste  Aufgabe,  diese  Behaupttmg 
'  nachzuweisen.  Da  nun  alle  weiteren  Co-  und  Invarianten  nur  durch 
Ueberschiebung  der  drei  Corarianten  f,  ^,  Q  entstehen  können  und 
somit  durch  symbolische  Froducte  dargestellt  sein  müssen,  die  irgend 
welche  der  sechs  Klammerfactoren 

(06),  (a^).  (^^.),  (»«),  (^e),  (e«,) 

zu  Factoren  haben,  so  besteht  unsere  Aufgabe  darin,  den  Nachweis 
zu  tiefern,  dass  jeder  dieser  sechs  Elammerfactoren  Reducent  ist 
(vei^l.  Nr.  124),  d.  h.  dass  jedes  symbolische  Prodnct,  welches 
solche  Klammerfactoren  besitzt,  entweder  identisch  verschwindet  oder 
auf  Froducte  mit  Factoren  f,  /i,  It,  Q  redncirt  werden  kann.  Indem 
ich  nun  diesen  Beweis  antrete,  will  ich  nur  den  Beweis  fOi  die 
Reducenteneigenschaft  des  Klammerfactors  (ab)  nochmals  in  voller 
Ausführlichkeit  entwickeln.  Da  der  Gedankengang  bei  den  folgenden 
Beweisen  derselbe  bleibt,  so  wird  alsdann  eine  grSssere  Kürze  ge- 
stattet sein. 

144.  Der  Factor  (ab)  ist  Bedtuxnt.  Jedes  symbolische  Froduct 
P,  das  den  Factor  (ah)  besitzt,  muss  in  irgend  welchen  Verbindungen 
anch  noch  zwei  weitere  Symbole  a  und  zwei  Symbole  h  enthalten, 
wenn  es  eine  wirkliche  Covariante  von  f  darstellen  soll.  Wir  drücken 
dies  am  allgemeinsten  ans,  wenn  wir  s^en: 
re  =  (ab)  a^  Oxbrjbf 
mttss  ein  Factor  des  zu  untersuchenden  Prodnctes  P  sein,  wobei  £, 
X,  7j,  y  durch  irgend  welche  Symbole  ersetzt  sein  können.  Dieses 
Theilproduct  »  kann  als  eine  gemischte  Polare  der  Form 

n  =  (ah)  al  hl 
angesehen  werden  and  ist  mit  dieser  gleichzeitig  reducibel.    Die  Form 
n  ist  aber  ein  Glied  der  zweiten  Polare  von 

und  lässt  sich  somit  darstellen  durch  diese  Polare  (f,  f\<  selbst 
plus  Gliedern,  welche  den  Factor  (ahy(xy)  besitzen  (vergl.  Nr.  25). 
n  ist  also  reducibel,  sobald  (f,  f)yt  und  auch  die  Glieder  mit  dem 
Factor  {aby(xy),  oder  was  dasselbe  ist,  sobald  (f,  f)  und  (ah)*axhj 
reducibel  sind.  Der  Term  (a&)^a,I>p  ist  jedoch  ein  Glied  der  ersten 
Polare  von 

(/■,  rf  -  (ot)'«.». 

und  lässt  sich  somit  ersetzen  durch  diese  plus  Gliedern  mit  dem 
Factor  (aVf(xy).  Die  Reducibilität  von  77  ist  also  zurückgefOhrt  auf 
die  drei  Bedingungen,  dass  (f,  f),  (f,  fy,  (f,  ff  reducibel  sind,  d.  h. 
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auf  bekannte  Formen  fahren.    Es  ist  aber 

(f,f)-o,  (f.f)'-^,  (.r.D'-o, 

und  demnach  ist  »  reducibel,  and  (ab)  Rediiceiit. 

AnmerkuT^.  Ich  möchte  noch  bemerken,  dass  aich  diese  Dar- 
stellung der  Beducibilität  mit  der  in  Nr.  124  gegebenen  vollatändig 
deckt.  Wir  belegten  damals  Klamm erfactoren  mit  dem  Namen  Be- 
ducenteu,  sobald  das  Froduct,  welches  sie  allein  besass,  sammt  allen 
daraas  durch  Faltung  entstehenden  reducibßl  war.  In  der  Tbat  sind 
wir  hier  zum  gleichen  Resultate  gelangt,  denn  (f,  fy  und  (/",  fy  ent- 
stehen aus  (/*,  f)  durch  Faltnng. 

145.  Die  Factoren  (aJ)  und  (^•^i)  sind  Beduceaten.  Die  erste 
üeberBc hiebung  von  f  über  ^1  lieferte  die  Gorariante  Q\  die  zweite 
Ueberachiebung  aber  verschwindet  identisch  (rergl.  auch  Nr.  62,  Bei- 
spiele).    Denn  ersetzt  man  in 

JI  =  («&)    Ol  6a 

X  durch  e,  so  kommt: 

(c^y'=(aby(ac)(bc), 
nnd  somit: 

(r,  ^y  -  (fd)'c.  -  {aV,'{ac){bc)c,. 

Vertauscht  man  rechts  einmal  e  mit  h,  dann  auch  c  mit  a  und 
addirt  die  drei  so  erhaltenen  Ausdrücke  fBr  (/*,  J)*,  so   ei^ebt  sich: 

(/■,  ^)'  -  I  («i)(<.c)(6»)  {(ah)c-{ac)h.  +  (Sc)«.), 
oder: 

(/■,  ^'-0,  (I) 

da  der  in  der  Klammer  befindliche  Ausdruck  identisch  verschwindet. 
Weitere  Ueberschiebungen  von  f  über  ^  existiren  nicht;  (^  z/)  =  $, 
(/■,  jy  —  0,  folglich  ist  (a^)  Reducent. 

Ebenso  ist  (^^,)  Reducent,  well  {/l,  *4j=-Ü,  (^,  /fy  '=Ajj  ist. 

146.  Der  Faäor  {aQ)  ist  Reducent  Nach  den  Entwicklungen  in 
Nr.  144  haben  wir  nur  den  Werth  der  drei  Ueberschiebungen: 

(f,  Q),  (/■,  Qf  "■"i  (A  «■ 

SU  untersuchen.  Wir  schlagen  hiebei  ganz  den  regulären  Gang  des 
Ueberschiehnngsprocessee  ein,  indem  wir  zunächst  die  erste  Polare  von 
Q  bilden.     Es  wird: 

SQiQ„  =.  (c^)  \ci^,  +  2J.c^c^]  =  6f,  +  2G,,  (1) 

Wir  kSnnen  den  Auedruck  rechte  vereinfachen.  Die  Differenz  aus 
der  Polare  und  einem  ihrer  Glieder,  nämlich 
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hat  den  Factor  (ejy(xy).  Ein  Froduct  mit  dem  Factor  (cJ)*  ist 
aber  identisch  Null,  da  (f,  jy  =  0,  utid  ein  solches  Froduct  ans 
dieser  Form  durch  Ueberschiebung  entstanden  gedacht  werden  kann. 
Folglich  sind  die  beiden  Glieder  in  (1)  einander  gleich,  d.  h.  es  iet: 

und  demnach  wird  die  Polare: 

Ql  Cy  -  (C^)<^  ^,  -  {cJ)c,Cyd,.  (2) 

Hieraus  folgt  &ix  y^  =  —  h^^  y^^h^i 

oder,  indem  man  h  mit  c  vertaascbt  and  beide  Ausdrücke  addirt: 
(/■,  «)  -      y  (bi)cl.d.(,(fj)h,  -  (bJ)c.) 

oder 

(/■.  e)---!-^-  o 

Bildet  man  femer  die  erste  Polare  von  ^^,  so  kommt: 

^^^.  —  (a6)V6y.  (3) 

Wir  ersetzen  hierin  x  durch  ^'  und  erhalten  nach  Multiplication  mit  z/^ : 

Snbstituiren  wir  dagegen  in  (2)  fUr  x  das  Symbol  h,  so  kommt: 
(«6)'Ö,6,~(c6)»(c^)b,^,. 
Durch  Gomparation  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

Bechta  steht  die  erste  Ueberschiebung  von  ^l   über  sich   selbst^ 
sie  verschwindet  identisch;  also  hat  man; 

(/■,  e)'-o.  (u) 

Setzt  man  endlich  in  Q  <— (c.^)c3*^>  das  Symbol  h  an  die  Stelle 
von  X,  so  erhält  man: 

^Qbf  =  {cJ){chn^b). 

Dasselbe  ergiebt  sich,  wenn  man  in  ^  =  {cVfCxhx  an  Stelle  von 
X  das  Symbol  ^  substituirt,  nämlich: 

(^,  ^)*  =  (c^)(ci.)'(ft^). 
Durch  Gomparation  ergiebt  sich  also: 

(/■, «)'  -  -  («v  -  (^,  ^)'  -  Äjj.  m 

Die  drei  Ueberschiebungen  von  f  aber  Q  sind  somit  auf  bekannte 
Formen  reducibel  und  demnach  ist  (a0  Redncent 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Die  PormeD  «weiten,  drittan  nnd  Tieri«n  Gradea.  171 

147.  Die  Fadoren  {^Q)  und  (QQ*)  sind  Seäuceaten.  Der  Nach- 
weis, dass  auch  diese  letzten  Factofeu  ReducentsD  sind,  lässt  aich  nun 
auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Beziehungen  einfach  itlhien.  Da 
nach  Nr.  146  (2): 

QliQ,  =  (.cJ)4J„  (I) 

Bo  hat  man  hieraus  für  j/,  —  — ^„  y^  ■=  -^-J^ 

oder 

(^,  «)-       ^Ajj-f.  (IV) 

Setz(  man  in  derselben  Belation  (1)  statt  x  das  Symbol  /i{'~  J'\ 
so  kommt: 

da  rechts  der  Beducent  {c/ff  auftritt  (rergl.  Nr.  145  und  146).  Dem- 
nach ist: 

(^,«'-0  (V) 

und  folglich  ist  {^Q)  Beducent. 

Sabstitnirt  man  endlich  Q'  in  diese  Relation  (1)  fQr  die  Variable 
X,  und  multiplicirt  mit  Q'f{^=  Q^,  so  erhält  man: 

(ee7e,e;  =  («4(««)"  <<,«,• 

Der  symbolische  Ausdruck  rechts  besitzt  aber  den  Werth  -^Aj-j-^. 
Denn  die  erste  Polare  der  Terschwindenden  Üeberscfaiebung  (/",  Q)* 
—  (aQythQ^  ist: 

(/•,  e);  =  c«e)M«-e,  +  fe«pi=o; 

andemtheils  ist: 

(««)"i«.«,-«.»,i-(»e)V»)- 

Folglich  erhält  mau  durch  Addition: 

(««■<".«,-|(««)'(»!(), 
und  wenn  man  hierin  x  durch  d  ersetzt,  und  (aQy  durch  seinen 
Werth  Ajj,  so  kommt  endlich: 

also  ist  in  der  That: 

(C,«)'-Y-4^^-^.  (VI) 
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Weil  abfer  anch  sub  bekannten  Gründen  (Q,  Q)  =  0  und  (Q,  Q)'  =  0, 
so  ist  (Q,  Q"}  Reducent 

Demnacli  sind  alle  Überhaupt  möglichen  Elammerfactoien  ile- 
ducenten,  und  es  besteht  somit  der  Satz: 

„Das  volle  System  der  Form  dritten  Grades  /'  besteht  aus  den 
vier  Formen  f,  J,  Ajj,  Q." 
148.   Tabelle  der  üä>erschiebungswerUie  dieser  vier  Formen.     Ich  will 
die  in  diesem  Beweise  gewonnenen  Resultate  noch  einmal  tabellarisch 
ordnen.     Ist 

so  hat  man  als  symbolische  Darstellungea  der  Grundformen  des  Systemes: 

{(,f?-j  -(»(.)■«,», 

(ä,  Jf  —  Äjj  —  R  -  (ah)'  {cif  (ai)(f>e) 

(f,J)-Q      _  (c  ^)<ä  ^,  _  (ahf  (cb)  a  a.- 
ÄIb  üeberBchiabuDgawerthe  erhielten  wir: 

tf,o-o,  (/-,«■  -'d,  (f,n'-o  (1) 

(«.«-0,  {Q,(if-\Ajj-j,  (e,e)'_o       (3) 

('^,Q)-Y^'"'-f,  (^,  e)'-0  (r>) 

(f,  «)  -  -  I  ^,    {f,  «)■  -  0,    (/■,  e)=  -  Ajj.  (6) 

Unter  den  Covarianten  des  Systemes  befindet  sich  eine  schiefe  Form, 
nämlich  die  Covariante  Q.  Ihr  Quadrat  muas  sich  durch  die  übrigen 
geraden  Formen  darstellen  lassen.  Um  dies  zu  bewerkatelligen,  be- 
rücksichtigen wir,  dasB  sie  Functionaldeterminante  von  f  und  ^  ist. 
Indem  wir  die  allgemeine  Formel  für  Functionaldeterminauten  benatzen 
(Nr.  48,  T),  gelangen  wir  zu  der  bereits  von  Cayley  entdeckten  Relation 
zwischen  den  vier  Grundformen  des  Systemes: 

I  (/■,  n',  (f,  ^, 

2(f-\(f,Jf,   (J,Jf, 

I   f,       j, 

^.  0.  f\ 
0,  B,  j\ 
f,   ■^,    0  ■ 


2Q'+  J'  +  Rf  —  O. 


(I) 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Die  Fonneo  sneiten,  dritten  nnd  vierten  üradet.  173 

Wir  werden  bei  Auflösung  der  Gleichung  dritten  Grades  von  dieser 
Relation  Gebrauch  machen. 

149.  Das  Formaisystem  von  Q -\-  Xf.  Wir  sahen,  dase  die  Form 
f  eine  Covariante  gleichen  Grades  in  den  Yariabeln  heeitzt,  näinlich 
die  Form  Q  und  können  uns  demnach  die  Frage  vorlagen:  welchen 
Werth  haben  die  Grundformen  des  Bflschels 

.   ,  ^  «  +  *'• 

also  die  Formen 

^<t+i/i    Äft+iy»    Q<H^J- 
Wir  k5nDeD  zu  diesem  Zwecke  den  Weg  directer  Ueberscliiebung 
oder  aach  den  Aronhold'fichen  Process  benutzen.     Wir    wollen  hier 
den  ersten  einschlagen,  und  erhalten  in  einfacher  Weise: 
^w/  -  («  +  V,  «  +  »0'  -(«,«)"  +  2M«,  /■)■  +  i'if.  f)' 

_i-ü.^+l'^-(i'+|)^  (1) 

B»f  /  -  (('■  +  I)  ^.  (»■  +  I)  ^)"  -  {>■'  +l)\-^,  1f 

-(*•+!)'■«  (2) 

«w/  -  («  +  V,  (■!'  +  I)  ^)  -  (»'  +  I)  [(«,  ^)  +  MA  4 j 

-(A-  +  |)|-|/-+»e)-  (8) 

150.  Beispiele  ü«r  Vebvmg.  Wir  hatten  zur  Berechnung  der  Tabelle 
in  Nr.  148  lediglich  den  Ueberschiebungsprocees  benutzt.  Der  Um- 
stand, dasB  i  eine  Covariante  Q  besitzt,  die  gleichfalls  dritten  Grades  in 
den  Variabein  ist,  legt  den  Gedanken  nahe,  mit  Hilfe  des  verwandten 
Aronhold'schen  Processes  solche  üeberschiebungen  in  vielleicht  ein- 
facherer Weise  zu  ermitteln.  In  der  That  können  wir,  indem  wir 
eine  beliebige  Ueberschiebung  von  bekanntem  Werthe  deltairen,  auch 
Werthe  von  andern  Üeberschiebungen  berechnen.  Ich  erinnere  zu- 
nächst daran,  daas  wir  in  Nr.  63,  unter  der  Voraussetzung 

«/•-  e,  (I) 

folgende  Beziehungen  erhielten: 

ff^=.  — Ab/-,    rf^  =  0,    tfR==0.  (II) 

Deltairen  wir  nun  die  beiden  Relationen 

(/■,  ^-0 

tf,  «'-0, 
BO  erhalten  wir: 

«(/■,  4f  -  iSf,  Jf  +  (/-,  Id)'  -  0,  (1) 
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also  wegen  den  Beziehungen  (I)  and  (II) 

(«,  ^)'  -  0 

«(/■,«)'-(*/■,  «)'+(f,  ««■-",  (2) 

oder: 

oder: 

(«,«)' -|-^. 

Man  erkennt,  wie  auf  diesem  Wege  oft  in  sehr  einfacher  Weise 
Ueberschiebongen  berechnet  werden  können.  Wir  werden  bei  Gelegen- 
heit der  Theorie  biquadratischer  Formen  noch  ausgiebiger  von  dieser 
Methode  Gebrauch  machen. 

151.  Er^  Anteen^mg:  Die  Discriminanle  der  Form  f.  Bekannt- 
lich ist  die  Discriminante  einer  Form  darstellbar  als  Resultante  der 
gleich  nul)  gesetzten  ersten  DifiFerentialqootienten  dieser  Form.  (Vergl. 
Bd.  I,  Nr,  173  und  178.)  In  unserm  Falle  hier  sind  die  beiden  ersten 
DiEferentialquotienten  von  /*  >-  a£  —  tj  zwei  quadratische  Formen 
/",  =«i02 

and  die  Resultante  derselben  ist  nach  Nr.  129  gleich  der  Discriminante 
ihrer  Functionaldeterminante  &,  nämlich: 

2^* ü/,;..  (1) 

Nnn  ist  die  Fanctionaldeterminaute  von  /',  und  f^  dai^estellt  durch 
»«  (aJ)a,6,a,&g, 
oder,  wenn  man  a  mit  b  vertanscht: 

»mm  —  (ab)  a,ft,fc»o,, 
folglich : 

2#-=(o6)»Oxft*==^, 
d.  b.:   „Die  Discriminante  der  Form  f  ist  also   bis  auf  einen  Zahlen- 
factor  gleich  der  Discriminante  von  ^." 
Man  hat; 

also  wegen  Relation  (1) 

j-  A.JJ  •=  ü/,/,. 

Yerschwindet  die  DiBcriminante  von  f,  dann  hat  also  sowohl  f 
als  ^  zwei  gleiche  Wurzeln.  Wir  werden  sofort  sehen,  dass  in  diesem 
Falle  ^  ein  rationaler  Factor  von  f  ist,  nud«dafi8  die  Form  Q  den 
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Doppel&ctor  der  beiden  Formen  /  und  A  dreifach  enthält,  also  ein 
reiner  Cabua  ist. 

152.  Zw&ie  Änwendutig:  Auflosung  der  cubischm  Glächtmg.  Die 
Metihoden,  eine  Gleichung  dritten  Gradea  anfzulösen,  Trerden  nator- 
gemäss  zonSchst  darauf  gerichtet  sein,  sie  auf  eine  reine  cubieche 
Gleichang,  deren  Wurzeln  uns  ja  bekannt  sind,  zurückzufahren.  Hiezu 
bieten  ans  die  ToraasgegangeDeo  Entwicklungen  zwei  Belationen,  ein- 
mal die  Cayle/sche  Identität 

2^  +  >  +  K/'  =  0,  (1) 

dann  aber  auch  die  Relation 

-»WZ-d +  '■)■-='■  (2) 

Wir  gehen  zunächst  von  der  zweiten  Gleichang  aus.  Sobald 
nämlich  die  Hesse'sche  Form  ^fl+i/  von  Q-\-Xf  identisch  verschwindet, 
ist  nach  Nr.  55  die  Form  Q  -{-  Xf_  ein  reiner  Cubus.  Dies  tritt  also 
immer  ein,  sobald 

l  +  i'-O,  (3) 

und  damit  haben  wir  eine  quadratische  Elesolvente  der  cubischen  Form. 
Setzen  wir  ihre  beiden  Wurzeln: 

80  sind  dis  beiden  Formen: 

Q  +  V,    C  +  V 

die  dritten  Potenzen  zweier  linearer  Formen,  die  wir  mit  a,  resp,  ß^ 
bezeichnen  wollen.  Für  jene  Werthe  von  x  aber,  welche  das  Ver- 
schwinden von  /''^bewirken,  besteht  wegen 

«  +  '■^-"■■1  (4) 

die  Beziehung 

•i-ßi, 

d.  h.:  „Die  drei  Wurzeln  von  f  bestimmen  sich  beziehungsweise  aus 
den  drei  Gleichungen 

a,~ß.     =0 
a,  —  e(S.  =  0 
^  «,  —  «%=- 0.« 

Demnach  lässt  sich  f  bis  auf  eine  Constante  als  E*roduct  folgen- 
der drei  linearer  Factoren  schreiben: 
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'e+y-f  ■/■-.' l/«^(/-f/-}- 

Es  ist  hiebei  oicht  nöÜiig,  direct  die  dritte  Wurzel  ans  Q  +  1/ —  ■  f 
auszuziehen;  vielmehr  braucht  man  nur  die  erste  Polare  zu  bilden 

ei«,  +  j,ß/',-«>, 

Q'.Q.  +  i,flf,-ß'.ß, 

und  nun  etwa  x^  -»  1 ,  rc,  —  0  zu  setzen.  Die  sich  so  ergebenden 
Werthe  a^  und  jS^  sind  bis  auf  Constaote  gleich  den  dritten  Wurzeln 
aus  dem  vollständigen  Cubus  Q  -\-  Xif. 

153.  Wir  können  nun  aber  auch  die  Gayley'sche  Relation  zur 
Auflösung  der  Gleichung  dritten  Grades  benutzen,  welche  nns  zugleich 
auch  Aufschluss  Ober  die  Bedeutung  der  beiden  linearen  Formen  a, 
und  ßg  giebt,  auf  die  wir  im  Yorausgebenden  gef3hrt  wurden.  Wir 
schreiben  zu  dem  Zwecke  die  Relation  (I)  Nr.  148  in  der  Form: 

^' {2Q'  +  Er], 

oder  auch 

^.  _  -  2  {« + /-y^j  (« - /-l/rij . 

Auf  der  linken  Seite  befindet  sich  nun  ein  reiner  Cubas,  und 
rechts  das  Product  zweier  Formen  dritten  Grades,  welche,  da  im  all- 
gemeinen f  und  Q  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen  werden, 
ebenfalls  keinen  Theiler  haben.  Demnach  mass  jeder  Factor  rechts 
einzeln  ein  voller  Cubas  sein,  etwa: 

WO  nun  «i  und  /!,  bis  auf  den  Factor  -r-  mit  den  in  Nr.  152  gleich 

bezeichneten  linearen  Factoren  fibereinstimmen.    Wir  haben  demnach 

^8=  —  Salßl,  , 

oder 

^=  — 2«,|3,.  (1) 
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Hiebe!  iat  rechts  noch  eine  der  dritten  Einheitswurzelo  als  Factor  zu 
denken. 

Wenn  wir  nun  die  Form  f  so  traneformiren,  dass  au  Stelle  der 
Tariabeln  x^  tmd  x^  die  Linearfactoren  von  ^  eintreten,  eo  geht 
/  ■=  0  in  eine  reine  cabische  Gleichang  über.  Es  ist  nämlich  nach 
Nr.  148: 

(/■,  ^)'-a,(aa)(a(0-=-O, 
d.  h.:  „Jedes  symbolische  Prodnct  mit  dem  Factor  {att){a(i)  hat  den 
Werth  nolL"    Erhebt  man  daher  die  Identität 

«.(«/») -«,(a(S)-/*^(««) 
auf  die  dritte  Potenz,  so  ei^ebt  sich: 

«*.(««■  -  <(««'  -  «(««)'  -  «■  A*  (2) 

Die  Form  f  ist  also  unter  Zugrundelegung  der  Linearfactoren  Ton 
d  in  eine  reine  culyecbe  Form  transformirt,  nnd  man  erkennt  zugleich, 
dass  es  hiebei  wegen  der  überall  auftretenden  dritten  Potenzen  gleich- 
giltig  ist,  welche  dritte  Einheitswnrzel  wir  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (1)  als  Factor  geben. 
i,  Zur  Auflösung  der  cnbischen  Gleicbang: 

/■"=  ax^  -\-  Zbx^x^  -\-  ^cx^x^  +  dx^  =  0 
bat  man  demnach  folgenden  Weg  einzuschlagen. 
Man  bilde  zunächst  die  Hesse'sche  Form  von  f 
-^  z/  =  (ac  -  6»)a:,^  +  (od  —  bc)x^Xi  +  Q>d  —  c»)  V 
und  suche  die  beiden  Wurzeln  derselben: 

^'  =,  (6c  —  ad)  ±  Vifld  ^bey~—~i(bd  —  c'I ("^c^  6'") 
p,  2(ae-6') 

Es  ist  alsdann: 

4  ^  *=  ^  (*i(*i  -  *s^i)(«ifH  —  «*^s)- 
Mit  Hilfe  der  Transformation 

Vi  =■  Pi«i  —  i-iX^  —  c. 
y*  =■  fti3:,  —  l^Xt  =  ß^ 
geht  /■  in  die  Form  Über 

die  nun  durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  gel&s^  werden  kann. 

154.  Sdilusshem^latngeR,  Sind  die  Ooefflcienten  von  f  reell  und 
ist  R  =  Ajj  negativ,  so  besitzt  f  eine  reelle  nnd  zwei  imaginäre 
Wurzeln. .  Dies  erkennt  man  direct  aus  der  Darstellung  (6)  der  Form 
f  in  ^r.  162. 
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lat  ü  =3  0,  Bo  besitzt  /  zwei  gleiche  Wurzeln  and  ebenso  i/.  Id 
diesem  Falle  ist  oatfirlicli  die  in  Nr.  153  g^ebene  Transfonn&üon 
von  f  unmöglicli.  Die  Hesee'sclie  Form  ist  dann,  wie  schon  früher 
erwähnt,  Factor  von  f.    Denn  da  in  jedem  Falle  nach  Kr.  152  (4) 

Q  +  V^^f—l 

so  ist  demnach: 

2rV^-«i-/si=(«.-fr)-(«.-*w-(«.-*%) 

wo  (f  eine  Constante. 

Ist  nun  ü  -=  0,  also  a^  =  ßx,  so  wird 


Es  ist  aber 
oder: 


also  nach  Division  mit  dem  linearen  Factor  a^: 

Daraus  schliesst  man,  dass  ec^  der  Doppelfactor  von  f.  [Vergl. 
Kr.  99,  (3).]  Ueberdies  sieht  man,  dass,  im  Falle  Ü--0,  ^  die  dritte 
Potenz  des  Doppelfactors  von  /  ist. 

Ist  endh'ch  ^  selbst  identisch  null,  so  ist  nach  Nr.  65  die  Form 
f  der  Cubus  einer  linearen  Form. 

§  15.  Das  FoTmensystem  der  Form  vierten  QrsdsB. 
155.  Die  fundamentalen  In-  und  Covarianten.  Wie  bei  den  Formen 
dritten  Grades,  so  liefern  anch  hier  die  Ueberschiebungen  von  f  Ober 
sich  selbst  nnd  Ober  ihre  Hesse'sche  Govariante  das  Tolletändige 
System  der  Form  vierten  Grades,  d.  h.  die  Gesammtheit  jeuer  Formen, 
durch  welche  sich  alle  Qbrigen  Co-  nnd  Invarianten  ganz  und  rational 
ausdrücken  lassen.  Wir  haben  diese  Ueberschiebungen  {f,  ff,  {f,  Af 
bereits  früher,  insbesondere  auch  in  §  8  unter  den  Anwendungen  des 
Processes  der  Reihenentwicklung,  kennen  gelernt,  und  wollen  nur  noch 
einmal  die  dort  gewonnenen  Resultate  zusammenfassen. 
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Bezfticbneii  wir  mit 

=■  (^  -=  &*  =  (^  =  . . .  etc. 
die  gegebene  Form  vierten   Grades,   so    sind    die    erwälmteii   Formen 
durch  folgende  symboliache  Prodacte  dargeatellt: 

V,  fT -("!>)' ''.f. -^ 

if,  ff~(ah)<-         -i«) 
{f,A)  —  (o^joj^;— (<ii)'(c6)<5oJi,— < 
(/■,  ^'  -  (o^)'        -  {ah)\bc)\mf  -j'). 
Diese  fünf  Formen: 

f,   ^,  t,  i,  3 
bilden,  wie  schon  erwähnt,  das  ToUstSndige  System  der  Form  f,  und 
mit  dem  Beweise  dieser  Behauptung  wollen   wir   uns  nun  im  Folgen- 
den heschäftigen. 

156.  Gedankengang  des  Beweises.  Ii^end  eine  Co-  oder  Invariante 
von  f  kann  nur  durch  Ueberschiebnng  der  Formen  f,  ^,  t  über  sich 
selbst  oder  Dber  einander  entstehen.  Legen  wir  hiebei  t  in  der  Form 
(fi^){^^x  zu  Grunde,  so  enthält  jedes  symbolische  Product,  das  bei 
diesem  üeberschiebungsprocess  entsteht,  nur  Symbole  a  nnd  jJ,  und 
zwar  ausser  in  Factoren  erster  Art  tix,  ä,  nur  in  den  drei  allein  mSg- 
lichen  Elammerfactoren: 

(ah),  (aJ),  (^4). 
Gelingt  es  uns  also  zu  zeigen,  dass  alle  Formen,  welche  einen 
dieser  drei  Elammerfactoren  enthalten,  reducibe)  sind,  vergl.  Nr.  124, 
so  ist  damit  auch  bewiesen,  dass  ausser  den  erwähnten  fQnf  Formen 
keine  weitem  esistiren  k5nnen,  die  sich  nicht  rational  und  ganz  durch 
die  gegebenen  f,  ^,  t,  i,  j  ausdrücken  lassen. 

Wir  werden  demnach  zaerst  die  zunächst  liegenden  einfachen 
Ueherschiebungen  von  f  über  ^,  und  ^  über  ^  berechnen,   wobei 


•)  Eb  ist; 

i  -  (aS)' 

-  ",''.' 

-lo, 

0,4, 

■k,  + 

•". 

-äÄS. 

-4i 

J.+ 

»^■). 

=  (a6)'{6c)'(c<.)'- 


■  6  (doOi"«  —  'h'h*  ~  <'i'<»4  —  "i'  +  20,0,03)  ('ergl.  Bd.  I,  Nr.  40), 
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sich  als  erstes  Resultat  ei^ebt,  dass  sich  die  80  entstehendes  Formen 
in  der  That  durch  die  fSnf  Gnmdformen  rational  und  ganz  aus- 
drücken  lassen. 

Sodann  zeigen  wir  auf  Grund  dieser  Thateache,  dasa  die  Elammer- 
&ctoren 

(06),  iadf,  {aJ)(pJ),  iJJ,) 

Reducenten  sind,  und  daraus  ergiebt  sich  alsdann,  daas  jedes  durch 
Ueberschiebung  von  f,  J  und  t  entstehende  Product  redueibel  ist. 
Die  obenerwähnten  Elammerfactoren  {ah)  und  (^^,)  sind  unter 
diesen  Redncenten,  und  was  symbolische  Producte  mit  dem  Factor 
(a^)  betrifft,  so  haben  sie  entweder  diesen  ganz  allein  und  dann 
nothwendig  auch  noch  die  Factoren  a%- Jl,  d.  h.  sie  besiteen  t  als 
Factor;  oder  sie  haben  als  nächst  einfachsten  Fati  die  Factoren  {aÄf, 
resp.  (aA)(J)A),  und  von  diesen  wollen  wir  ja  gerade  beweisen,  dass 
sie  Reducenteneigenschaft  besitzen. 

157.  Die  Ud>erschi^un^en  (/",  jy,  {J,  Af.  Den,  ersten  Theil 
des  Beweises  haben  wir  bereits  in  früheren  Untersuchungen  zum 
grössten  Theil  erledigt,  oder  können  ihn  wenigstens  anf  Grund  der 
dort  gewonnenen  Resultate  rasch  zum  Ziele  führen. 

Die  üeberschiebungen  (/",  ^),  {J,  df  haben  wir  in  das  System 
aufgenommen,  und  {A,  J),  (^rf,  i^  verschwinden  identisch;  die  Formen 
(/",  Jf,  {f,  jdf  wurden  in  §  8  berechnet  als  erste  Anwendung  des 
Processes  der  Reihenentwicklung,  wobei  wir  die  Werthe 

(/■,^)'-o 

erhielten.     Es  erübrigt  also  nur  noch  die  Berechnung  von 
(^,  Jf   und    (^,  /if. 

158.  Serechming  von  (J,  J)K  Die  üeberschiebnng  (^,  ^y  geht 
ans  der  zweiten  Polare  ^,>  hervor,  wenn  wir  darin  y  durch  ^,  er- 
setzen, und  mit  ^^  multipliciren.  Diese  zweite  Polare  ist  aber  das 
erste  Glied  in  der  Reihenentwicklung  der  Form 

Daher  ist: 

(»j)(6^»«;<-i(^,^'  +  -l-i.z(,  (1) 

Hiebei  entsteht  das  symbolische  Product  links,  wenn  wir  in 
(fi^'hgJx,  y  durch  a  ersetzen  und  mit  i4  multipliciren.     Entwickeln 
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wir  aber  diese  Form  nach  Reibe  (YIII)  §  7,  so  kommt: 

oder  weil: 

(h^  b,d.  —  (f,  df  —  0 

(bJf  -  (/■,  Jf  -3, 

BO  ergiebt  sieb  nacb  ^usßlbruDg  der  erwäbuten  Sabstitutioii 

{ab)(b^)'^.a:-lj-f,  (2) 

und  demnach  durcb  ComparatJon  von  (1)  und  (2) 

(,j,jj'-{-j-f-i^.  (3) 

159.  Berechnung  von  {^,  Af.  Der  Werth  dieser  Invariante  wird 
am  einfachsten  erhalten,  wenn  wir  in  der  Ueberschiebuog 

X  durch  b,  und  gleichzeitig  in  der  Identität 

X  durcb  ^  ersetzen.     Wir  erhalten  alsdann: 

i.i-(a^)'(oi)'(^4)' 
(d,  jy  —  (abyiajyQiJf, 
und  demnach  durch  Gomparation: 

{d,^^-'l-  ■  (4) 

Eiemit  ist  der  erste  Theil  unserer  Aufgabe  erledigt  Es  zeigte 
sich,  das3  in  der  That  die  Ueberschiebungen  {f,  Jf  und  {/i,  Af-  keine 
neuen  Formen  erzeugen.  Im  zweiten  Theile  haben  wir  nunmehr  nach- 
zuweisen, dass 

{ah),   {aAf,   (z/^i),    (a^)(6^) 
Beducenten  sind. 

160.  Diß  Beducenten.  Auf  Grund  der  nunmehr  berechneten  Ueber- 
schiebungswerthe  ist  nicht  schwer  nachzuweisen,  dass  zunächst  (ab), 
(Oiff)',  i'^^i)  ßeducenteneigenschaft  besitzen.  Denn  entwickelt  man 
die  entsprechenden  einfachsten  symbolischen  Producte 

in  die  Reihe  (VIII)  §  7,  so  findet  man,  dass  die  rechts  auftretenden 
Elementarcovarianten  sämmtlich  Formen  des  Systems  sind.  Man  er- 
hält i^mlich: 
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(»^)'o;^-|/;.  +  ij(»!,)'  (2) 

(^4X/(;,--l-(jr,.  -  4  ^,.)(*!')  +  ä'M»»)'-       (3) 

Nun  kaon  jedes  symboliache  Produot,  das  {ab),  oder  (fi-äf,  oder 
(i*^i)  zum  Factor  hat,  durch  Ueberschiebung  mit  den  Formen  (1), 
resp.  (2),  (3)  oder  deren  Polaren  gewonnen  werden  (vergl.  §  3)  uod 
die  Gleichungeu  (1),  (2),  (3)  lehren  daher: 

1)  Alle  Formen,  welche  (ab)  zum  Factor  haben,  lassen  sich 
reduciren  anf  Formen,   welche   an  Stelle  der  beiden  Symbole 
a  und  b  nur  mehr  das  eine  ^  besitzen  and  auf  Formen,  die 
i  zum  Factor  haben. 
*         2)  Alle  Formen,  welche  (aJ)*,  (J^i)  besiken,  lassen  sich 
auf  Formen  reduciren ,  welche  i  oder  j  zum  Factor  haben, 
und  daher  sind  die  erwähnten  Elammerfactoren  in  der  That  Redacenten. 
(Vergl.  Nr.  124.) 

161.  um  nun  die  gleiche  Eigenschaft  auch  für  (a^){bJ)  nach- 
zuweisen, denken  wir  uns  wieder  das  einfachste  symbolische  Product, 
das  (d^)  (i'^)  zu  Klammerfactoren  besitzt,  nämlich 

in  ein«  nach  Potenzen  von  (xy)  fortschreitende  Reihe  entwickelt  Dann 
enthalten  alle' Elementarcovarianten,  abgesehen  von  der  ersten,  den 
Factor  (ab)  und  sind  demnach  reducibeL  Nun  ist  aber  nach  dem 
Productaatz  diese  erste  Elementarcovariaste : 

und  somit,  weil  rechts  nur  Reducenten  sich  befinden,  gleichfalls  re- 
dncibel.  Es  ist  also  auch  P  reducibel  und  (a^{bjd)  Reducent.  Damit 
sind  wir  aber  am  Schlüsse  unseres  Beweises  angelangt  Jedes  sym- 
boliache Product,  das  eine  Co-  oder  Invariante  der  biquadratischen 
Form  darstellen  soll,  kanu  zunächst  reducirt  werden  auf  eine  Summe 
von  Producten,  die  i  oder  j  zum  Factor  haben,  oder  wenigstens  auf 
Producte,  mit  weniger  Symbolen  a  oder  ^.  Durch  Wiederholung 
der  Reduction  wird  schliesslich  jedes  symbolische  Product  reducirt  auf 
eine  rationale  ganze  Function  der  Formen  f,  J,  t,  i,  j. 

162.  Die  FundamenUäir^aMon  ewischen  den  fünf  Formen  desSystemes. 
Zwischen  den  fQnf  Formen  des  Systemes   besteht  eine   Relation,  die 
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wir  sofort  nach  allgememen  Gesetzen  berechnen  können.  Die  Covariante 
t  aeclisten  Gradee  ist  aämlicli  Fnnctionaldeterminante  von  f  und  z^, 
und  demnacli  ist  ihr  Quadrat  durch  die  geraden  Formen  des  Systemes 
darstellbar.     Man  erlült  nach  Nr.  48,  (I): 


^1 

— /".     —f- 
6  ' '      6  ' 


if' 


■if- 


163.  Belaiionen  nur  Berechnung  der  Uä}ersdiiä>ung  von  t  über  sick 
selbst  und  über  f  tmd  ^.  Ans  den  letzten  UnterBuchungen  geht  hervor, 
dass  die  Ueberschiebungeu  von  t  über  eich  selbst  and  Aber  f  und  z/ 
zu  keinen  neuen  Covarianten  Veianlassmig  geben  können.  Wenn  wir 
im  Folgenden  sie  dennoch  berechnen,  so  geschieht  dies  einmal,  weil 
sich  uns  hier  ein  lehrreiches  Beispiel  fllr  die  Behandlung  derartiger 
Aufgaben  darbietet,  dann  aber  auch,  weil  gerade  die  Ueberschiebungeu 
von  t  Qber  sich  selbst  interessant«  Aufschlüsse  über  den  Charakter 
dieser  Corariante  gewähren.  Am  besten  wählt  man  zur  Bildung  der 
durch  diese  üeberschiebungen  entstehenden  Formen  als  Ausgangspunkt 
die  Form: 

welche  wir  schon  früher  als  Combinante  charakterisirt  haben.     Ent- 
wickelt man  dieselbe  nach  Potenzen  von  (j/^r),  so  erhält  man 


(1) 


Von  den  ElementarcoTarianten  dieser  Form  P  verschwinden  i 
alle  bis  auf  die  zweite: 

m 


Der  Coefficient  dieses  Gliedes  der  Beihe  (1)  ist  - 


-  =  2;  also 

erhalten  wir:  ^V 

oj  ^i  -  oi  ^;  =  4  ti  ti  {j)x);  (I) 

daraus  ei^eben  sich  durch  Polarisation  nach  y  die  zwei  weitem  Formeln: 
a^a,^i~  c^^lJx  —  3titf(i/x)  (II) 

öjoj^i  — 0i^;^3=2ä^(ya:),  (III) 
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wobei  alao: 

(a^)alJl=tl.  (IV) 

Anf  den  rechten  Seiten  dieser  vier  Formeln  befinden  eicb  Polaren  von 
t,  TOD  der  nullten  angefangen  bis  zur  dritten.  Je  nacbdem  wir  also 
fQr  y  die  Symbole  a,  ^,  i  in  dieselben  eintragen,  erhalten  wir  der 
Beihe  nach  die  gewflnschten  Ueberschiebungen,  ausgedrüctt  in  Sym- 
bolen Ton  a  und  ^  allein. 

164.  Die  ersten  Ueberschiebungen.  Hiezu  benutzen  wir  Formel  ÜI, 
wir  setzen  darin  zunächst  y^  =  b^,  y^^  —  &i  und  multipliciren  mit 
bl;  dann  erhält  man: 

sodann  ersetzen  wir  ^i  durch  ^',  y^  durch  ^^    und  bekommen: 
(aJ'Yal^'J-^-  /■  {^J'y^l^'J''~2(t,  J)  =  ^fii^  —jf).    (2) 
Hiezu  tritt  als  erste  Ueberschiebung  von  f  Über'sich  selbst; 

(',  0  =  0.  (3) 

165.  Die  zweiten  Ud/ersdti^ngen.  Wir  ersetzen  in  Formel  (II) 
zuerst  y  durch  b,  dann  y  durch  ^';  beide  Male  erhalten  wir  als  Kesaltat 
nnll;  daher 

(l,f)'-0  (4) 

(i,jy~o.  (5) 

Substituiren  wir  aber  für  y  das  Symbol  t',  so  entsteht; 
oder 

(/■,  O'-^-K  ()'/■-((,  <■)'• 

Fuhren  wir  f&r  die  sofort  zu  berechnenden  Ueberschiebungen  (f,  ty 
und  (^,  t)'  ihre  aus  (7)  und  (8)  hervorgehenden  Ausdrücke  ein,  so 
kommt:  , 

-i  [jf-  i^]^-  i  I  J/-_j^)  /■_  3(1,  0', 
oder 

-i(izC-2i^/'+|rl-«,0'-  (6) 

166.  Die  dritten  Uä>erschiei>ungen.  Sie  gehen  direct  aus  der 
Combinante  P  selbst  hervor  [Gleichung  (I)],  indem  man  der  Keihe 
nach  y  durch  b,  ^',  t'  ersetzt     Man  erhält: 

4((,  rt'-i^-jY  a) 

i(t,d)'-jj-'^f  (8) 

4((,  (7-0.  (9) 
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167.  Die  vierten  und  funßen  U^>erschiebungen.  Wir  benutzen  zu 
diesen  Bildungen  eine  andere  Ausgangsform. 

Gemäss  der  Beihenentwicklong  (IX),  §  7  ist: 

oder 

Ersetzen  wir  hier  y  durch  b,  so  folgt: 

Nun  ist  aber  (/",  /^*  =  0,  und  ebenso  verschwindet  die  linke  Seite, 
da  sie  durch  Yertanschung  ron  a  mit  b  ihr  Zeichen  ändert,  daher: 

AO'-o,  (10) 

und  ebenso 

(l,^)'-0,  (U) 

wie  aus  (10)  direct  durch  den  Aronhold'schen  Process  (rergl.  auch 
§  16)  hervorgeht.  Beide  Besultate  sind  auch  a  priori  einleuchtend. 
Denn  diese  Ueberschiebungen  wUrden  quadratische  Govarianten  er- 
zeugen, die  aber  unmöglich  durch  f,  J,  t  sich  rational  ausdrucken 
lassen. 

Die  vierte  Ueberachiebui^  von  t  über  sich  selbst  gewinnt  man 
wiederum  ans  der  Formel  (11),  Nr.  163,  wenn  man  darin  zuerst  x 
mit  y  vertauscht,  also  aus: 

oj  ^  ^^  -  a«  o^  ^;  =  3  ^  i»  (jcr). 
Man  substituirt  t  fQr  y  und  erhält: 

Die  beiden  Glieder  links  verschwinden  einzeln  wegen  der  Symbol- 
fiictoren  (at)*,  resp.  (dt)*,  vermöge  welcher  dieselben  durch  üeber- 
schiebung  mit  (/",  0^  =  0,  resp.  (^/)*  ■=  0  entstanden  gedacht  werden 
können. 

Somit  haben  wir  die  wichtige  Station 

(i,  0«-0.  (12) 

Durch  sie  wird  t  als  eine  ganz  specielle  Form  ihres  Grades  cbarakterisirt. 
Wir  werden  in  §  19  solche  Formen  eingehender  studiren.  Hier  möge 
nor  so  viel  bemerkt  sein,  dass  gerade  wegen  dieser  Relation  {t,  ty  =  0 
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nach   den   in  §  30  entwickelten  Gesetzen  das  ganze  Formensystem 
einer  eolchen  Form  t  sich  auf  die  vier  Formen  redueirt 

t,  («, ')',  ((«,  <)'.  0,  (f,  <)■• 

Insbesondere  müssen  daher  alle  Invarianten  Potenzen  von  (t,  tf  sein, 
welche,  wie  der  nächste  Absatz  zeigt,  den  Werth  -j-  ( j*  —  ^)  besitzt 

168.  Die  fünften  und  sechsten  E/efterscAi^wj'ew.  Die  fünften  üeber- 
schiebungen  sind  dnrchwega  null,  da  ja  ^  und  f  nur  vom  vierten 
Grade  sind  und  (t,  ty  sein  Zeichen  ändert  bei  Vertauschung  von  t 
mit  t'. 

Eb  bleibt  sonach  nur  noch  (t,  ty  zu  berechnen.     Wir  bilden  von 

die  sechste  Polare  und  ersetzen  y  durch  t: 

{t,  ty  =  (aj)(aty{jty  —  {aty{aj)(t^y. 

Der  Ausdmck  rechts  kann  anch  betrachtet  werden  als  vierte  Ueber- 
schiebung  von  J  über  (/",  ()*  •=  (a i)' «i  fl ;  daher  bat  man: 

«,  <)•  -  -  ((/■.  OS  ^'  -  -  T  <('■■='  -  •'fl.  ^)'  -  T  0'  -  f)  ■ 

Wir  werden  alsbald  sehen,  dass  die  berechnete  Grösse  rechts 
nichts  anderes  ist  als  die  Discriminante  R  der  Form  f^ai,  abgesehen 
von  einem  Zahlenfactor. 

§  16.     Anwendung  des  Aronhold'soheu  Frooeases  aof  das 
Formensjstem  der  Form  vierten  Qradee. 

169.  Wirkung  des  Proccsses  auf  die  Grundformen  des  Sysietnes. 
Wie  die  cubische  Form  eine  Covariante  Q  gleichen  Grades  besitzt^  so 
haben  wir  auch  im  System  der  biquadratiscben  Form  eine  Covariante, 
die  Hesse'sche  Form  ^,  die  gleichen  Grades  ist  mit  der  Originalfbrm  f. 
Wir  können  daher  in  derselben  Weise  wie  dort  unter  EinfQhrung  der 
Symbole  J,  symbolische  Producte,  welche  Covarianten  von  f^^ai 
repräsentiren,  dem  Aronhold'schen  Processe  unterwerfen,  und  so  wichtige 
Aufschlüsse  über  ^e  Eigenschaften  und  den  inneren  Zusammenhang 
der  Formen  des  Systems  erhalten. 

Ist  P  irgend  eine  Covariante  von  f-==  ai,  so  ist  in  unserm  Falle 
der  Aronhold'sche  Process  dargestellt  durch: 
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wobei  Oi  und  Ji  die  nnsymbolischeo  CoefScienten  von  f  reap.  ^  be- 
deuten. Erseken  wir  nnD  in  dieser  Gleichung  (l)  die  Covariante  P 
der  Reihe  nach  durch  f,  /S,  »,  i,  j,  so  erhalten  wir: 

if-  J;  (1) 

-i-f- 

Wir  haben  also  hier  wiederum  die  wechselseitige  Beziehong,  die 
wir    schon    mehrmals    bei    analogen    Untersuchungen    betont    haben. 
Ebenso  wie   Sf  auf  ^  führt,  so  gelangt  man   umgekehrt  durch  d^i 
wieder  auf  f  zurück. 
Ea  ist  weiter: 

di  =  äif,  f)*  =  2(f,  dfy  =  2(A  ^)*  (3) 

=  2j; 
dt  =  d{f,  J)  =  {df,  J)  +  (A  SJ)  (4) 

=  0. 

Das  letzte  Resultat  war  a  priori  einzusehen,  da  t  als  erste  Ueber- 
schiebnng  von  f  und  ^  eine  Combinante  dieser  beiden  Formen  ist 
(Vei^l.  §  6.)  Die  allgemeinste  Combinante  des  Systemes  f,  4  ist  die  Form 

wie  wir  bei  Gelegenheit  der  Definition  von  Combinanten  §  6  erwähnt 
haben. 

Da  aber  nach  Gleichung  Nr.  163  (I),  t  die  einzige  Elementar- 
covariante  von  C  ist,  so  treten  beide  Combinanten  t  wie  C  gleich- 
berechtigt im  System  auf.     Endlich  ist: 

Si-i{f,^)'-{Sf,df  +  (f,tJf  (5) 

-(^,  ^r  +  ICf-A'-T  +  y 


Damit  ist  an  den  Grundformen  des  Systeme»  die  Wirbung  des 
d-Processes  studirt.  Man  kann  die  eben  gewonnenen  Resultate  wiederum 
verwenden,  aus  einfacheren  Ueb.erscbiebungen  schwierigere  zu  berechnen. 
So  erhalten  wir  z.  B.  den  Werth  von  (^,  ^)*,  wenn  wir 

dem  d-Process  unterwerfen.    Es  ergiebt  sich: 
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also 

«aa  mit  dem  früher  gewonneuen  ßesaltat,  Nr.  158,  (3),  aberemsHmnit. 

170.  Dte  Cfmbinanien  der  Form  <fi  =  kf-^  i.J.  Wir  haben 
seinerzeit  eine  Form  C  als  Comhinaiite  zweier  binäter  Formen  i  und 
^  definirt,  sobald  sie  der  Differentialgleichung 

genügt.  Ist  nun  P  irgend  eine  Combinante  von  f=  ai  und  ^i  =*  ^i, 
also,  wenn  wir  uns  in  P  die  Coefficienten  Yon  ^  durch  ihre  Werthe 
in  den  Coefficienten  ron  f  ersetzt  denken,  eine  Combinante  von  f,  so 
besitzt  die  Form  ' 

eine  entsprechende  Combinante  P^,  welche  man  erhält,  wenn  man 
in  P  die  Coefficienten  a«  von  /  durch  die  Coefficienten  Ädj  +  A^i  von 
91  ersetzt  Insbesondere  entspricht  der  einzigen  Fundamentalcombinante 
t  •CS  (/*,  ^)  eine  Form  tip  von  9,  aus  der  alle  Gombinanien  dieser 
Form  ip  entspringen.  Die  Berechnung  derselben  ist  also  zurflckg^führt 
auf  die  Berechnung  von  t,f.  Nach  den  allgemeinen  Entwicklungen  in 
§  6  hat  man  aber: 

(,-«•■  i.  (11) 

Hiebet  ist  (f  eine  noch  zu  bestimmende  ganze  Zahl;  ferner  ist 

g=~kB  —  lA, 
worin  A  und  B  die  Coefficienten  in  der  Gleichung 

sind.  Es  handelt  sich  also  zunächst  darum,  ^t/^i^  =>  J^  zn  berechnen. 

171.  Berechnung  von  ^^.  Wir  ermitteln  diese  Form  direct  durch 
Ueberschiebung.    Man  erhält: 

=  **■  {f,  fT  +  2ÄX  ■  {f,  jy  +  A»-  (^,  jy 

also: 

Es  ist  sehr  bemerkenswerth,  dass  die  Coefficienten  von  J  und  / 
auf  der   rechten  Seite  dieser  Gleichung  uichts  anderes   sind,  als   die 
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ersten  Differentialqnotieiiten  der  Form 

s-f-iii'-ij»  (III) 

nach  Je  bexielinngsweise  k.    Die  Differentiation  ergiebt  nämlich  an- 
mittelbar 

S    »Ä        ^'  *^         6  '^ 

3  -^  ==■  Ä  —         8  3  '^  ■ 

Die  Form  g  selbst  aber  ist  eine  cubische  ßesolvente  der  Gleichung 
vierten  Grades  ^~>  o^  <=  0,  auf  welche  die  LE^range'sche  Methode  der 
AaflÖBung  dieser  Gleichung  direct  fOhrt*).  Wir  können  also  die  Form 
^j,  einfacher  darstellen  durch 

und  die  Combinante  t^  durch: 

Denn  die  Constante  q  mnse  nothwcndig  den  Werth  1  besitzen, 
da  /  nur  vom  dritten  Grade  in  den  CoefScienten  von  f  und  demnach 
t^  auch  nur  vom  dritten  Grade  in  k  und  l  sein  kann. 

172.  Berechnung  der  Formen  i^  und  j^.  Die  letzten  Betrachtungen 
haben  uns  veranlasst,  die  beiden  Formen  ^  und  t  des  Sjstemes  von 
q)  <c«  ltf-\-  Xd  ZU  berechnen.  Wir  wollen  zur  Vervollständigung  auch 
noch  die  beiden  übrigen  Formen  i  und  j  dieser  Form  tp  ermitteln, 
und  schlagen  zu  dem  Zwecke  wiederoln  den  Weg  der  directen  Deber- 
Bchiebnng  ein.  Gemäss  der  Definition  von  i  als  vierte  .Ueberschiebung 
der  Grundform  Qber  sich  selbst  wird: 

i,  _  (*/■+  id,  hf+  IJ)'  -  *■(/■,  ß'  +  il'Kf,  ^)'  +  »•(•^,  ^)' 

Genau  dieselbe  Form  erhält  man  als  quadratische  (also  Hesse'sche) 
CoTariaDte  t  der  cubischeu.  Form  g.    Da  nämlich 

g-V—i-W-il' 


*)  Sind  Xi  x^  X,  x^  die  Wurzeln  von  f  '=  0,  dann  iet  jene  Gleicfanng,  welche 
die  GrOBien  y,  —  a^ai-|-ir,ic, ,  y,  =•  a^x,  -|-a:, «,,  y,  — ■  a:,a!, +«,«,  zu  WonelD 
hat,  cubiache  Reeolveute  von  f.  Ans  ihi  geht  darch  lineare  TraDsformation  die 
Fonn  g  Iiervor. 
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HO  vird  die  Determinante  der  zweiten  Differentialquotienten: 


8^ 


■ö-J_ 
dkdl 


8V 


-i,     -I 


iher 

i^  =  —  SiTp  . 
Wir  erhaltea  endlich: 


=i».»  +  ^s»!  6"  -  i?iJ 


Auch  dieser  Aosdrack  rechts  läset  sich  als  cubische  Corariante  q  der 
Form  g  herstellen;  denn  es  ist 


S,r,)-i 


35,,  3g, 

-~l{s,  («  +  ")  -  S,  (»  +  «)  ■ 
Daher: 

J,--3fe,  «,)--ää,. 

Setzt  man    in    die  Relation,   welche  zwieeben   den  In-   und  Co- 
varianten  der  cubischen  Form  existirt  [Tgl.  Nr.  148  (I)] 

die  Werthe  qg,  Xg,  Rg,  g  ein,  aasgedrtlckt  in  den  Formen  j  und  t, 
so  erhält  man  nach  leichter  Umformung  auch  noch 

'l  -  6j',  -  S"  (f  -  ef) 
eine  Relation,  welche  nach  Nr.  170  (11)  diese  Verbindnng  als  Com- 
binante  charakterisirt    Das  ganze  Formensyatem  der  Form  <p  ist  also 
dargestellt  durch: 

if=  —  3t,,    jy  =  —  3gg, 


wobei  g  ==1^  - 


|^JSundä,  =  | 


1  dg 
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§.  17.     Die  G-leichnng  -vierten  Qrades. 

173.  I>ie  Diseriminaitte  von  f=Bai.  Ehe  wir  uns  mit  der  Auf- 
ISsang  der  Gleichung  vierten  Grades  and  mit  den  Eigenschaften  ihrer 
Wurzeln  eingehender  beschäftigen,  wollen  wir  ssnn^hat  jene  Invariante 
der  Form  Tierteu  Grades  berechnen,  welche  als  Discriminante  bezeichnet 
wird.  Sie  mues  sich  nach  dem  Yoransgegangenen  rational  durch  t 
und  j  darstellen  lassen,  da  diese  beiden  Formen  die  einzigen  selbst- 
ständigen  Invarianten  des  Systeme»  sind. 

Gesetzt  non,  die  Form  f~ai  besitze  zwei  gleiche  Wurzeln  und 
sei  dementsprechend  dargestellt  durch 

/■— oi  =  <4-i>5,  (1) 

wo  ect  der  lineare  Doppelfactor,  nnd  pl  irgend  eine  qoadratische  Form 
ist,  dann  muss  fOr  diese  Form  die  Discriminante  identisch  ver- 
schwinden. Es  muss  also'  in  diesem  Falle  zwischen  den  beiden  Funda- 
mentalinvarianten i  und  3  eine  Relation  bestehen,  die  sich  von  selbst 
einstellen  muss,  sobald  vrir  t  und  j  ffir  f=  ttl  -pi  berechnen.  Beide 
Formen  werden  in  diesem  Falle  durch  einen  gewissen  Paraofeter  q 
sich  darstellen  lassen,  durch  dessen  Elimination  sich  die  gewünschte 
Relation  ergiebt. 

Nun  hat  die  zweite  Ueberschiebong  von  f'—al-pl  Ober  ttl  den 
Werth: 

(««)*  o3  ™  -ß-  d»«)'  ■  «I  -=•  P  -  o»  (2) 

nnd  daher  erhalten  wir,  indem  wir  diese  Gleichung  einmal  über 
f=bi  schieben,  als  erste  Ueberschiebnng  von  f  Ober  o: 

(ab)  (o«)'  aAl (.«■(/•,«).  (3) 

Die  linke  Seite  enthält  den  Reducenten  (ab)  und  muss  daher  auf  eine 
Ueberschiebnng  von  ^  Ober  a  tühten.  In  der  That  erhält  man  durch 
Anwendung  des  Identitätssatzes: 

(ab)  (aay  o, 6i  —  (ab)  (aa)  o,  6i  {{ba) a,  -f  (ab) a, } , 
oder,  weil  hier  das  erste  Glied  rechts  durch  Tertanschnng  von  a  mit 
b  nur  sein  Zeichen  ändert  nnd  eonach  verschwindet: 

(ab)  (aay  a,  ij  =  (aby  (aa)  «.  fei  a,  =  «  •  (^,  «) .  (4) 

Subtrahirt  man  nun  beide  Gleichnngen  (3)  und  (4),  so  erhält  man 
nach  Absonderung  des  Factors  «.: 

(Z/  +  ,./-,  «)-0.  (5) 

Da  nun  die  Invarianten  t  und  j  durch  viermalige  Ueberschiebung  von 
^  und  f  Ober  sich  selbst  nnd  über  einander  entstehen,  so  brauchen 
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■wir  nur,  um  die  gewQnschten  Relationen  für  t  und  j  zn  erhalten,  die 
Gleichung  (5)  dreimal  Aber  ^  und  Ober  f,  oder  besser  aber  die  Com- 
binatioD  /i  -\-  ^f  zu  schieben,  wo  fi  jeden  beliebigen  Werth  hat. 
Wir  erhalten  dann  zunächst: 

u-  (,{d  +  (,/■,„),  ^  +  ^f)>  _  ((p,  „),  e)'  _  0. 

Ersetzen  wir  hier  einen  Moment  a  durch  y  und  entwickeln  das  so 
sich  ergebende  Polarenglied:  (PÖ)'P„$i  in  eine  Reihe,  so  kommt, 
wenn  wir  darin  wiederum  für  y  das  Symbol  a  einführen: 

oder,  weil  alle  dritten  Ueberschiebungen  (^,  Jf,  {/i,  fy,  (f,  /)'  ver- 
schwinden: 

C^  +  s/-,  ^  + (./)•- 0, 

d.  h-  ^  +  (»  +  c)i+fC-i-0.  (6) 

Da  diese  Identität  für  jeden  Wertb  ft  gilt,  so  mfiBsen  die  Beziehnogen 
bestehen 

T  +  fJ-O 

if+i      -0. 
Darch  Elimination  des  Parameters  9  erhält  man 

und  in   dieser  Relation   muss    die   linke  Seite    als  Discriminante   der 

Form  f  angesehen  werden,  da  diese  Relation  nur  entstanden  ist  unter 

der  Bedingung  des  Vorhandenseins  einer  Doppelwurzel-,  sie  ist  in  der 

That  auch  vom  Grade  2(m  —  1)  =■  6  in  den  Coefäcienten  von  f. 

Anmerkung.    Berechnet  man  die  Discriminante  Bg  der  cubischen 

Resolvente 

a  =  js  _  1  jfcA»  _  1  i» 
*  2  3 

nach  den  Regeln  der  niederen  Algebra  (vgl.  auch  Bd.  I   Nr.  183),  so 

ergiebt  sich 

Ebenso  haben  wir  gesehen,  dass  die  Invariante 

174.   Die  Cayley'sche  Außosung  der  Glackunff  vierten  Grades.    Die 
invariantentheoretiache  Auflösung  der  Gleichung 

/■«-aoS;/  +  4a,a:,'«,  +  Ga^x^'x^^  -\-  4ajir,a:,'  +  ö^«,*  ~  0 
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knüpft  Cajley  an  die  in  Nr.  163  aufgestellte  Relation 

die  wir  auch  in  der  Form  schreiben  können 

-2c-^'-ir^  -  i-i-D'. 

Vergleicht  man  utm  die  rechte  Seite  dieser  Relation  mit  der 
ctibischeu  ReeoWente 

der  Gleichnng  f^O,  so  erkennt  man,  dass  dieselbe  daraus  hervor- 
geht, wenn  man  h  durch  ^  und  X  durch  —  f  ersetzt.    Man  hat  also: 

-2l'-g(J,  -f) 
oder,  wenn  i, ,  h^ ,  ig  die  drei  Wurzeln  von  ^  =™  0  sind, 

Ist  nun  f  eine  allgemeine  Form  ihres  Grades,  sind  also-  ihre  Tier 
Wurzeln  von  einander  verschieden,  so  ist  die  Discriminante  R  von  f 
nicht  null;  folglich  sind  in  diesem  Falle  keine  zwei  der  drei  Wurzeln 
^ir  Kl  K  einander  gleich  (da  R  auch  Discriminante  der  Resolvente 
g  ist);  audemtheilB  können  f  und  z/  im  Allgemeinen  keinen  Factor 
gemeinsam  haben,  wenn  R  ^  0*). 

Die  drei  Faetoren  der  Gleichung  (I)  sind  also  in  Bezug  auf  ihre 
linearen  Faetoren  von  einander  verschieden,  und  da  die  linke  Seite  ein 
völliges  Quadrat  ist,  so  muss  jeder  der  drei  Faetoren  rechts  gleich- 
falls das  Quadrat  einer  Form  zweiten  Grades  sein. 

Wir  können  daher  setzen 

^-\-hf=^*   ,  (2) 

^  +  Kf-f  ' 

wo  f ,  ^  und  X  drei  quadratische  Formen  sind. 
Alsdann  wird  die  Govariante 

'-yi, •'■■*•«■ 

Die  drei  quadratischen  Formen  (p,  ^,  %  sind  aber  conjugirte  Formen 
(vgl.  Nr.  137);  denn  die  Functionaldeterminanten  je  zweier  derselben 
sind  immer  der  dritten  proportional.     So  ist  z.  B. 


*)  VgL  auch  Nr.  177,  Anmerkung. 

OotdftD,  iDVUtuUU.     1[. 
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(j  +  k,f,j  +  k,r)-{j,j)  +  {h,~i,)(f,d)  +  KKV,f) 

-(*.-*.)•< 

AnderatheÜB  ist 

=  <^^..,.,.,, 

(*■,)!') -(♦,»)•*■»• 

Durch  Comparatio 

n  beider  Gleichungen  e^ebt  sich 

(.,)  =  ^,Et.. 

una  analog 

( 

(3) 


Die  Co  Variante  t  ist  also  eine  ganz  apecielle  Form  aecbBtea 
Grades,  welche  unter  Adjunction  der  drei  Wurzeln  einer  cubisehen 
Gleichung  in  drei  conjugirte  quadratische  Factoren   gespalten  werden 

175.  Gerade  dieser  umstand  gestattet  aber  die  Wurseln  der 
Gleichung  /*<»  0  in  einfacher  Weise  zu  berechnen.  Durch  Subtraction 
je  zweier  der  Gleichungen  (2)  erhalten  wir  nämlich 

(A.  -  *»)/"=  9>*  -  **  -  (V  -  *)  (9  +  *■)  ) 

(Ä,-A,)/--^-x'  =  (V-x)fV  +  x)     ■  (4) 

{h  -  K)f=  x*  -  9-'  =  (x  -  9)  Cz  +  fl^) ' 

Wir  Bchliesaen  aus  diesen  Gleichungen  (4),  dass  je  eine  Summe 
und  Differenz  je  zweier  solcher  quadratischer  Formen  alle  Wurzeln 
von  f  enthalten,  dass  daher  die  Differenzen 

ip  —  -^    und    i>  —  % 
oder  V  —  %    "id    %  —  f 

oder  X  —  <f>    und     »p  —  ^ 

oder  die  entsprechenden  Summenpaare  stets  einen  gemeinsamen  linearen 
Factor  von  f  besitzen.  Denn  enthielten  sie  keinen  solchen  gemein- 
samen Factor,  so  mfisste  sich   einmal  f  darstellen  lassen  z.  B.  durch 

(J,-i,)/--Cv -♦)(»  +  *), 

dann  aber  auch  durch 

Also  mOsate  bis  auf  eine  Constante  %=  —  ^  sein,  und  analog  qo »  —  ji 
d.  h.  alle  drei  quadratischen  Formen  mtlssten  übereinstimmen  und  demnach 
t  Doppelwurzetn- besitzen.  Dann  verschwindet  aber  die  Discriminante 
Tou  t,   welche  nur  eine  Potenz  der  Discriminant«  R  von  f  sein  kann, 
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wie  wir  in  Nr.  167  gesehen  haben.  Nach  unserer  VorauBsetzung  ist 
aber  B  Yon  null  verschieden,  und  folglich  haben  in  der  That  je  zwei 
solche  oben  angeführte  Summen-  oder  Differenzenpaare  einen  gemein- 
samen Factor. 

Nun  hatten  wir  früher  (Nr.  12S)  den  Satz  erhalten:  Besitzen 
zwei  quadratische  Formen  einen  gemeinsamen  linearen  Factor,  so  ent- 
hält ihre  Functionaldeterminante  denselben  quadratisch.  Also  ist  in 
der  Belabion 

V^^-iv - ^,  9 - z)=-{h  -  f^i)f  -\- {h-h)x  +  (h~h)9 

die  rechte  Seite  das  vollständige  Quadrat  des  gesuchten  linearen  Factors 
von  f.  Wir  können  diese  rechte  Seite  auch  in  die  Detenninantenform 
bringen 

-D-    1     Äs     *    ■ 
1    h     X 
Um  den  Factor  selbst  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  die  erste  Polare 
zu  bilden;  dann  stellt 

'  '     K    <Pt 

'^i  h  Xv 
für  yg  i^  1  and  y  =  0  einen  linearen  Factor  von  f  dar.  Nnn  hat  bereits 
Enler  gezeigt,  daas,  wenn  a:,  =  1/^  +  V^  +  V®  ^^ne  Lösung  der 
Gleicbnng  vierten  Grades  ist,  die  drei  andern  Lijsungen  daraus  dadurch 
erhalten  werden,  dass  man  je  zwei  der  drei  GrSasen  y^,  Yu,  Yv  mit 
negativem  Vorzeichen  nimmt  Die  vier  linearen  Factoren  der  Gleichung 
vierten  Qrades  sind  also: 


I ; 


1 


K,  i-V^  +  Kf), 

k,,  (-v^  +  i,rt, 
1,  k,,  (-Y^+Kf), 

Anmerkung.  Eine  zweite  und  dritte  Methode  der  AuflQsung  einer 
Gleichung  vierten  Grades  wird  in  den  nächsten  Paragraphen  gegeben 
werden. 

176.  Bedingung,  dass  f-^O  ärei  gleiche  Wureeln  enßiäU.  An  die 
Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades  knüpfen  sich  naturgemäss  die 


1,    4, 

1,  K 

1,  *. 

^+Y^  +  kj), 
i+V^  +  Kr), 

1,  t, 

1,  K 
1,  *. 

{.-Y^  +  i,f}, 

(+Y^  +  k,f), 

(-Y^  +  Kf). 

• 
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Fragen:  UDt«r  welchen  Bedingungen  wird  es  eintreten,  dass  zwei,  drei, 
vier  der  eben  ermittelten  Wurzelgröasen  ilbereinetininieD?  Wae  den 
ersten  und  letzten  Fall  betrifft,  so  sind  die  Bedingungen  biefiir  bereits 
ermittelt. 

Die  Gleichung  f^O  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,  sobald  die 
Discrimiiiante 

Die  Gleichtuig/'=  0  hat  vier  gleiche  Wurzeln,  wenn  die  Hesse'sche 
Form  identisch  verschwindet,  also  wenn 

J  =  {aby albl=0  (vgl.  Nr.  55) . 
Es  bleibt  also  noch   zu  untersuchen,  nnt«r  welcher  Bedingung  f-=0 
drei  gleiche  Wurzeln  besitzt. 

Zu  dem  Zwecke  wählen  wir  f  ^  ai  in  einer  Kormalform,  in 
welcher  von  vorn  herein  drei  Wurzeln  als  gleich  angenommen  sind, 
nämlich 

f=  4x,^Xi. 

Die  Coefficienten  Og  a,  a^  a^  a^  sind  also  der  Iteihe  nach:  0,  1,  0,  0,  0, 
Trägt  man  die  Werthe  dieser  Coef&cienten  in  die  Invarianten  i  und  j 
ein,  30  findet  sich: 

i  =  0,    j  =  0. 

Wir  fragen  uns  nun,  ob  die  beiden  Bedingungen  t  =  0,  j  =  0 
auch  hinreichend  sind,  damit  /"— =0  drei  gleiche  Wurzeln  besitze. 
Da  in  Folge  des  Verschwindens  dieser  Invarianten  auch  die  Discri- 
minante  R^O  wird,  so  hat  f  sicher  zwei  gleiche  Wurzeln  und  kann 
also  in  diesem  Falle  in  der  Form  dargestellt  weiden 

Bildet  man  aber  für  diese  Form  die  Invariante  i,  so  reducirt  sie  sich 
auf  a^'^O,  d.  h.  auch  a^  muss  nach  Voraussetzung  verschwinden; 
dann  ist  aber  f  von  der  Form 

f^=ag  Xi*  +  ^t^i  ^1*  ^  J 
d.  h.  f^O  besitzt  drei  gleiche  Wurzeln,  und  j  =  0,  i  =  0  sind  also 
die  Qothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür. 

177.  Bedingung,  dass  f=ai  ein  vollständiges  Quadrat  ist.  Es 
kann  nun  endlich  noch  der  Fall  eintreten,  dass  f  zwei  Paare  gleicher 
Wurzeln  enthält,  oder  mit  anderen  Worten  in  das  Quadrat  einer  Form 
zweiten  Grades  zerfallt.  Um  auch  hiefSr  die  Kriterien  zu  gewinnen, 
nehmen  wir  f  in  einer  entsprechenden  Normalform 
/■—  CXi'Xf^ 
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und  bilden  die  Hesee'sche  Covariante  derselben.    Sie  wird  (vgl.  Nr.  54) 


-  —  |-c»a;,%*  =  ?■/■- 


In  diesem  Falle  ist  sonscli  ^  proportional  der  Form  f.    Man  kann 

auch   sagen;     Wenn  f  ein   vollBtändiges   Quadrat  ist,   dann   bestehen 

zwischen  den  CoefBcienten  von  f  und  ^  die  Relationen: 

üfi^Q^Q,     ai^^p^i,     a^'^ffiJ^,     Og^'Q^s,     ö^=»p^j. 

Wir  fragen  uns  nun:  Ist  umgekehrt,  wenn  f^g-^,  diese  Bedingung 

hinreichend,  damit  /'  zwei  Paare   gleicher  Wurzeln   enthält?     Um  die 

Frage  zu  enUcheid«n,  bilden  wir 

\  f>      fy\ 
(jfxy  •  Ji  =  isxy  (aby  al  6i  —  (a^  hg  —  K  a^Y  o|  61  =  2  j  .    I  ■ 

Ist  nun  X  ^^  a  irgend  eine  Wurzel  von  /',  so  verschwindet  in  der 
Gleichung: 

[yxf^i-iY^:^^    ^•^\,  (I) 

wenn  wir  dieselbe  f(lr  x  eintragen,  zunächst  f  selbst,  dann  aber  auch 
^  wegen  der  Proportionalität  mit  f.     Sie  reducirt  sich  also  auf: 

Q=fl     oder    f^=0, 
d.  h.  auch  die  erste  Polare  von  f  verschwindet,  wenn  x  •=  a,  für  jeden 
Werth  von  y.    Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  in  'derselben 

die  DifTerentiatquotienten  für  x  ^  a  einzeln  verschwinden.  Dann  aber 
ist  diese  Wurzel  x  •=  a  eine  Doppelwurzel.  Wenn  aber  jede  Wurzel 
a  von  f  Doppelwurzel  ist,  so  ist  f  ein  vollständiges  Quadrat. 

Anmerkung.     Aus    der   eben   benutzten   Relation   (I)    geht    direct 
hervor,   dass   ^  und  f  keine  Wurzeln  gemein   haben  können,   wenn 
it  ^  0.  Denn  ersetzen  wir  darin  x  der  Reihe  nach  durch  die  vier  Wurzeln 
a^  (t,  ffg  a^  von  f  nnd  multipliciren  die  vier  Identitäten,  so  kommt: 
ß(a,)-P  (a.)  ■  n  (a.)  -Pia.) 

oder  für  j/j  =-  0,  y,  =  1  erhalten  wir  (vgl.  auch  Bd.  I  Nr.  168,  173) 

oder 

Rj^y=16Ql^„f  =  li-S*,     d.  h. 
„die  Resultante   von  J  nnd  f  ist   bis   anf  einen   Zahlenfactor 
gleich  dem  Quadrat  der  Discriminante  B  von  f." 
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J  =  2m(a:/+V)  +  2(l-3f»*)a:,V- 


§  18.    Nonualfonn  von  f  •=  a^]   Tr&iuformatioiL  in  die  Normalform. 

178.  Das  Formenaystem  der  Normaiform.  Bei  den  Formen  vierter 
Ordnung  ist  TorzngBweiae  ein  Ausdmck  derselben  als  canonische 
Form  oder  Normalform  bezeichnet  worden,  nämlich  jener,  in  welchem 
alle  ungeraden  Potenzen  von  x  fehlen,  also 

/■=  a:,*  +  Qmx,*Xj*  +  a;,*. 
Wir  Studiiren  zunächst  die  algebraischen  Ausdrücke  des  Systemes  dieser 
Form,   um  alsdann  umgekehrt  aus  dessen  Eigenschaften  die  Mittel  m 
gewinnen,   eine  beliebige  Form  vierten   Grades  apf  ihre  Normalform 
zu  traosformiren. 

Da  die  GoeÜGcienten  von  f  der  Reihe  nach  die  Werthe  haben 
1,    0,    m,    0,     1, 
so  wird  die  Hesse'Bche  Corariante  derselben  repräsentirt  durch 
c,*  +  f"^*!     2mXiXf 
2mxi  Xt       mx*  +  x^  \ 
Die   rechte  Seite  dieser  Gleichui^  enÜialt  gleichfalls  nur   gerade  Po- 
tenzen, also  tritt  auch  J  in  der  Normalform  auf.     Die  Invarianten 

I  «I   <h 
«s  % 

'^    «3    O4 

erhalten  fOr  die  canonische  Form  von  f  die  Werthe: 
i  =  2(l  +  3»»'),    j  — 6m(l— m)*. 
Endlich  die  Fnnctionaldeterminante  t  =*  (f,   ^)  ei^iebt  sich  in  der 
Form 

*  +  3mXiXf' ,  «j*  +  SmaJi'a:^     - 

iBa:/+ö(l — 3m')xiXi',  mx,'+— (1 — 3m*)XixA 

=  (1  -  9fft»)  «1  Xi  (»/  —  V)  =  (1  —  Q™*)  ■  (^1*  —  a^*)  (»I*  +  «»')  «1  ai 

-(i-gmOvx-*. 

Die  Covariante  t  zerfällt  also  nnter  Zngrnndelegnng  der  obigen  Nor- 
malform von  f  nicht  nur  a  priori  in  ihre  drei  conjugirten  quadra- 
tischen Formen,  sondern  diese  quadratischen  Formen  stellen  sich  hiebei 
selbst  in  der  einfachsten  Normalform  ein;  insbesondere  redncirt  sich 
<p  auf  das  Product  der  Linearfactoren  x,  ■  z^ .  Dieser  Umstand  1^ 
die  Frage  nahe,  ob  nicht  umgekehrt  durch  die  Transformation 


i-2(!i,a,-ia,a,+  3a,'),i-t 


df 
16   d^ 

—2 

si; 

U, 
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wobei  r,  und  s^  die  Linearfactoren  der  Form  tp  einer  in  allgemeiner 
Darstellung  gegebenen  Form  f  sind,  diese  Form  f  auf  die  oben  er- 
wähnte Normalform  gebracht  werden  kann. 

179,  Tramformation  der  Form  f  in  die  Normalform.  In  der  That 
erreichen  wir  durch  diese  Transformation  das  g^wOnschte  Ziel.  Zu- 
nächst geht  aus  der  Annahme  p  ^  r^  ■  Sx  auch  die  Gestalt  der  beiden 
andern  conjugirten  Formen  hervor,  nämlich  (vgl.  Nr.  137) 

t  =  ri  —  sl,  X'^rl  +sl  (1) 

und  wir  wissen  aus  der  Auflösung  der  Gleichung  vierten  Grades,  dass, 
wenn  wir  setzen: 

,p'-^  +  tJ,  (2) 

die  Quadrate  von  4>  und  %  dargestetlt  sind  durch 

^-d  +  l,,f  (S) 

f  =  ^  +  k,f,  (4) 

wo  JCi,  kj,  k^  die  Wurzeln  der  cubischen  Resolvente  g  =■  0  sind.  Nun 
können  wir  mit  Hilfe  der  Identität 

Ol  (rs)  =  (as)  *■,  —  (ar)  s, 
den   Ausdruck  /"■  (rs)*  =  ol  (rs)*  =  [aj,(rs)]'   direct   nach   dem    bino- 
mischen Lehrsätze  entwickeln  und  erhalten 

/"•(rs)*  — (o3)*rJ  — 4(as)'(ar)r^Si  +  6(os)*(ar)*r5sl  — 4(as)(ar)'rj,si 
+  (flr)***. 
Wir  haben  also  nur  zu  zeigen,  dass  in  Folge  der  Beziehungen 
(1)  (2)  (3)  und  (4)  das  zweite  nnd  ^erte  Glied  dieses  Ausdruckes 
rechts  verschwindet;  dann  ist  in  der  That  f  auf  die  gewünschte  Nor- 
malfonn  gebracht.  * 

Zu  dem  Zwecke  untersuchen  wir  die  Ueberschiebungen  (q),  r^f 
und  (^,  r^Sx)'.    Beide  sind  null;  denn  nach  Nr.  38  erhalten  wir: 

1.9,  i)'  -  ('.  ■  s.,  r.  ■  O'  -  (")  (»••)  -  » 
und 

(^.   vT  ~  (i  -  s^  %  •  sj*  =  (rr)  (rs)  -  (sr)  (ss)  -  0 . 
Daraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  auch: 

(»■ ,  >•;  ■  o'  -  (v .  -D' , '. « j  -  0  (6) 

und 

(**, 'S- sj' -((*',   ?.)•,  i)'      -0  (6) 

ist,  oder,  indem  wir  beide  Relationen  combinirea,  dass  auch 

(?.»-*»,  r;s,)*-0.  (7) 
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Nun  ist  aber  wegen  der  Gleichungen  (2)  und  (3) 
q>' -  r  ^  (k,  -  k,)f; 
also  ist  auch  gemäss  der  Relation  (7): 

ft  -  h)  if,  r'  s)'  -  (t,  -  *,)  {ar)'  (os)  _  0  (8) 

und  ebenso  folgt,  wenn  wir  in  (8)  r  mit  s  vertauschen, 
,  ff,  s»r)'-(or)  («»)•- 0. 
Die   Coefficienten  des  zweiten  und   vierten  Gliedes   in   der   bino- 
mischen Entwicklung  von  f-  (rs)*  verschwinden  also,   und  daher  bat 
man  in  der  That: 

/■.  (rs)*  =  (aj-)*s^  +  6(ar)*{as)*^s»  -)-  {as)*r*^.  (A) 

Anmerhing  über  die  Verwerthung  der  Normalform  bei  Äuf'lötmg  der 
Gleichung  via-ten  Grades.  Die  eben  zum  Ähschluss  gebrachten  Unter- 
suchungen geben  eine  weitere  Methode,  die  Gleichung  vierten  Grades 
aufzulösen.  Man  berechnet  zunächst  die  cubische  ßesolvente  der- 
selben 

und  bestimmt  die  drei  Wurzeln  ftj  Äg  ft,  dieser  Gleichnng.    Irgend  eine 
derselben  liefeft  wegen  der  Relation 

die  quadratische  Form  tp  =  Y^  +  A-,  f\  man  setzt  dieselbe  gleich  null 
und  bestimmt  ihre  linearen  Factoren  r,  und  s^,  mittelst  welcher  /' 
in  die  Normalform  (A)  transformirt  wird.  Dieselbe  enthält  nur  mehr 
gerade  Potenzen  und  kann  also  durch  Quadratwurzeln  gelöst  werden. 
180,  Berechnung  des  Parameters  m  der  Normalform  ai4S  der  ali- 
getneinert  Form  f=.al.  Die  Herstellung  der  Normalform  von  f  kann 
auch  noch  in  anderer  Weise  erreicht  werden,  indem  wir  direct  den 
Parameter  m  berechnen.  Man  erhält  denselben  aus  einer  Gleichnng 
dritten  Grades,  die  man  als  eine  zweite  cubische  Resolvente  von 
f^ai  auffassen  kann.  Sind  mmlich  »'  und  j'  die  ans  f^ai  direct 
gebildeteu  Invarianten  der  biquadratischen  Form,  so  bestehen  zwischen 
ihnen  und  den  Invarianten  ^ 

j  =  2(l+3m*},    j  =  6m{l  -  m?)  (1) 

der  transformirten  Form 

die  Relationen: 

jj*i'  ^  i    und     £^j"  ^jt  (^) 

wenn   ^  der  Modul   der  Transformation  ist,  durch   welche  die  Form 
f^ai  übergeht  in  f=x^-\'(im3^y*'\'tf*. 
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Bilden  wir  dud  den  Quotienten 

_^^^;j:\  =  \i,  (3) 

der  Bomit  vom  Modul  nBabhängig  ist,  so  gewinnen  wir  damit  unter 
Benutzung  der  Relationen  (1)  eine  Gleichung  für  den  Parameter  m, 
nämlich : 

i''  _  2       (1  +  8wy  , 

j''        9      m'  (1  —  mV  ■  ^^> 

Der  Ausdruck  links  ist  eine  bekannte  Constante,  und  m  lässt  sich 
somit  durch  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung  ermitteln. 

Man  nennt  den  Ausdruck  -^,  da  er,  wie  aus  (3)  erhelll^  bei  be- 
liebiger linearer  Transformation  auch  nicht  einmal  um  eine  Potenz 
des  Moduls  sich  ändert,  absolute  Invariante. 

181.  Berechnung  des  Moduls  der  Transformation  aus  dem  Fw'a- 
ifieter  m  der  Normalform. 

Sobald  der  Parameter  m  bestimmt  ist,  so  können  wir  den  Modul 
^  ^  (rs)  der  Transformation 

aji  =  r,  a;  +  r^  y   1 
Zt^^s^x-i-s^y   (' 
durch'  welche  f=^ai  übergeht  in 

f=a^-{-  Qmx^ y^  -i- y* , 
berechnen.     Denn  es  ist  wegen  (2)  und  (1) 


^*- 


3ni(l- 


oder  ^'-'-^^„"'-'f-  W 

Setzt  man  iiuu  in  Gleichnug  (4) 

,         3i'(  +  2/ 

so  geht  sie  Ober  in  die  cubische  Kesolvente  g,  nämlich: 

Die  Gleichung  (5)  aber  geht  durch  dieselbe  Substitution  Über  in: 

Man  erhält  also  fflr  das  Quadrat  des  Moduls  .^^  drei  Werthe.  Dass 
sich  nur  das  Qnadrat  desselben  bestimmt,  kann  dadurch  erklärt  werden, 
dass  die  Normalform  ungeändert  bleibt,  wenn  man  m  durch  —  m  und 
gleichzeitig  y  durch  yY —  1  ersetzt.  (Vergl.  auch  Clebsch,  binäre 
Formen,  Seite  168.) 
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182.  Batwnale  Transformation  der  biquadraüschen  Form,  Sowohl 
die  Transforniation  mit  Hilfe  der  linearen  Factoren  r^ ,  Sj,  von  ipl, 
als  auch  jene,  die  aich  auf  die  directe  Berechnung  des  Parameters 
m  stützte,  konnte  nur  auf  irrationalem  Wege,  nämlich  durch  Lösung 
einer  cubischen  Reaolvente  hei^estellt  werden.  Eermite  hat  im 
Cretle'schen  Journal  Bd.  52  eine  rationale  Methode  augegeben,  die 
wir  im  Folgenden  klarlegen  wollen.  Bezeichnen  wir  den  Quotienten 
-j.   mit  y,  so  ist  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung 

oder 

/^rf    =  '  '''     '^^    1        4  I  ""'  ^'  "^  ""'  ^"       ^'^'^^  +   ^'^''*  I 
'      -^        \  ^,  d^l^     1  ^1  ^1  +  a^s^i,     ^idar,  +  ^jrf^Tg  | ' 

die  Determinante  rechts  ist  aber  das  Product 

I  a:„      »i  I     \fi,      fi  I 

]  dXi,dx^  \     \  ^^,    ^^Y  • 

dessen  zweiter  Factor  die  Functionaldeterminante  (/*,  ^)  -»  ^  ist.  Wir 
haben  also  die  Beziehung: 

-7-  /^  rfy  ■-  ( •  («i  rfarj  —  x^  da:,) . 

Quadriren  wir  auf  beiden  Seiten  und  multipliciren  mit  ( —  2),  so  folgt 
wegen  der  Identität 

-  \  niyf-f'f  -  T  Z'  +  4  /')  (*.  ''»i  -  «.  ''"iT  ■ 

Dividiren  wir  mit  p  die  ganze  Gleichung  und  ziehen  die  Wurzel,  so 
erhalten  wir  wegen  7-  ^  !/ 


y-^ 


^  +  i.        V'o,  T.*  +  4a,  «,'a;,  +  ■  ■  ■  öj  a^* 

Setzt  man  hier  noch  y>  4-  0,  so  kommt: 

i  l/~~J ^* ^  _  ar,  da^  —  a:,  d J, 

r  8       2  ^  •' 

Damit  ist  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  rechts  auf  ratio- 
nalem Wege  in  einen  Ausdruck  dritten  Gradea  tranaformirt,  der  nur 
mehr  einen  Parameter,  nämlich  die  absolute  Invariante  enthalt. 
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183.  Das  DoppelverhäHniss  der  vier  Wwrgdn  von  ai=0.  Wir 
haben  im  Vorhergehenden  eine  Invariante  -^  kennen  gelernt,  die  sich 
bei  linearer  Transformation  auch  nicht  einmal  um  einen  Zahlenfactor 
ändert.  Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  bekanntlich  auch  das  Doppel- 
verhältnisB  von  vier  Punkten,  die  man  sich  durch  ai  ^  0  repräsentirt 
denken  kann.  Um  nun  den  Zusammenhang  der  absoluten  Invariante 
mit  dem  DoppelTerhältnies  zu  etudiren,  wählen  wir  die  Form  vierter 
Ordnung  in  der  Legendre'schen  Normslform: 

f^  (1  _  a:*)  (1  _  Jc>3?)  —  1  -  (1  -f-  Ä')  3^  +  Px* 
=  a;/~(l  +ifc*)3:,»V  +  *»V, 
deren  Coefficienten  der  Reihe  nach  dargestellt  sind  durch 

1,     0,     ~"  +  *'^,    0,     ¥. 

Dann  ist: 

.■  _  i.  (I2i>  +  (1  +  *■)>),    j  -  i  (*■  +  1)  ((*>  +  1)'  -  36F). 

Demnach  wird: 

i'         „  (12if  _+  (1  +  Ä>)'V 

/       "    ({i+ÄV-aet'Vci'  +  i)'' 
Dividirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  ]^ ,  so  kommt: 

'"   ('+])•  (C+i)'-")"' 

Sabstituirt  man  hier  ISA  fUr  (^  "4*  t~)  i  so  erhält  man: 

/         **     1(1-3)' 
Nun  sind  andemtheils  die  vier  lineareD.  Factoren  der  Form: 

(a;.»-V)(a;i'— ^V)-0 
dargestellt  durch: 

Xi  —  Xt  =  0,    »1  +  a:,  =  0,     x,  ~hxt  =  0,    a:,  +  fti,  = 

also  ihr  Doppelverhältniss  durch: 


(1) 


-S: 

-1  +  k        1  +  k    1  +  k        (1  +  S)' 

—  i-i~i-it'i-ji"=(i  —  t)' 

^  =  Ä 

°^«   '-s^trs- 

Das  Doppelverhältniss   steht  also  in  einem  directen  Zusammenhange 
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mit   der   absoluteii  Inrariaate,    und   zwar   erhält   man    durch    SubstJ- 
tution  von 


iu  (1)  die  Beziehung: 

ü„«     1'  +  3t4i))V^>_,,      (4,-3)3 


(2) 


Eh  ergebeu  sich  sonach  aua  (2)  drei  Werthe  für  ^  resp.  A,  uud  somit 
sechs  Werthe  für  k  wegen  der  Beziehung lA:  "1"  "t)   ^  ^^^' 

§  19.     Ueber  die  Formen,  für  wolohe  (/",  f)*  =  0. 

184.  Einleitende  Bertterkan{fen.  Wir  haben  gesehen,  dass  in  dem 
Korm 80 System  einer  Form  vierten  Grades  eine  Covariante  t  auftritt, 
sechsten  Grades  in  den  Yariabeln  und  dritten  Grades  iu  den  Coefß- 
cienten,  welche  zwei  be merke ns werthe  Eigeuschafteu  besitzt:  einmal, 
dass  sie  in  drei  conjugirte  quadratische  Factoren  zerfallt,  also  durch 
Wurzelziehen  auflösbar  ist,  sodann,  dass  ihre  vierte  Ueberschiebung 
über  sich  selbst  identisch  verschwindet.  Es  liegt  die  Frage  nach  dem 
Zusammenhange  dieser  beiden  Eigenschaften  nahe,  und  Clebsch  hatte 
sich  die  Aufgabe  gestellt,  zu  untersuchen,  ob  jede  Form  sechsten 
Grades,  deren  vierte  Ueberschiebung  über  sich  selbst  verschwindet, 
in  drei  conjugirte  quadratische  Factoren  zerfällt.  Es  zeigte  sich  (vgl. 
Clebsch,  „Binäre  Formen",  §  111),  dass  in  der  That  die  eine  Eigen- 
schaft die  andere  involvirt,  und  somit  jede  derartige  Gleichung  sechsten 
Grades  auflösbar  ist. 

Wir  stellen  uns  hier  nach  dem  Vorgange  vonBrioschi  und  Wede- 
kind die  allgemeine  Frage:  Welche  Eigenschaften  besitzt  eine  beliebige 
Form  f  «'™  Grades,  für  welche  (f,  f)*  identisch  verschwindet? 

Hierbei  muss  natürlich  der  Grad  n  von  /*>  3  sein.  Die  Unter- 
suchung wird  ergeben,  dass  der  Bedingung  (f,  /}*  =  0  ausser  den 
Formen  mit  (n  —  l)fachem  Factor  nur  ganz  specielle  Formen  genügen, 
welche  Klein  mit  den  Namen  Tetraeder,  Octaeder  und  Ikosaeder  be- 
legt hat. 

Von  diesen  Formen  haben  wir  bereits  in  §  12  gesehen,  wie  sie 
sich,  sobald  sie  in  einer  gewissen  Normalform  vorli^en,  in  einfacher 
Weise  in  quadratische  Factoren  spalten  lassen. 

185.  Die  CoefficientenrelaHonen,  die  aus  {f,  f)*  =  0  hervorgelten. 
Die  Identität   (/*,  f)*  =  0    liefert  eine  Reihe   von  Relationen  für  die 
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Coefficieaten    der   Form   f,    die    wir   iu    erster   Linie    zu   untersuchen 
haben,   um    die    £  igen  sc  haften    solcher  Formen  f  kennen    zu   lernen. 
Diese  Relationeu  sind  natOrlich  nicht  alle  von  eiiiander  unabhängig. 
Es  sei: 

dann  ist: 

(/■,/■)'_(«!,)' »;-sr' 

-  («&)*  ^  ("  7  *)  ("  7  *)  («1^.)"-^-*  ifh^^f  (t.  *.)"-"-  (t^^y- 

=  0.        '" 
Da  diese  Identität  für  jeden  Werth   von  x  gilt,   eo  luQssen  die 
Coefficienten   der   einzelnen   Potenzen   von  x^  für  sich   verschwinden. 
Greifen  wir  aus  dieser  Entwicklung  den  CoefBcienten  vod  x^  heraus, 
wobei  also  ff  =  X  -\-  ^,  oder  ft  ^  q  —  X.     Er  ist  dargestellt  durch: 

o-w2(°-t)("r') »:-'-' ■^';-^-*»r' 

+  3a.'v»,'M("=;)("7*) »;-'-' «i6;^'-*r', 

oder 

"  - 2("-t)("r*) { acrt^-i- 40i|.,Crt^-,+ 3a+.0rt-.-j | ,  (D 

wobei  die  Summen  Über  alle  Werthe  A  zu  erstrecken  sind,  für  welche 
die  figurirten  Zahlen  noch  Bedeutung  •  haben.  Hieraus  geben  alle 
Relationen  hervor,  welchen  die  Coefficienten  von  f^=o%  genügen 
müssen,  wenn  wir  der  Reihe  nach  p  =  0  bis  j  "=  2b  —  8  setzen. 
Ihre  Anzahl  ist  also  2»  —  7. 

Insbesondere  erkennt  man,  dasa  die  Coel^cienten  von  Formen  f 
mit  M- fachen,  oder  (»  —  IJ-fiiehen  Wurzeln  immer  diese  (2n  —  7)  Re- 
Jationea  befriedigen.  Denn  nehmen  wir  diese  Formen  in  der  Normal- 
form,  so  kann  man  sie  darstellen  durch 

Im  ersten  Falle  ist     G,  =■  1,  C,  =  (%■••  —  C,  =  0; 

im  zweiten  Falle  ist  C,  =  1,  C;  =  C; C,  =  0, 

und  diese  Werthe  der  d  befriedigen  immer  die  Gleichui^en  (1).  Die 
Formen  (2)  sind  also  selbstverständliche  Formen,  für  welche  (/",  f)*^0. 
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1S6.  Formen  f  mit  etoei-  und  mehrfcKhen  Wwrgeln.  Nefamen  wir 
nun  an,  daaa  die  Form  f  eine  v- fache  Wurzel,  mindeBtena  aber  eine 
Doppelwurzel  besitz?.  Man  kann  sie  dann  stets  so  transformiren,  dass 
die  V  ersten  Coefficienten  verschwinden.  Wir  dürfen  also  in  diesem 
Falle  f  in  einer  Normalform  zu  Grunde  legen,  in  welcher 

Co  =  C,  =  Cs,  =  C3  = =.C^,  =0,    f>l.  (I) 

Soll  nun  fflr  diese  Form  f  auch  die  Relation 

(f,ft-o 

bestehen,  dann  können  wir  zeigen,  daas  in  diesem  Falle  im  Allge- 
meinen alle  weitem  Coefficienten,  C,  C+i  ■  -  •  Cä-s,  gleichfalls  ver- 
schwinden. 

Znm  Beweise  genügt  es,  wenn  wir  zeigen,  dass  unter  den  Voraus- 
setznngen: 

c^  ^  c,  =  c;  = 0-1  =  0,  (B) 

auch  C,  —  0 

ist.  Nehmen  wir  nämlich  an  O  ^  0,  dann  mtiss  in  jener  von  2«  —  7 
Relationen,  in  welcher  vermöge  der  Bedingungen  (B)  die  Grosse  d 
allein  auftritt,  ihr  Zahlencoefficient  identisch  null  sein.  Es  lässt  sich 
aber  zeigen,  dass  dieser  ^0  ist  und.  sonach  die  Annahme  0*^0 
falsch  sein  muas. 

Ersetzen  wir  nämlich  in  der  Relation  (1)  Nr.  185  ^  durch  2v — 4, 
so  geht  sie  Aber  in 

0  -2^i:%'Sit^  jac,^-Ci+ia-j-.+aoH<Oi-.-.l-  m 

In  jedem  Gliede  dieser  Relation  ist  die  Summe  der  Indices  der 
Coefficienten  gleich  2v.  Wenn  daher  der  erste  Factor  eines  jeden 
Gliedes  einen  Index  besitzt,  der  grösser  ist  als  v,  so  enthält  noth- 
wendig  der  andere  Factor  C  einen  Index  <v;  diese  Glieder  verschwin- 
den also  wegen  der  Bedingungen  (B)  and  es  bleiben  nur  die  Glieder 
a  Übrig.  Solche  Glieder  treten  aber  in  einer  Relation  nur  drei  auf, 
nämlich  nur,  wenn  k^v,  dann  wird  der  erste  Term  der  Elammer 
Cl,  femer  wenn  i  •=  w  —  1,  wobei  der  zweite,  und  endlich,  wenn 
X  =  v  —  2,  wobei  der  dntte  Term  in  d  Qbei^eht. 

Dabei  ist  für  A  •=  v  der  Zahlencoefficient  von  0'  dargestellt 
durch  \~)\^^a),  und  in  den  beiden  andern  Fällen  durch 

-4(;=t)(:=S).  ™.p  3(;=|)(:;*), 
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so  dass  die  CoefficieDtenrelatioii  (II)  übergeht  in: 

«((V)(:i;)-4(;={)«+3(:=j)(;=;)i-o. 

Da  wir  nun  angenommen  hatten  C, ^0,  so  mUsste  der  zweite 
Factor  verschwinden.  Das  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall, 
vielmehr  besit^  derselbe  den  Wertb 

,(„_1)(,_8)(,_3) 
wie  wir  sofort  zeigen  können. 
Es  ist  nämlich: 

(T)U,)-U.)(4.)-(T)(4»)  1=^+1 -f+-^-M 

-»(,  +  1)     /„W   „    \ 
Ferner  ist; 

Multipliciren  wir  diese  Crleichung  mit  —  3  ond  addiren  sie  zur 
Torhet^ehenden,  dann  erhalten  wir: 

(T)(,?.)-4(.!f,)(4,)  +  3(4,)' 

.,qf,..  [  iJu+')u+»)      wu+v! 

31™+  i;  I   (I  +  3)(l  +  2)  (l+"l)(l+4)J 

_«(»+« (T)(i?j) 
'"»+■'""+')  (T)(i+i) 

Ersetzen  wir  hierin  m  durch  n  —  4  nnd  A  -{-  4  durch  v,  so  geht 
diese  Gleichung  über  in 

(;=l)("T*)-4(;rS)(:=})+3(;-9' 
"-"'-"  (:-i)(:=S  ,m, 

was  wir   zu  beweisen  hatten.     Die  Grösse   rechts  ist  stets   von  null 
verschieden,  sobald  n  >  3,  wie  wir  vorausgesetzt,  und  v  solche  Werthe 
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hat,  dass  überhaupt  dieser  Relation  noch  eine  Bedeutung  Kukommt. 
Dies  trifft  nicht  mehr  ein,  wenn  v  ^  2,  3,  n  —  2,  n  —  3;  und  diese 
Fälle  sind  noch  speciell  zu  untersuchen. 

Im  Allgemeinen  verschwindet  der  ZableacoefBcient  von  C2  nicht, 
folglich  mnss  C,  selbst  verschwinden. 

187.  Untersuchung  dieser  GreneßUe.  Besitzt  v  den  Werth  2,  dann 
kann  wegen  der  figurirten  Zahlen  in  der  Kelation        * 

0 -y("T%"SlLi)[cc..-i-iC,+,c,-;^,+3C^,c.,-,-,]  (1) 

die  Grösse  X  den  Werth  0  nicht  Qbersteigen.  Die  Relation  geht  also, 
weil  nach  Voraussetzung  Cj,  >-=  C,  =  C,_i  =  0,  Über  in 

0  =  3(V')(V)Ci'-3(^\ 
folgüch:  (7,  =  0. 

Besitzt  V  den  Werth  3,  so  kann  l  die  Werthe  0,  1,  2  an- 
nehmen. In  der  Relation  verschwinden  dann,  weil  nach  Voraussetzung 
Cq'^  Ci  =  Cg  =  C,-i  =  0  alle  Glieder  bis  auf  die  Glieder  Cj*,  deren 
eines  für  i^l  aus  3Cj+aCsf_i_8  und  deren  anderes  aus — 4Gi-)-iCi,_i_i 
für  ^  =  2  hervorgeht 

Der  Zablencoefficient  von  Cj*  wird  also: 

3("T')("T*)  -*{%%"-.')  -  -  3(»-'l)(»-2). 

Dieser  Zahlencoefäcient  kann  in  der  That  verschwinden,  wenn 
n  =:  4,  oder  n  =  2  iaL  Im  ersten  Falle  ist  aber  der  Coefäcient  Q 
bereits  der  vorletzte  Coefficient  C^—i,  von  dem  wir  überhaupt  nicht 
behauptet  haben,  dass  er  verschwinden  muss,  uud  im  zweiten  Falle 
existirt  kein  Coefficient  C,  mehr. 

Besitzt  V  den  Werth  »  —  3,  so  geht  fQr  diesen  Fall  die  Relation 
(I)  über  in 

0-2("T*)(2»-To-l)löC,.^j-4ö+.C4._,-,  +  3C^,C,._>_,)- 
Hierin  muas  «~4>A^n  —  6  sein,  gemäss  der  beiden  ögurirten 
Zahlen  (  i  )  reap.  ,U„  _  lo  _  i)  -  Die  Grösse  X  kann  also  nur  die 
Werthe  n  —  4,  n  —  5,  n  —  6  annehmen,  und  da  nach  Voraussetzung 
alle  Coefficienten  von  Cr-i  =  Cn-4  incl.  abwärts  verschwinden,  so  re- 
ducirt  sich  die  Relation  auf  die  beiden  Glieder 

oder,  was  dasselbe  ist,  auf: 

|-*(V)  +  3("7*)"K--°- 
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Der  Coefficient  von  C^  yerschwindet  aber  nur  für  n  •=  4  oder 
n  =  2,  wie  wir  soeben  gesehen  haben.  Im  eraten  Falle  ist  aber 
ohnehin  auch  G,-»  =  C,  nach  Voraussetzimg  null,  und  im  zweiten 
Falle  exiatirt  (Xs  überhaupt  nicht. 

Besitzt  endlich  v  den  Werth  n  —  2,  so  kann  wegen  der  figurirten 
Zahlen  in  der  Relation: 

°  -2'("I')(»--»-»)  ('''ft-^  -4Ch.O..^  +3Q+>0.._«  ) 
die  Grösse  A  von  n  —  4  nicht  verschieden  sein;  und  da  alle  CoefGcienten 
Ton  Cr—i  '^  C»-t  incl.  abwärts  verschwinden,  so  reducirt  sich  diese 
Relation  auf 

3  ("-t) ("Zl)  ^--«  =  3C^,  =  0, 
d.  h. 

G^t  =  0. 
Es  muss  also  auch  dieser  Coefficient  nach  nnsem  Voraussetzui^en 
verschwinden,  während  (7h_i  und  C«  von  null  verschieden  sein  können. 
Ist  dies  aber  der  Fall,  so  reducirt  sich  f  auf 

f  =  a^-'  (f?,_,  *,  +  C,  ic,)  "  I-'  q ; 
f  ist  also  dann  eine  der  selbstverständlichen  Formen. 

188.  Formen  f  ohne  mehrfache  Wureeln.  Wir  sahen  soeben,  dass 
keine  Form  f  mit  mehrfachen  Wurzeln  existirt,  abgesehen  von  den 
selbstverstäüdlichen  Formen,  welche  der  Bedingung  {f,  /)*  ^  0  ge- 
nügen. Eb  erübrigt  also  noch,  die  Formen  mit  einfachen  Wurzeln  zu 
ontersuchen.  Hiebei  setzen  wir  f  in  einer  Normalform  voraus,  in 
welcher 

C„-=0,    C,  =  1,    C,  — 0,  (1) 

was  unter  Ädjuuction  einer  Wurzel  von  /"=  0  immer  zu  erreichen 
möglich  ist,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Form  Eintr^  zu  thun.  Es 
lässt  sich  alsdann  zeigen: 

„Ist  der  Grad  »  der  Form  f  von  4,   6  oder   12  verschieden, 
so   verschwindet,   sobald   (/",  /}*  — .  0   ist,   unter  der  Voraus- 
setzung (1)  nicht  nur  Ct,  sondern  auch  (^,  (7^  -  •  ■  C.,  d.  h.  die 
Form  /"ist  eine  der  selbstverständlichen  Formen  f=^x''~^y'' 
Zum  Beweise  zeigen  wir  wiederum,  dass,  wenn  alle  CoefScienten 
Cf,C^,...  C,—i,  j'>  1,   verschwinden,   anch  der  Coefficient  C>  ver- 
schwinden   muss.     Wir   haben   nur   zu    sorgen,  dass    in    der  allge- 
meinen Coefficientenretation  die  Summe  der  Indices  jedes  Gliedes  gleich 
v-f-  1  ist,  damit  stets  ein  Coefficient  Q,  i<iv,  mit  einem  Coefficienten 
Gi,h>v,  verbunden  auftritt,  abgesehen  von  den  Gliedern   Ct-C,. 
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Während  aladaDn  die  ereten  Glieder  nach  YorauBsetzung  verschwinden 
mOssen,  werden  zunächst  die  Grössen  CrC,  ^0  sein,  so  dass,  wenn 
gleichwohl  die  Relation  {f,  f)*  ^  0  bestehen  soll,  der  Zahlencoeffident 
von  CrC,  nicht  ron  Qull  verschieden  sein  kann.  Damit  nun  aber  die 
Summe  der  Indices  gleich  v  -\-  l  sei,  setzen  wir  in  der  allgemeinen 
Relation  p  —  v  —  3;  sie  geht  dann  über  in 

0-2(.-'r-i)(V)|GOH-i-i-4G+,C,U  +  3Ci+,C^,_,) 

und  reducirt  sich  gemäss  den  vorausgegangenen  Bemerkungen  auf 

{:zi)  Ct*)  c,  c.  -  4  (r_i)  Cö')  o.e.  -  0,      (2) 

welche  zwei  Glieder  aus  ihr  fSr  Jt  —=  1  und  il  >=  0  entstehen. 
Die  Gleichung  (3)  geht  aber  wegen  C,  =  1  über  in 


-^.(;=j)|.-7  +  ^)c.=o. 

Verschwindet  nan  der  Zablencoef^cient  von  (7.  nicht,  so  mnss 
Cr  verschwinden.  Dieser  Zahlencoefücient  kann  aber  nur  dann  gleich 
null  werden,  wenn  n  ein  Tbeiler  von  12  ist,  also  wenn  n  gleich  4, 
6  oder  12  ist.  Es  können  also  ausser  den  selbstverständlichen  Formen 
mit  mehrfachen  Wurzeln  in  der  That  Formen  vierten,  sechsten  und 
zwölften  Grades  auftreten,  welche  der  Bedingung  {f,  f)*  =:  0  genDgen. 
Wir  wollen  daher  im  Folgenden  diese  specielleu  Fälle  rt  ^  4,  6,  12 
noch  eingebender  untersuchen. 

189.  Die  Formen  des  Tetraeders  und  Octaeders.  Wir  setzen  hier 
wie  im  Folgenden  voraus,  dass  die  Form  vierten  Grades  f,  welche 
der  Bedingung 

(.r,n'-o 

genügt,  wiederum  in  einer  Normalform  gegeben  sei,  in  welcher 

(7(,  =  0,   C,  —  1,    C,  —  0 
ist    Dann  liefert  die  Bedingung  (/",  f}*  =  » ■=  0  unmittelbar 

C^C^  — 4C,G,  +  3Ci»  =  0, 
oder 

-4C,Cs  —  0, 
alao 

c;  =  o. 

Die  betreffende  Form  f  hat  daher  die  Gestalt: 

/-_j(4«"  +  C.!,').  (1) 
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Ich  möchte  hiebei  erwähnen,  dasa  man  gewdliblicti  die  Tetraeder- 
form  in  folgender  Normalform 

/'^aj^  +  emaiV  +  y* 
darstellt  (vergl.  Nr.   180),  wobei  m  wegen  t  =.(/",/}*  =  0   vermöge 
Gleichung  (4)  Nr.  180  den  Werth 

besitzt    Ea  ist  dann  

f—x*±^y^^-^y^  +  ^.  (2) 

Die  Form  (1)  geht  in  die  Form  (2)  Über  durch  eine  Transformation, 
deren  Modal  ^  der  Gleichung 

genügt,  wobei  Q  •=  ^y  — -^3  =  ^^ — 2C4 ,  und  «*  eine  dritte  Wurzel 
der  Einheit  ist.     (Vergl.  auch  Nr.  181.) 

Amnerhang.    Das  Product  der  beiden  Formen 

liefert  die  Wörfeiform  3? -{■  14a;*y*  +  yS.     (Vergl.  Nr.  141.) 

Um  die.  Ooe^cienten  der  Form  aecbsten  Gradea,  welche  der  Be- 
dingung {f,  f)*^0  genügt,  zu  berechnen,  gehen  wir  wieder  zurück  auf 
die  allgemeine  Ooe^cientenrelation,  die  aich  für  n  =~  6  in  der  Form 

"  -2'(t-l)0  W'Crt^  -  40+.  Oh*-'  +  30H.C,+,,i) 
darstellt.    Wir  erhalten  ans  ihr  vier  Kelationen,  fUr  p  — .  0,  1,  3,  3, 
wobei   A   entsprechend  die   Werthe  0;  0,  1;  0,  1,  3;  1,  2   annehmen 
kann.    Es  ergiebt  sich,  wenn  wiederum  C^^^O,  C,  -«  1,  C^^O  ge- 
setzt wird: 

C.C. -4C,C, +  3C,'  — 0,  (1) 

also  63  =■  0 ; 

2(C;,ft  — 4C,C,-|-36',C,|  +2(0,0, -40,0, +  36',Ci|  —0,   (2) 
also  (-2-4  +  2)0,0, —  0, 

d- h.  0,  — Ol 

{0.0,  — 40,0, +  30,0.)  +4|C,Cl  — 4C,0.  +  3Ci')  (3) 

+  |0,C.  —  40,'  +  30.C,|  —  0, 
oder  (_4  +  4)C,0,  — 0, 

d.  h.  Ci  braucht  nicht  zu  verschwinden; 

2  [C.Ct  —  40,0s  +  30,0,)  +  2  (OjCs  -  40,0.  +  30,0.)  —  0,  (4) 
d.  h.  0.  —  0. 
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Also  hat  doe  Octaeder  die  Form: 

«»(«'  +  (?,»')-/■, 

oder  ßr  J,  =t/C,l/ 

/■- 7 ^S.  («*+?.'), 
WO  Q  eine  GonstaDte  ist.     (Yei^l.  auch  Nr.  138.) 

190.  Die  Ikosaeäerform.  In  derselben  Weise  wie  vorhin,  berechnet 
man  der  ßefhe  nach  die  Coefficienten  der  Form  f^a",  welche  der 
Bedingung  (f,ß*  =  0  genügt  Die  allgemeine  Coefficieotenrelation 
wird  hieb  ei 

und  es  genflgt,  wenn  wir  hieraus  die  zehn  Relationen  bilden,  die  sich 
für  ff  ^  0   bis   9^9    ergeben.      Unter    der   Voraussetzung   Cg  ■=  0, 
C,=^l,  Cj  =■  0  findet  man  alsdann: 
Für  p  =  0  ist  der  Coefficient  von  C,(7j  die  Zahl  —    4,  also  C,  =  0. 


„  »-1  . 

,    0,0,    „ 

„      -24,    „     0,  — 0 

„    0-2   ,. 

„    0,0,    „ 

„      -48,    „     C,_0 

„     9-3   „ 

„    0,0,   „ 

0,    „     0,  S  0 

.     0-i   ,. 

0.C,   ,. 

168,    „     d-O 

„     f-S    „ 

„   c,c,  , 

336,    „     C,  =  0 

„     »-6   „ 

,   o,c,  „ 

344,    „     C,  —  0 

„     (■-'    „ 

0,0,,  „ 

192,    „     0„-0. 

Für  9—^8  ergiebt  eicb  <Ue  ßelation: 

(8-8-4)0,0,,+  (28'  — 4-56>  +  3-70')O,>-0 

-60{O,C„  +  49O,'l 

—  0, 

oder 

C„+49C,'-0 

Der  Coefficient  C„  ist  also  linear  von 

0^  abhängig.    Für  9  ^  9 

erhält  man  endlich: 

8C,C„-0,    aleo    0, 

-0. 

Die  Ikosaederform  ist  demnach  dargestellt  durch: 

/■- 120,2:"!/+  12.117C,V!(' 

-49  120,'a:i(", 

oder  wegen  0,.  =  1 

i/'-«t,(a:>«  +  11.70,«»/- 

49C,'»y'«). 

Setzen  wir  hierin  noch  y,  =  YTO^  ■  y, 

30   erhalten  wir   die  be- 

kannte  Form: 
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Vergleiche  auch  Nr.  142,  Anmerkung. 

191.    AUgemeäte  SdradUungm  wftc»-  die  regtdären  Körper.     Wir 
haben  somit  gesehen,  dass  die  Formen 

f=xy{a^  +  y') 

f=a^±2iy^a?y*  +  y* 
und  die  daraus  durch  lineare  TransformatioD  hervorgehenden  Formen 
die  einzigen  sind,  für  welche  (/",  f)*  identisch  yerschwindet  Das 
Formensystem  dieser  Formen  reducirt  sich  nach  den  in  §  30  zu  ent- 
wickelnden Gesetzen  direct  auf  die  drei  Covarianten  f,  {f,  f)*  =-  R, 
((/■,  f)*,  fy^mT  und  eine  Invariante  Ä.  Da  nun  T  eine  schiefe  C&- 
variante,  so  muss,  weil  sich  das  Quadrat  derselben  stets  durch  gerade 
Formen  ausdrücken  lässt,  und  ans  Gründen  der  Homogeneitat  in  den 
Variabelo  fQr  das  Ikosaeder  eine  lineare  Relation  zwischen  f^,  H',  T\ 
fOr  das  Octaeder  eine  ebensolche  zwischen  f*,  B},  T*,  und  ftlr  das 
Tetraeder  eine  solche  zwischen  f,  H^,  T*  bestehen.  In  allen  drei 
Gleichungen  treten  natürlich  noch  gewisse  Potenzen  der  Invariante  A 
auf,  damit  auch  die  Homogeneitat  in  den  Goeifficienten  gewahrt  bleibt*). 
Denken  wir  uns  nun  jede  der  Relationen  mit  H^  dividirt,  so  sind 
Cf"  GJ^  C^ 
S''  H»  '  3* 
Formen  nullten  Grades  in  den  Variabein,  und  wenn  0,  (7^,  Cg  geeignete 
Potenzen  der  betreffenden  Invarianten,  auch  nullten  Grades  in  den 
Coefficienten.  Man  nennt  diese  Formen  von  der  Dimension  null  in  den 
Variabein  und  Coefficienten  die  Parameter  des  Ikosaeders,  resp. 


'}  Zn  den  legolSrea  EOrpem  gelangt  man  aoch,  wenn  man  dieie  Relationen 
ala  Definitionsgleichnngen  aoilaast.  Eatphen  hat  gezeigt  (siehe  „Memoire  snr  ta 
ntdoction  des  dqnatiODs  diffärentielles  linäaires  ans  formes  intögrables",  Paria  1B8S) : 
Die  Fonnen,  welohe  der  Oleichong 

genügen,  sind  ausser  den  allgemeinen  cnbiachen  und  biqnadratisclien  Formen  noch 
die  regnl&ien  KOiper  und  die  aas  diesen  Formen  darch  die  Snbatitution  x^^"p  (</) , 
a^  '»i^(y)  hervorgehenden  Formen.  Er  nennt  die  cnbiachen,  biquodrati sehen  und 
regulären  Formen  zum  Unterschied  von  den  übrigen  „primitive  Formeo".  Diese 
primitiven  Formen,  sowie  die  aas  ihnen  darch  die  erw&hnte  Transformation  her- 
vorgehenden genügen  anch  den  Oleichnngen: 

tf,  T)--0,    (r,  if)»-0,    (H,  O'-O  (l) 

(f,T)~q,H\    {T.E)~g,fl',    (ff,0-p,r.  (11) 
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Octaeders  oder  Tetraeders  und  bezeichnet  s!e  mit  q.  Man  könnte 
ebenso  den  ändern  Quotienten  ^  ala  Parameter  einfShren;  denn  ver- 
möge der  linearen  B«lation  ist  der  eine  bekannt,  wenn  der  andere 
Quotient  gegeben  ist. 

Der  Parameter  q  wird  jedesmal  null,  wenn  f  verscbwindet;  denn  H 
und  f  können  im  Allgemeinen  keinen  Factor  gemeinschaftlicli  baben, 
da  ja  Bowobl  die  Discriminante  von  f  als  auch  die  Resultante  von  S 
und  f  eine  Potenz  der  einzigen  im  System  nicht  verscbwindeadeii 
Invariante  A  sein  mOssen. 

Wenn  es  also  gelingt,  diese  Functionen 

Gf  C,  r  Gt  P 

ip  =  9>      -ST  =  9,       R>    =<f 

umzukehren,  also  x  =  ^  in  Function  von  (f  darzastellen,  etwa 

i-l-»^, 

so  ist  damit  auch  nnmittelbar  die  Auflösung  des  Ikosaeders,  Octaeders 
und  Tetraeders  gegeben.  Die  Functionen  #(p)  nennt  Klein  die 
Irrationalitäten  des  Ikosaeders,  Octaeders  und  Tetraeders.  Die  Be- 
rechnung der  Ikosaederirrationalität  verlangt  die  Auflöanng  einer 
Gleichung  sechzigsten  Grades,  und  ihre  Darstellung  ist  nur  auf 
tranecendentem  Wege  möglich.  Dagegen  können  die  beiden  andern 
durch  Wurzelziehen  hergestellt  werden;  wir  wollen  uns  daher  mit  der 
Berechnung  derselben  nun  beschäftigen  und  zwar  einmal  fttr  die 
Normalformen  des  Octaeders  und  Tetraeders,  dann  aber  auch  fQr  die 
allgemeinen  Formen  sechsten  beziehungsweise  achten  Grades. 

192.  Berechnung  der  Octaederirrationalität  für  die  NomuUform. 
Die  Covariante  S  der  Form 

f-xyiaf  +  s') 
besitzt  den  Werth 

H—3fl+  I4**y*  +  y\    (VgL  Nr.  189,  Änm.) 

Der  Octaederparameter  ist  also,  wenn  wir  die  Invariante  G,  in 
die  Grösse  p  hereinziehen,  dai^estellt  durch 

(X'  +  Ux*y*  +  y")'        *•■ 
Die  Grösse  9  "=  -^  genügt  also  einer  Gleichung  vierundzwanzigsteii 
Grades.     Um  sie  zu  lösen,  dividiren  wir  zunächst  Nenner  und  Zähler  der 
linken  Seite  mit  s^'y'*  und  erhalten,  wenn  wir  im  Zähler  noch  quadriren: 
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oder,  wenn  wir  nun  — j  +    *  ■=■  1  —  14  (I) 

setzen:  (ij  —  12)»  =  p  ■ »)'.  (II) 

Hieraus  läset  sich  tj  berechnen.  Die  Gleichung  (I)  liefert  alsdann 
eine  quadratische  Gleichung  für  -^"^  ^,  so  dass  sich  endlich  |  in 
der  Form  darstellt 

iZ^^^ -»(.),    an) 

wobei  **  eine  der  vier  Wurzeln  +  Y+i  und  ij^  eine  der  drei  Wurzeln 
von  (II)  ist. 

193.  BereiAmmg  der  Tetraederirratiotialilät  für  die  Norvuilform. 
Wir  bezeichnen  das  Tetraeder 

mit  u,  wenn  das  obere  Vorzeichen,  mit  v,  wenn  das  untere  Vorzeichen 
gemeint  ist.  Die  Hesse'sche  Form  H  von  «  fallt  dann  mit  v,  und 
umgekehrt  die  Hesse'sche  Form  S  von  v  mit  u  bis  auf  eine  Gonstante 
zusammen.  Die  Gleichung  fQr  die  Tetraederirrationalität  ist  also  dar- 
gestellt durch  ^ 


oder 


u  __  (jj^  +  gtV^^'y'  +  y*)  _  a^ 


Hieraus  folgt,  wenn  6  die  dritte  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet, 
nach  bekannten  Proporttonsgesetzen: 

lU  —  e'v         tVQ  —  s' 


.■¥;-. 

WeU  aber  i  —  «'  —  1^8 , 

80  geht  die  linke  Seite  der  Gleichang  (1)  über  in 

-mf- 


(1) 


Demnach  erhält  man: 


'■  -y   .-VT-.' 


oder  nach  bekannten  Methoden 
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Die  Tetraederimttionalitilt  iet  also   schlieBsHch  dargestellt  durch: 

194.  Außösung  der  tülgemeiium  Odaedergleichmg.  Es  sei  nun 
eine  Form 

gegeben,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  daas 

(f,fl'-o 

ist.     Wir  bilden  den  zugehörigen  Oetaederparameter 

"ä— =  •?(*)  "P- 
Die  gebrochene  Function  >p(x)  ist  vom  nullten  Grade  in  x,  und 
wenn  C^(f,  /)*,  auch  vom  nullten  Grade  in  den  CoefScienten.  Bei  einer 
linearen  Trsneformation  dieses  Parameters  hebt  sich,  da  im  Nenner  und 
Zähler  gleichviel  Elammerfactoren  sich  befinden,  die  Transformations- 
determinante weg. 

Denkt  man  sich  daher  die  Transformation  von  ^  in  die  Normal- 
form ausgeführt,  wobei  f{x)  in  /"(y),  S{x)  in  H'(y),  p{x)  in  91' (y) 
und  C  in  C  übergeht,  so  besteht  direct  die  Gleichung 

9(a;)™(p'(y}  =  (..  (1) 

Die  Grösse  y  ist  die  Octaederirrationalitat,  y  ^  #  (p) ,  oder  auch 

!l~^»{<p(x)).  (2) 

Ersetzen  wir  nun  die  Variable  X  durch  einen  festen  numerischen  WerÜi 
g,  dem  der  Werth  i/  ron  y  entsprechen  möge,  so  geht  diese  Gleichung 
aber  in: 

,-»(T(i)).  (3) 

Ist  insbesondere  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  9)  (|)  =  p  =«=  0,  so  ist 
der  dem  a  entsprechende  Werth  von  y  dargestellt  durch 

ß-»(r(a)).  (4) 

Da  nun  (p'(j/)  durch  lineare  Transformation  aus  ip(x)  hervorgegangen 
ist,  so  entspricht  demnach  dem  Werthe 

g  + Aa     der  Werth     n  +  ^ß 
und  die  Gleichung  (1)  geht  durch  Substitution  dieser  entsprechenden 
Werthe  über  in 

<p(i  +  Xa)^ip'{r,  +  Xß)  (5) 

oder 
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Es  mSsaen  demnach  Zähler  and  Nenner  beidersetta  einander  propor- 
ÜobbI  sein,  d.  h.  es  mOssen  die  Gleichungen  bestehen: 

a'(i  +  j«)-»i-fl- (,  +  »«. 

Hieraus  folgt  durch  Yergleichtmg  der  Coefficienten  ron  X} 
Diridirt  man  die  beiden  Gleichungen,  so  kommt: 

cr(i)-fm.-B'\i)H;(i)-c-r('i)rf(.i)B'(.i)H.(i)-o.  (6) 

Hierin  ist  ^  eine  Constante,  etwa  |j  ^  1:,  ^  ^  0.  Berechnet  man  zu 
diesem  Werthe  von  ^  die  Grosse  ij  vermöge  ij  -=>  fr  (9)  (|)) ,  so  liefert, 
weil  auch  ß  ^  ^  (tp  (tt))  =  &  (0)  eine  völlig  bekannte  Grösse,  die  Re- 
lation (6)  eine  lineare  Bestimmung^leichung  fBr  die  Wurzel  a  der 
Gleichung  y  (a:)  =■  0 ,  deren  Wurzeln  mit  den  Wurzeln  von  f{x)  =  0 
Dhereinstimmen. 

Es  ist  also  auf  diese  Weise  möglich,  die  Wurzeln  der  allgemeinen 
Octaedergleichung  rational  durch  die  Wurzeln  der  Normalform  und 
bekannte  Grossen  darzustellen. 

Anmerhttng.  Nach  Art  der  Gleichung  (6)  lassen  sich  auch  die 
Wurzeln  der  allgemeinen  Ikosaederform  durch  die  Wurzeln  der  Normal- 
form und  bekannte  Grössen  ausdrücken. 

195.  Auflösung  der  Gleieliunff  vierten  Grades.  Ist  die  gegebene 
Gleichung  vierten  Grades  /"=  0  von  vornherein  eine  Tetraedei^leichong, 
d,  h.  genfigt  f  der  Bedingung  (/",  f)*  ^  (p-^)*  ^  i^O,  so  kann  man 
genau  das  nämliche  Verfahren  zur  Auflösung  derselben  einschlagen, 
das  wir  vorhin  bei  der  Octaedergleichung  verfolgten. 

Klan  kann  indess  auch  die  Auflösung  einer  beliebigen  Gleichung 
vierten  Grades 

f-ai-O 

mit  Hilfe  der  Tetraederirrationalität  bewerkstelligen,  Der  Gedanke, 
der  uns  hierbei  leitet,  entspringt  aus  der  Thatsache,  daas  man,  von 
einer  Originalform  f  ausgehend,  stets  zwei  Tetraederiormen  sich  ver- 
schaffen kann,  nämlich 

F—zZ  +  A,/,     F,=^  +  lif, 
in  denen  ^  das  bekannte  Symbol  ffir  die  Hesse'scbe  Govariante  und 
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l,  und  A,  die  Wurzeln  der  Gleichung*) 

ij+if'='i  +  2ij  +  a'  =  o  (1) 

bedeuten. 

Da  nun  F  und  f,  Tetraederfonnen  sind,  so  mOsaen  sie  sich  durch 
lineare  Traneformation  in  die  Formen  «  i=  y,*  -f-  2  Y —  3  ■  j/,*  y,*  -j-  y,* 
und  f  — y,*  —2]/ — 3y,'y,*  +  yj*  bringen  laeBeo.     Alsdann  iat: 

z(  +  l./--r.a  (2) 

^  +  l,f-s-v,  (3) 

wobei  r  und  s  noch  zu  ermittelnde  Conatante  sind.    Zu  ihrer  Berech- 

nnng  können  wir  unter  anderm  die  Hesse'schen  Formen  von  (3)  and 

(3)  benutzen.    Wir  erhalten: 

Jj+i,,  =  r'-{il,  «)» 

—  ^  i?_  ^^~^  »  H_K ■^ 

~  72         ■V='r-        g        D . 

Es  ist  aber  nach  Nr.  171 

^^+W  -  (j,-  -  i)  ^  +  (i  +  *-  i,)  ■  f-  (4) 

Demnach  hat  man: 


(v-4)(^n-t^. 


Diese  Gleichung  ist  eine  Identität;  es  muss  also  insbesondere 


sein,  vermöge  der  Gleichung  (3).    Ersetzt  man  in  (5)  die  Grösse  -^ 
durch  i-^X^,  was  nach  Gleichung  (1)  erlaubt  ist,  so  kommt: 
J,(l,  -l,)»-r-.|->/:r3. 

3 

Entsprechend   ergiebt    sich    bei   Bildung    der   Hesse'schen    Form   Ton 
Gleichung  (3) 

A,(i,-A,)r  =  s».|]/l--3.  (6) 


*)  Man  bemerke,  Aun  die  Diacriminante  dieser  Gleichnng  auch  die  Disorimi- 
nanta  der  biquadratiachen  Form  f  =  a^  aelbst  iat    (Vgl.  Nr.  173.) 
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Aus  dieBen  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  dnrch  Diyisioii: 


und  damit  ist  der  Quotient  —  bis  auf  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit 
rollat&ndig  bestimmt. 

Behufs  Anflßsung  der  allgemeinen  Gleichung  vierten  Grades  ver- 
fahren wir  nun  ganz  analog  wie  bei  Auflösung  der  allgemeinen 
Octaedergleichuog. 

Wir  ISsen  zuerst  die  Tetraederform  <^  -|~  ^ift  deren  Hesse'sche 
Form  durch  X,  (A,  —  A,)  \^ -\- X^f\  dargestellt  isi  £s  ist  alsdann 
wie  dort: 

wobei  nun  C  ^  j^-i-j^j  :  (li  —  ^)  K  ^^  Wegen  der  Gleichungen  (2) 
und  (3)  erhält  man  sonach  auch: 

Die  Tetraederirrationalitüt  ist 

»=*(<>)  =  *('P(*))- 
Jedem  Werth   |  von  x  entspricht  ein  Werth  i}  von  y.     Ist  ins- 
besondere a  eine  Wurzel  der  Gleichung  9  (a;)  =  p  =  0,  so  entspricht 
ihr  ein  Werth 

ß-»(,p(0)). 

Die  lineare  Gleichung  zwischen  a  und  ß  erhält  man  wie  früher,  nur 
daas  man  hier  einfacher  die  erste  Polare  von  —  statt  von  -^  nehmen 
kann.    Sie  geht  wie  früher  wegen 


aas  der  ersten  Polare 


i^iS)  +  i,fm\     ,^i/JL  \»M\ 

hervor,  wobei  t*  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit  ist.  Die  sich  hieraus 
ergebende  Wurzel  a  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  /4  -|-  A,  /"  ■=■  0. 
Dagegen  erhält  man  für  p  =  C,  also  ß  =  9{^{C))  die  Wurzeln 
der  Gleichung  f=-0;  denn  wenn  f  verschwindet,  geht  (7)  in  die 
Relation 

O-f 
fiber. 
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Durch  die  eben  entwickelte  Methode  für  die  AuflÖBung  der 
Gleichung  Tierten  Grades  könnte  man  demnach,  sobald  man  im  Be- 
sitze TOD  Tafeln  f3r  die  Tetraederirrationalität 

wäre,  die  Wurzeln  jeder  biquadratäschen  Gleichung  durch  zwei- 
maliges Aufschl^en  der  Tafel  und  sonst  rationales  Rechnen  er- 
mitteln. 
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Dritter  Theil. 
Systeme  einEClner  nnd  sinnltaner  Formen  höheren  flrades. 

§  20.     TJeberaohlebnng  von  ByetemeiL 

196.  Begriif  des  Systemes.  Wenn  wir  eine  Anzahl  symbolischer 
AusdrQcte  in  ihrer  Geaammtheit  bezeichnen  wollen,  so  werden  wir 
daeaelbe  karz  mit  dem  Namen  „System  von  Formen"  belegen.  Der 
Begriff  einea  Formensystems  ist  diunit  in  seinen  weitesten  Grenzen 
gegeben.  Die  Formen  desselben  können  einzelne  symbolische  Producte 
sein  mit  oder  ohne  Zahlenfactoren.  Sie  können  aber  anch  ganze 
Aggregate  symbolischer  Prodacte  repräsentiren;  nor  wollen  wir  in 
diesem  Falle  voraassetzen ,  dass  alle  Glieder  des  Aggregates  die 
gleiche  Anzahl  von  Symbolen  der  etwa  auftretenden  Formen  ent- 
halten. Das  ganze  System  kann  alle  Covarianten  und  Invarianten 
eines  simultanen  Systems  binärer  Formen  /■,,  f^,  fg  ...  fn  umfassen; 
es  kann  sich  aber  auch  auf  irgend  eine  durch  gewisse  Eigenschaften 
definirte  Gruppe  derselben  beschränken.  Dabei  ist  nicht  nothwendig, 
dass  alle  Co-  und  Invarianten  einea  aolchen  Systeme  von  einander 
unabhängig  eind;  doch  werden  wir  im  allgemeinen  wenigstens  die 
Annahme  machen,  dass  keine  eine  ganze  Function  von  andern  Formen 
des  Syetemea  ist. 

197.  ÜAerschiämng  eweier  Systeme.  Denken  wir  uns  nun  zwei 
solche  Formensyateme  mit  je  einer  endlichen  Anzahl  von  Formen  ge- 
geben, einmal  das  System 

A,'x),    J,Cx),    M')  ...^,W,  (I) 

aodann  ein  zweitea  Syatem 

s,{x),  B,w,  iJ.w...a(«),  (n) 

wobei  mit  A4(x),  Sj{x)  irgend  welche  symbolische  Producte  oder 
ganze  Aggregate  von  solchen  bezeichnet  sind,  und  die  dardber  ge- 
achriebeuen  Zahlen  o,-,  &,-  ihren  Grad  in  x  ansdrScken. 
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Wir  stellen  uns  die  Anfgabe,  beide  Systeme  QbereiDander  sn 
schiebeD.  Wie  wir  früher  die  üeberschiebung  zweier  Formen  dadurch 
bildeten,  dass  wir  an  dem  Product  derselben  alle  möglichen  Faltungen 
des  betreffenden  UefaerschiebungsgradeB  aasfQhrten,  so  werden  wir  auch 
jetzt  eine  Üeberschiebang  der  beiden  Systeme  erhalteu,  indem  wir 
irgend  ein  Product  aus  den  Formen  des  Systemes  (1)  mit  einem  Pro- 
duct TOD  Formen  des  Syatemes  (11)  &lt«n. 

Sei 

ü  —  A,"^ Ai"'  ...  Ar-r 

ein  Product  ans  den  Formen  des  ersten, 

r=-5ii«'5/>  ...  B/. 
ein  Prodact  aus  den  Formen  dea  zweiten  Systemes,   wobei  die  Expo- 
nenten sc,',  /3i  ii^end  welche  ganze  Zahlen,  Null  nicht  ausgeschlosam, 
bedeuten. 

Das  Product  ?  ist  in  x  Tom  Grade 

«j  a,  -j-  Og  «s  +  ■  ■  ■  o,  «r ; 
das  Product  F"  vom  Grade 

6,ft  +  »,^.  +  ---».ft. 
Um  eine  beliebige  Ueberschiebung  (JJ,  F)*  zu  bilden,  haben  wir 
(ygl.  Nr.  38)  das  Product  17-  Y  auf  alle  m&glichen  Arten  vmal  zu 
falten  und  die  erhaltene  Summe  von  symbolischen  Producten  durch 
die  Anzahl  ihrer  Glieder  zu  diyidiren.  Jedes  dieser  Glieder  besitzt 
einmal  die  alten,  tob  vornherein  dem  ganzen  Aj^egat  gemein- 
schaftlichen Klamm erfactoren ,  die  ja  an  der  Faltung  nicht  betheiligt 
sind,  dann  aber  auch  v  neue  El amm erfactoren ,  in  deren  jedem  ein 
Symbol  dee  Systemes  der  Ai{x)  mit  einem  Symbol  des  Systemes  der 
Si  (x)  verbunden  ist;  ausserdem  enthalten  diese  Glieder  im  Allgemeinen 
noch  Factoren  erster  Art.  Ist  der  Grad  eines  Gliedes  der  Ueber- 
schiebung in  den  Factoren  erster  Art  ans  dem  Systeme  (I)  noch  9, 
und  ebenso  in  den  Factoren  erster  Art  aus  dem  Systeme  (11)  noch  a, 
dann  mflssen  flir  jedes  Glied  und  damit  auch  füi  die  ganze  Ueber- 
schiebung (17,  F)'  die  Gleichungen  bestehen: 

Ol  «l  +  «*«»  +  Os  «S h  «r  «r  =  <>  +  V  (1) 

6.  A   +  6./».  +   &»A    ■  ■  ■   +  hrßr  ~0  +  V.  (2) 

Ist  umgekehrt  ein  Zahlensystem  «i,  ßi,  v  gegeben,  das  diese 
Gleichungen  befriedigt,  so  können  wir  ans  auch  dazu  eine  Ueber- 
schiebung der  Producte  U  und  V  verschaffen.  Denn  durch  die  Ex- 
ponenten Oj  ist  das  Product  U,  durch  die  Exponenten  ßi  das  Product 
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V  emdeutig   bflatimmt,   und    zwei   solche  Producte   haben   nur  Eine 
Ueberschinbung  vom  Grade  v. 

198.  Umgrenzung  der  ea  l^achtenden  JJfherschiänmgen.  Die 
beiden  Systeme  können  natflrlicb  auf  diese  Weise  zu  onz&hligen  Ueber- 
Bchiebungen  Veranlaaenng  geben.  Denn  die  beiden  Gleichungen  (1) 
und  (3)  sind  lineare  diopbantische  Oleichongen  mit  den  Unbekannten 
fff,  ßi,  V,  und  zwar  solche  (vgl.  Bd.  I,  Nr.  187),  die  immer  positive 
ganzzahlige  Lüfiungen  besitüeo.  Jeder  UeberBchiebong  entspricht  aber 
eine  solche  Lösung,  und  umgekehrt  sahen  wir  soeben,  gehört  jeder 
positiven  ganzzahligen  Lösung  eine  und  nur  eine  Ueberschiabung  zu. 
Ton  dieser  unendlich  grossen  Anzahl  von  üeberschiebungen  inter- 
essiren  uns  aber  nun  jene,  durch  welche  weseatlich  neue  Formen  ent- 
stehen. Es  werden  nämlich  wie  früher  bei  der  Sjstembildung  ein- 
&cher  Formen  die  üeberschiebungen  in  zwei  Gruppen  zu  theilen  sein: 
in  eine  erste  Gruppe  von  Üeberschiebungen,  bei  denen  die  Faltung 
des  Productes  U  •  V  kein  zerfallendes  Glied  liefert,  und  in  eine  zweite, 
welche  solche  Glieder  enthalten.  Hierbei  nennen  wir  ein  Glied  G 
ein  zerfallendes,  wenn  man  dasselbe  in  zwei  Theile  Oi  und  G^ 
spalten  kann,  von  denen  der  eine,  also  auch  der  andere,  ein  Glied 
einer  früheren,  niedrigeren  Ueberschiebung  ist^  oder  auch  ein  Product 
urepränglicher  Formen.  Die  Ueberacfaiebungen  der  zweiten  Gruppe 
aber  können  keine  wesentlich  neuen  Formen  liefern,  da  sich  ja  nach 
den  allgemeinen  Sätzen  in  §  3  jede  solche  ueberschiebung  durch  dieses 
Glied  und  niedrigere  üeberschiebungen,  also  durch  Bekanntes  aus* 
drücken  lässt.  (Siehe  als  Beisp.  etwa  Nr.  211.)  Wir  beschränken  uns  also 
auf  das  Studium  der  ersten  Üeberschiebungsgruppe,  deren  Formen  wir  in 
diesem   Paragraphen   mit  Q  bezeichnen  werden.     Von   diesen  Formen 

.  werden  wir  in  der  Folge  vier  Lehrsätze  aufstellen,  mit  deren  Hilfe  die 
Endlichkeit  des  Formens^stems  einer  binären  Form  sich  einfach  beweisen 
lässt.  Hiebei  bezeichnen  wir  als  Form  d  nur  ein  einziges  Übrigens 
willkQrlicbes  Glied  der  betreffenden  Ueberschiebung,  die  nach  unsem 
allgemeinen  Ueberschiebungssätzen  durch  ein  solches  Glied  vollständig 
definirt  ist. 

199.  Erster  Lehrsaiz:  „Ist  das  System  der  Formen  At  so- 
wohl als  auch  das  System  der  Formen  St  ein  end- 
liches, eo  ist  auch  das  durch  ueberschiebung  ent- 
standene System  der  Formen  Q  endlich." 

Der  Beweis  wird  mit  Hilfe  des  im  ersten  Bande  dieser  Vor- 
lesungen §  15  bewiesenen  Satzes  erbracht,  wonach  ein  simultanes 
System  linearer  diophantischer  Gleichungen  nur  eine  endliche  Zahl 
einfacher  Lösungen  besitzt     Wir  sahen  nämlich  soeben,  dass  jeder 
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L&sttng  der  beiden  diophantiachen  Gleichungen  (1)  nnd  (ß)  Nr.  197 
eine  und  nur  eise  Ueberschiebimg  entspricht.  Eöunen  wir  also  zeigen, 
dass  jeder  zuaiimmengeaetzten  Lösung  eine  Uefaerschiebang  mit 
zerfalleaden  Gliedern  zagehSrt  und  nmgekebrt,  dann  können  die  Ueber- 
schiebungen  mit  nicht  zerfallenden  Gliedern,  also  unsere  Formen  Q, 
nur  den  einfachen  Lösungen  entsprechen.  Diese  sind  aber  nur  in 
endlicher  Zahl  vorhanden,  also  auch  die  Formen  Ci. 

Angenommen  aber,  die  üeberBchiebung  {ü,  F)*  enthalte  ein  Glied 

wobei  G^  und  Cr,  Glieder  niedrigerer  Ueberschiebnngen  vom  Grade  v^ 
bezw.  V,  sind,  so  daaa  V'^v^+v, ,  dum  lässt  sich  zu  jedem  der 
beiden  Glieder  je  einfr  Lösung  t,  =- (a(^',  ^",  v^),  beziehungsweise 
£,£  ~°  (t^^ ,  ßf^ ,  Vg)  angeben,  welche  diese  niedrigeren  Ueberschiebangen 
völlig  bestimmen.  Dabei  ist  alsdann,  wenn  L  ^  (of,  ßi,  v)  die  Lösung 
ist,  durch  welche  die  üeberschiebung  mit  dem  Gliede  G  ■=  Gi-G^  er- 
halten wurde:  v  ~=  v,    +  r, 

d.  h.  die  Lösung  L  lässt  sich  zusammensetzen  aus  den  Lösungen  £, 
und  Lj.  Umgekehrt:  Kntsprecben  den  Lösungen  X,  und  L^  bezw.  die 
CeberschiebuDgen  {Uj,  F,)*'  und  (P,,  Fj)*',  so  entspricht  der  zu- 
aammengesetzten  Lösung  £  ■=  L,  -f-  -^  nothwendig  die  Üeberschiebung: 

(UiU^,  FiF,)'.-!^- 
und  diese  enthält  zerfallende  Glieder.    Denn  unter  den  Gliedero,  die 
aus  dem  Producte 

U,  U,  F,  Fj 
hervorgehen^  indem  man  dasselbe  auf  alle  möglichen  Arten  (vi+v^)- mal 
faltet,  treten  auch  Producte  von  Gliedern  auf,  die  entstehen,  wenn  man 
erst  JJi  F,   r[-mal   und  dann   Ui  Fj  v-mal  faltet,  die  also  Glieder  der 
niedrigeren  Ueberschiebangen 

{Uy,  F,)'-    und    (ü,,   F,> 
darstellen.    Es  können  also  in  der  Tbat  die  Ueberachiebungen  ohne 
zer^Iende  Glieder  nur  den  einfachen   Lösungen   entsprechen,  nnd 
deren  Anzahl  ist  eine  endliche. 

200.  Defmitio»  eines  vollständigen  Systemes.  Wir  nennen  nun  ein 
System  von  Formen  Ät  ein  vollständiges,  sobald  aus  einer  einzelnen 
Form  oder  einem  Producte  derselben  durch  Faltung  keine  wesentlich 
neue  Form  entstehen  kann,  sondern  immer  nur  Formen,  welche 
ganze  rationale  Functionen  der  Ai  sind. 
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Solche  voUstSndige  Systeme  sind  die  bereits  früher  aufgestellten 
Systeme  der  Form  zweiter,  dritter  oder  rierter  Ordnaog.  Jede  Üeber- 
Bcbiebimg  (U,  U'Y  zweier  Producte  U  und  U'  der  Formen  Ai  ist  also 
darstellbar  in  der  Fonn 

(U,  ü'y  =■  F(^„  A,,  ...  Är)^  F{Ai), 
wo  F  eine  ganze  rationale  Function  der  Formen  Ai  bedentei     So  ist 
z.  B.  für  die  Form  vierter  Ordnung 

(/>•■. ,^,f«..i-..j«.^   ff. .  jtl>^.U^..ai.. }!>.)•  =  F{f^  ^,  t,i, 3). 
201.  Zweiter  Lysate.   Sind  die  Systeme  (^A)  nnd  (£)  vollständige 
Formensysteme  mit  den  Formen 

A^,  A„  A,,...Ar  (I) 

S„  if„  B^,  ...  B.,  (II) 

gelten  also  fDr  diese  die  Bedingungen 

(v,vy-ri,Ä,).  (1) 

(F,  r)'_a>(Ä),  (2) 

dann   fübrt  wiedemm    die   üeberBchiebiing   derselben    auf  ein   drittes 
System  selbstetändiger  Formen 

C„  C,  C^,  ...  Cp,  (ni) 

zu  welchem  selbstverBtändlicb  als  nullte  Ueberscbiebungen  anch  die 
Formen  der  beiden  ersten  Systeme  gehören. 

Von  diesem  System  können  wir  behaupten: 

„Das  System  der  Formen  Ct  ist  ein  Yollstündiges,   sobald  die 

ursprQnglicben  Systeme  {Ä)  und  {B\  ans  denen  dasselbe  durch 

Deberschiebung  entstanden  ist,  vollständig  sind." 

Unsere  Aufgabe  besteht  darin,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  auch 

fDr   das  System  der  Formen   d,    wie    für  die  beiden   nrsprQnglichen 

Systeme,  die  Gleichung  besteht 

(r,  n'-'i'(a),  ■        (3) 

wenn  F  und  F'  beliebige  Producte  der  Q  sind. 

Non  entsteht  jede  dieser  Ueberschiebungen  (3)  durch  Faltung  der 
in  r  enthaltenen  Formen  C,  mit  jenen,  die  sich  in  F  befinden.  Diese 
Formen  d  sind  aber  aus  Producten  üi  der  Formen  Af  durch  Faltung 
mit  Product«n  F,-  der  Formen  £,-  hervorgegangen.  Also  kann  man 
sieb  auch  die  Form  ^  direet  durch  Faltung  eines  Productes  Ü-  V 
entstanden  denken,  wobei  einmal  Faltungen  an  den  Factoren  Ai  von 
U,  sodann  Faltungen  an  den  Factoren  Bi  von  V  nnd  endlich  Faltungen 
der  Factoren  Ai  mit  Factoren  Si  auszufahren  sind.  Bezeichnen  wir 
das  durch  Faltungen  der  ersten  Art  aus  ü  entstehende  Product 
mit   U,  das  durch  Faltungen  der  zweiten  Art  aus  V  entstehende  mit 

0aid4n,  InwiMitvn.  IL  16 


cbyGoogIc 


V,   dann   entsteht   V  ans   dem   Prodncte    U  ■  V  durch  Faltungen  der 
dritten  Art,  und  kann  somit  als  Glied  der  Ueberschiebong 

{Ü,  V^,    Q<v, 
angesehen  werden.     Daher   lässt   sich    W  dorch  diese  and  niedrigere 
Ueberscbiebnugen  dieser  Art  nach  §  3  Nr.  44  darstellen,  d.  h.  es  ist 

Da  aber  Ü  dnrch  Faltnng  von  Formen  Aj,   V  durch  Faltung  ron 
Formen  Bi  entstanden  ist,  so  kann  nach  Voraussetzung 

(4) 


gesetzt  werden,  und  demnach  ist 

(r,  n- -2' (F(-i,),  »(»))'■; 

weil  aber  die  Functionen  F  and  «^  rational  und  ganz  in  den  Formen 
Ai  bezw.  Bi  sind,  also 

*  =.  y"  7?.*.  B,s  __  Bfl,=  y^  y 

und  weil  die  Ueberschiebong  von  Summen  gleich  der  Summe  der  Ueber- 
sehiebungen  ihrer  Posten  ist,  so  wird  endlich 

(r,rr-^(u,r)".  (5) 

Die  Ueberschiebungen  {U,  V)«*  sind  aber  nun  entweder  Ueber- 
schiebimgen  der  ersten  Gruppe,  d.  b.  (vergl.  Nr.  198)  sie  enthalten 
keine  zerfallenden  Glieder  und  wir  können  sie  direct  durch  die  Fonnen 
C'(  ersetzen,  oder  aber  sie  enthalten  zerfallende  Glieder  Gi  =  6^^-  Gjj 
dann  eraetüen  wir  sie  zuiüichst  nach  Nr.  44  durch  G^  ■  G^  plus  Glieder 
niedrigerer  Ueberschiebungen  {U,  Vy ,  wo  A  <fii.  Gleichzeitig 
fuhren  wir  alsdann  auch  fOr  die  Factoren  6,  wie  Cr,  die  ihnen  einzeln 
entsprechenden  niedrigeren  Ueberschiebungen  nach  demselben  Satze 
Nr.  44  ein.  Damit  ist  eine  erste  Reduction  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  hergestellt.  Diese  Reduction  werden  wir  nöthigenhlls  so 
lange  fortsetzen,  bis  nur  mehr  nullte  Ueberschiebungen,  d.  i.  Prodocte 
der  Ct  auftreten.  Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  lässt  sich 
also  in  der  That  auf  eine  Function  der  Formen  Q  successire  reduciren 
und  die  Behauptung: 

(r,  r)'— ^(C.) 
ist  sonach  erwiesen. 
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203.  Definition  relativ  vollständiger  Systeme.  Es  kann  nun  aber 
aacli  der  Fall  eintreten,  dasa  durch  Faltung  des  Prodnctes  ü  der 
Formen  Äi,  die  einem  bestimmten  Systeme  (I)  angehören,  Formen  U 
entstellen,  welche  der  Gleichung 

V-F^Ä^i+'^G-W  (1) 

genOgen.  Dabei  ist  F{A^  wieder  eine  ganze  rationale  Function 
der  Äi,  ^  G  ■  W  aber  ein  A^pregat  von  symbolischen  Prodncteo, 
deren  jedes  mindestens  einen  ans  mehreren  von  vornherein  bezeichneten 
Elammerfactoren  G  (oder  auch  ein  Product  solcher)  zum  Factor  be- 
sitzt. Diese  Gruppe  von  Elammerfactoren  G  nennen  wir  „Moduln" 
(vergl.  Nr.  43)  des  Formensystemes  (A),  und  sagen  alsdann: 

„Das   Formensjstem  (A)  ist  relativ  vollsföndig  in  Bezug  auf 
die  Moduln  G," 
Wir  drücken  dies  durch  die  Gleichung  (1)  aus  oder  auch  durch 
die  Congmenz: 

ü---^  F(At)  mod.  G.  (2) 

So  bilden  z,  B.  im  Formeasystem  der  Form  vierter  Ordnung  f=^ai 
die  Formen 

f=ai,  t  =  {ahy{ca)axilcl 

A  —  (afc)' al hl,    j  =  (o 6)'  {bcy  (co)' 
für  sich   ein  relativ  vollständiges  System   modulo  (ab)*,  insofern  alle 
ans  dem  Product 

durch  Faltung  entstehenden  Formen  gante  Functionen  dieser  vier 
Formen  sind  bis  auf  Glieder  mit  dem  Factor  (ab)*.  Wir  drOcken 
dies  au8  durch 

r-  (r,  n-  -  F(f,  ^,  t,  j)  +^(.obf  w, 

oder 

T=(r,  ry.^F^f,  a,  t,j)  mod.  (aiy.*) 

203.  Dritter  Lehrsaie.  Sind  nun  zwei  Systeme  (A)  und  (B)  gegeben, 
deren  jedes  relativ  vollständig  mod.  G  ist,  dann  können  wir  wiederum 
durch  üeberschiebung  derselben  ein  drittes  System  (G)  erhalten.  Von 
diesem  System  gilt  der  Satz: 

„Das  System  der  Formen  Ct  ist  relativ  vollständig  in  Bezug 
auf  die  Moduln  G,  sobald  es  auch  die  beiden  ursprOnglichen 

*}  Eb  dOrfle  hiebei  die  eelbstveratBiidliche  Bemerkung  erlaubt  sein,  daes, 
wenn  t  =•  (ab)*  identisch  null  ist,  dieaea  relativ  vollstaitdige  System  eu  einem 
absolut  TolUt&ndigen  wird.    (Tergl.  anch  Nr.  309.) 
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Systeme  {A)  und  (B)  aind,  ana  denen  das  System  (C)  dnrch 
Ueberschiebung  entstanden  ist" 
Wir  haben  wiederum,  wenn  F  und  V  zwei  beliebige  Frodacte 
der  Formen  d  sind,  die  Richtigkeit  der  Gleichung: 

(r,  ry  —  w(a)  +  ^w-  o, 

nachzuweisen.  Der  Beweis  gestaltet  sich  analog  wie  der  des  zweiten 
Lehrsatzes.  Zunächst  schlicssen  wir  ganz  in  derselben  Weise  wie 
dort,  dass  sich  die  Form  {T,  F")'  als  Glied  der  Ueberschiebung 

(Ü,  ry,   p<v, 
darstellen  lässt,   wobei   U   und    V  Formen   sind,   die  ans  U  resp.  V 
durch  Faltung  der  Formen  Äi  reap,  B(  entstehen.    Es  lässt  sich  dem- 
nach   {r,  r")*    wiederum   durch   eine   Summe   von    Ueberschiebungen 
vom  Typus  (Ü,  V)f  darstellen,  so  dass  man  bat 

(r,  r)--2(P,  fy., 

Nun  ist  aber  nach  Voraussetzung 
also  wird 

(r,  ry  —  V(^(^')  +  ^^-  ^'  *(ä)  +  2;g-  ttV', 

oder  nach  Nr.  32,  (ß) 

-\-yj(£Q-w,  <p{Bi)y'+yi{£Gw,  so-wy'. 

Der  erste  Term  rechts  reducirt  sich  in  derselben  Weise  wie  frfiher 
anf  ^{U,  Vyi;  die  abrigen  Terme  auf  Formen,  welche  die  Moduln  G, 
die  ja  als  Elammerfactoren  nicht  gefaltet  werden  können,  zu  Factoreu 
habe».     Daher  können  wir  die  letzte  Gleichung  schreiben 

(.r,ry-^(u,ry<+^o-Q. 

Die  Ueberschiebungen  {U,  F)''  fflhren  aber  entweder  wieder  auf 
Formen  Ci  oder  sind  Ueberschiebungen  mit  zerfallenden  Gliedern  6^ 
und  wir  köunen  alsdann  genau  wie  in  Nr.  201  die  allmähliche  Re- 
duction  auf  Formen  Ci  vomehmen.     Also  ist  in  der  That 

(r,  ry^^wiCi)  mod.  g. 
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204.  Vierter  Lehrsate.  Von  den  Moduln,  in  Bezug  auf  welche  ein 
erstes  System  (Ä)  relativ  vollständig  ist,  können  einige  als  Elammer- 
factoren  von  Formen  Bi  eines  zweiten  Systemes  (£)  auftreten.  Wir 
wollen  diese  Moduln  mit  S,  die  übrigen  des  Systemes  (Ä)  mit  G  be- 
zeichnen.   Es  mäge  nun  das  System  {Ä)  der  Gleichnng  genügen: 

!/•=  F{Ä,)  -\-^H-W-\-^G-  W.  (l) 

Nehmen  wir  alsdann  an,  dass  im  System  {B),  das  wir  gleichblls 
relativ  vollständig  mod.  G  voraussetzen,  zu  jedem  der  Moduln  H  eine 
entsprechende  Form  Bt  vorhanden  sei,  die  neben  Factoren  erster  Art 
nur  diesen  Modul  als  Klammerfactor  hat,  dann  genügt  System  (B) 
immer  noch  der  Gleichtmg 

f=0(Bi)  +  yjG-W",  (2) 

wobei  allerdii^e  unter  den  Klammerfactoren  von  W"  auch  Moduln  H 

vorbanden  sein  können,   die    wir  jedoch   hier   neben  den   Moduln   G 

nicht  weiter  hervorheben  wollen. 

Darob  D  eher  Schiebung  beider  Systeme  (A)  und  (B)   entsteht  ein 

drittes  System  (0).    Von  ihm  gilt  der  Satz: 

„Genügt  das  System  (A)  der  Gleichung  (1),  das  System  (B) 
aber,  das  je  eine  Covariante  besitzen  möge,  die  je  einem 
Modul  H  von  {Ä)  entspricht,  der  Gleichung  (2),  so  genfigt  auch 
das  System  (C)  der  Gleichung 

(r,  ry  =  f{c,)  +  V  g  ■  w", 

d.  h.  es  ist  relativ  vollständig  modulo  G." 
Ehe  ich  den  Beweis  antrete,  will  ich  den  Fall  durch  ein  Beispiel 
itlostriren.    Im  System  der  Form  f^a^  bilden,  wie  wir  demnächst 
sehen  werden,  die  drei  Formen 

f^al,    H=(abyalbl,    t  =  {abf{ca)ali*(fi 
für  sich  ein  in  Bezug  auf  die  beiden  Moduln  (ab/  und  (ahf  relativ 
vollständiges  System  (A),  d.  h.  es  ist: 

Stelleu  wir  diesem  System  (Ä)  das  volle  System  (B)  der  biquadratt- 
schen  Covariante  k  =  (/",  f)*  -=  (o&)'aJ^  von  f  gegenüber 
B^  —  k,   B^  =  (fc,  Jcy,   B,  =  (k,  Ä)*| 
B^  =-  (fc,  (k,  k)%    B^  =  {\]c,  k)\  hy\  '  ^ 

80  ist  dasselbe  gerade  ein  System  mit  einer  Form  (nämlich  der  Grund- 
form Bi-=k  selbst),  die  den  Modul  (ab)*  besitzt,  und  das  im  fibrigcn, 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


wie  der  oäcfaste  Paragraph  schon  lehren  wird,  relativ  Totletändig  iat 
iDodnlo  {aby.  Durch  TTeberschiebiuig  beider  Systeme  entsteht  daa 
System  (C),  welches  der  Gleichxing  genfigt: 

(r,n--F(.c,)+2!(.ahyw": 

Wir  werden  sehen,  dass  dieses  System  (C)  zusammen  mit  der 
Invariante  {aby  selbst,  gerade  das  volle  System  Ton  f"0,^  bildet. 

Der  Beweis  unseres  Satzes  gestaltet  sich  nun  wie  die  beiden  Tor- 
her^ehendeu.     £s  ist  wiederum  zunächst: 

(r,  r-)--2{ü,ry^,  »,<v 

„  V(F(A)  +  sa-w+ssw,-  iHB,)  +  i:o-W)", 

oder: 

(r,  ry-2{FW.'^lB,))"+2{H-w,  »(B,))«+_2'e-«-  (3> 

Hierin  fahrt  der  erste  Term  rechts  in  bekannter  Weise  aaf  Formen 
Ci  \  der  dritte  besitzt  nur  Formen,  welche  Moduls  G  zu  Factoren  haben. 
Es  erübrigt  also  nur  die  Discussion  des  zweiten  Termes.  Nun  kann  S-  W 
als  Glied  der  Ueberecbiebung  {Bi,  U^Y  erhalten  werden,  eben  weil 
der  Modul  H  auch  eiqer  Form  Bt  als  Klammerfactor  angehört  (vergl. 
Nr.  45),  und  lässt  sich  folglich  durch  solche  Ueberschiebnngen  dar- 
stellen.   Man  kann  daher  statt  des  zweiten  Termes  auch  schreiben: 

22{(''"  ''■)''■  *'»))"• 

Die  Glieder  dieser  Ufberschiebnngen  entstehen  durch  Faltung  aus 
Producten 

BfVr^iBi), 
also  aus  Producten,  die  eine  Form  Bi  mehr  als  das  ursprflngliche  V 
und  demnach  eine  Form  Ai  weniger  als  das  arsprüngliche  Product 
Ü  in  der  Gleichung  (r,  F')*  =^(Ü,  f)ft  enthalten.  Ersetzen  wir 
nun  das  gegenüber  TJ  redncirte  Product  üi  durch  seinen  Werth 
Fi{Ai)  +  '^  S-Wi+'S^GWy,  wobei  in  jedem  dieser  drei  Tenne 
eine  Form  Äi  weniger  betheiligt  ist  als  in  (1),  so  gelangen  wir  genau 
durch  dieselben  Schlüsse  wie  bisher  zu  einer  abermaligen  Reduction 
des  zweiten  Termes  in  (3),  indem  derselbe  hiedurch  auf  Producte 
zurückgeführt  wird,  die  aus 

Bf  Bi- Ü^- 9(B,) 
durch   Faltung   entstehen.     Hierin  besitzt    das   Product    U^  abermals 
einen   Factor  As  weniger   als    U,     Durch   fortgesetzte    Wiederholung 
dieses  Verfahrens  wird  schliesslich  der  Ausdruck 
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^{H-W,  »(Ä))" 
ia  (3)  auf  eine  Summe  von  symbolischen  Producten  reducirt,  die  nur 
mehr  durch  Faltung  von  Froducten  der  S,  also  durch  Faltung  einer 
Gr&sse  V  entstehen.    Dies  liefert  aber  nach  (2): 

oder,  weil  die  Formen  £i  zu  den  Formen  d  gehören: 

Somit  iat  auch  dieser  Term  ^  9  (d)  mod.  G-  und  damit  die  ganze 
rechte  Seite  der  Gleichung  (3),  was  zu  beweisen  war. 

§  21.   Beweis  für  die  Endlichkeit  des  FoTmensystems 
einer  binären  Form. 

205.  Oedankeng(mg  des  Beweises.  Der  soeben  bewiesene  Satz 
bildet  nun  die  Grundlage  dea  von  Gordan  zum  ersten  Male  im  69.  Bande 
des  Borchardfschen  JoamaU  bewiesenen  Fundamentalaatzes: 

„Jede  binSre  Form  besitzt  ein  endliches  System  von  Covarianten, 
durch  welche  sich  alle  unendlich  vielen  übrigen  rational  und 
ganz  darstellen  lassen." 

Ehe  wir  hier  sum  Beweise  schreiten,  will  ich  versuchen,  dessen 
Gedankengang  klar  zu  legen. 

Denken  wir  uns  sämmtliche  Covarianten  von  f=al  gefunden 
und  in  den  Symbolen  a,  b,  c  .  .  .  der  Form  f  dargestellt.  Jedes 
dieser  symbolischen  Producte  können  wir  nach  §  1,  Nr.  11  so  um- 
formen, dass  die  in  ihm  zumeist  auftretende  Potenz  eines  Elammer- 
factors,  etwa  des  Factors  {ab),  eine  gerade  ist.  Ist  dann  g  die 
grösste  in  ^  enthaltene  ganze  Zahl,  so  können  wir  sämmtliche  Co- 
varianten von  f  in  folgende  g  Klassen  eintheilen,  wobei  die  späteren 
Klassen  alle  Covarianten  der  früheren  umfassen.  Die  erste  Klasse 
enthält  alle  Covarianten  mit  dem  zumeist  auftretenden  Klammerfactor 
(afr)";  wir  bezeichnen  sie  als  System  (.<1"'0  und  erkennen,  dass  es  nur 
ans  der  Or^inalform  f^a'  allein  bestehen  kann. 

Die  zweite  Klasse  entl^t  alle  Covarianten,  deren  zumeist  auf- 
tretender Klammerfactor  höchstens  (aby  iat;  wir  bezeichnen  sie  als 
System  (Ä^»). 

Das  System  (ji'")  wird  sodann  alle  Covarianten  umfassen,  deren 
zumeist  auftretender  Klammerfactor  höchstens  {ah)*  ist  etc.,  und  end- 
lich das  System  (Ä^^)  alle  Covarianten  von  f  überhaupt,  da  ja  keine 
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Covariante  einen  höheren  Klammerfactor  als  {ahy«  besitzen  kann, 
insofeme  eben  2g  ^n,  oder  n — 1  ist.  Jedes  solche  System 
(^<*))  ist  relativ  vollständig  in  Bezug  auf  den  Modal  (afr)*H-s 
und  alle  höheren  Potenzen  von  {ah).  Denn  durch  Faltung  eines 
Frodactes  von  Formen  Af^  bdnnen  nur  symbolische  Producte  entstehen, 
deren  zumeist  auftretender  Klammerfactor  {ah)^ ,  (i<^k,  ist,  und  sym- 
bolische Producte  mit  dem  Factor  (o6)*P,  p>A:. 

Da  nun  aber  das  System  (.il'*')  aämmtliche  Covarianten  ent- 
halten soll,  deren  zumeist  auftretender  Klammerfactor  höchstens  {aby* 
ist,  80  kann  die  erste  Sorte  von  Prodncteu  nur  wieder  auf  Formen 
Ap  fahren,  und  es  ist  demnach  in  der  Tbat: 

"t;w  =  f  (^**>)  mod.  (o6)"+%  (a6)»+*  etc., 
und  insbesondere 

U^'>  ~  FiAf)  mod.  (a6)*»+», 
wobei  (-4W)  das  volle  System  von  f='a*.*) 

Hiebei  ist  das  erste  Sjrstem  C^'"')  endlich;  denn  es  besteht  ans 
der  Form  f  allein.  Gelingt  es  ans  nun  durch  Üeberschiebnag  des 
Systemes  {AS^^)  mit  einem  andern  gleichfalls  endlichen  Systeme  (S(°>) 
das  System  (^'")  zu  erbalten,  und  weiter  durch  tJeberschiebung  des 
Systemes  (■■i"');  <1^  tit^n  nothweodig  nach  Nr.  199  gleichfalls  endlich 
ist,  mit  einem  endlichen  System  (B^^')  das  System  (A^>)  so  er- 
zengen etc.  etc.,  so  ist  der  Beweis  der  Kndlicbkeit  geliefert.  Solche 
brauchbare  Systeme  (£<*')  liefert  aber  sofort  der  bereits  in  Nr.  43 
geschilderte  FrocesB,  und  ich  gehe  nun  dazu  über,  diese  Bild- 
systeme  aufzustellen. 

206.  Anfsmung  der  Sildaysteme  (^>).  Es  sei  Af  iigend  eine 
Form  des  Systemes  (-ä**');  sie  sei  durch  eine  gewisse  Anzahl  Faltungen 

*)  Beispiel.  Boi  Foimen  vierter  Ordonng  beiteht  das  Sjatem  (J'°')  aiu  der 
Form 

Am  System  (J"')  ans  den  Form«ii: 

f,  ^,  t,  ji 
das  System  {^l'*')  ans  den  Formen: 

und  es  iati 

Ü*''  =  F{f,  d,  t,  j)  +  ^  (flb)*  ■  W  C"rgL  Nr.  808) 

V<«  -F{f,  J,  t,j,i). 
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aus  einer  Potenz  /"?  =  o!;"^*'^  •  •  ■  *^  gewonnen  worden.  Nehmen 
wir  non  genau  dieselben  Faltungen  an  der  p'*"  Potenz  der  CoTsriante 
y  — (a  &)»*+»  oj-»-»^«-»  vor,  was  (vergl  Nr.  43)  auf  mehrere 
Weisen  möglich  ist,  so  entsteht  wiederum  eine  Covariante  von  f,  die 
wir  mit  BJ*'  bezeichnen.  Wir  s^en:  die  Form  S^f  ist  nach  dem 
Modell  j1*  ans  der  CoTariante  <p^i{f,  ^J**+*  gebildet  worden.  Auf 
dieselbe  Weise  können  wir  nach  jeder  Form  des  Systemes  (.^'*')  ein 
Bild  herstellen,  so  lange  der  Grad  der  CoTariante  9  grösser  oder 
gleich  n  ist,  and  wir  nennen  alsdann  die  Gesammtheit  dieser  Formen 
ein  System  (J?**').  Nur  wenn  der  Grad  2»  —  44  —  4  dieser  Form 
fp  kleiner  wird  als  »,  kann  diese  Operation  unansftlhrbar  werden,  da 
alsdann  9^  möglicher  Weise  nicht  mehr  die  uöthige  Anzahl  Factoren 
erster  Art  besitzt,  durch  deren  Faltung  das  Bild  ^*)  nach  dem  Muster 
von  j1|*!  entstehen  solL  In  diesem  Falle  aber  nehmen  wir  alsdann 
die  vollen  Systeme  der  Formen  niedrigerer  Ordnung,  also  der  Formen 
(n— 1)*",  (n— 2)*™  etc.  Grades  zum  Muster  för  die  Bildung  des 
Systemes  (£**').  Da  wir  die  Endlichkeit  des  Systemes  einer  Form 
H*"  Ordnung  beweisen  wollen,  so  dürfen  wir  die  vollen  Systeme  der 
Formen  niedrigerer  Ordnnng  als  endliche  annehmen,  wie  wir  dies  ja 
auch  in  der  That  bei  Formen  ersten  bis  vierten  Grades  gesehen  haben. 

Um  zu  wiederholen:  Ist  Ä:^-j-  —  1,  so  stellen  wir  das  System 
(B(*))  nach  dem  Modelle  der  vorhin  Nr.  205  definirten  Systeme  (J.'*') 
an  der  Form  9  =  (/",  /}»*+»  her.  Alle  spätem  Systeme  (5'*')  haben 
die  vollen  Systeme  (-4'*')  der  Formen  niedrigeren  Grades  zum  Muster, 
die  wir  als  endliche  Systeme  voraussetzen.  Die  Systeme  (-1I'*')  von 
i  =  Obis  ft^j  —  1  genügen,  wie  wir  in  Nr.  205  gesehen,  der 
Congruenz: 

Ü'*»=F(4*>)mod(o6)"+',    (aft)**^*,  etc.;  '    (1) 

die  späteren  Systeme  (^<*>)  aber,  als  endliche  Systeme,  der  Gleichung 

m  ~  F{Ä<*-').  (2) 

207.  Eigenschaft  der  Büdsysteme  (B"*').  Während  so  die  Modell- 
systeme,  wenn  sie  nicht  a  priori  endlich  sind,  der  Congruenz  (1)  ge- 
nügen, befried^en  sämmtliche  Bildsysteme  die  Congruenz: 

Ü*  =  F{A<f^)  mod.  {aby>^,  («6)«+«  ...  (3) 

Dies  erkennt  man  für  die  Systeme  (£<*>) ,  %  >  t  —  1  >  unmittelbar. 

Denn  ihre  Modellsysteme  genügen  der  Gleichnis  (2),  d.  h.  zwischen 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


den  FormeB  des  Systemes  und  einer  Form  r<*>,  die  aas  ihnen  dnrdi 
Falttmg  entsteht,  besteht  die  Relation: 

Jedes  Bild  derselben  aaegefOhrt  an  >f"^(f,  f)**^'  genSgt  alsdann 
nach  Nr.  43,  (3)  der  Relation: 

7'*1  -  F(B))  ^  0  mod.  («6)"+*, 
d.  h.  es  ist: 

F<*)=J'(BJ)mod.  (a6)"-H. 

För  die  ßbrigeo  Systeme  (£*'>)  von  &  ■=  0  bis  *  ^  "-  —  1  er- 
giebt  sich  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  auf  folgendem  W^. 
Wir  schreiben  wieder  die  Gongntenz  (1),  welcher  ihre  Modelle  genOgen, 
in  der  Gleichungaform : 

Ü»i  _  J'{^(.*1)  _2(a6)"+»  W—^{ab)^*+*  W ^  0,  (4) 

und  erkennen  in  ihr  eine  Relation  von  symbolischen  Producten,  deren 
Glieder  sich  weder  gegenseitig  aufheben,  noch  einzeln  verschwinden. 
Ton  einer  solchen  Relation  haben  wir  in  Nr.  43  gezeigt,  dass  ihr 
Bild  hergestellt  an  der  Form  9)  =^  {f,  /)*H-s  sich  darstellen  lasst  durch 
symbolische  Prodacte,  die  mindestens  (al»}"+*  als  Klammerfactor  be- 
sitzen. 

Nun  ist  das  Bild  von  T'*'  die  Form  F'*>,  das  ßUd  von  F(^i*') 
die  Function  F(Bf');  dabei  seien  die  Formen  J?<*',  die  ja  auf  rer- 
Bcfaiedene  Arten  nach  dem  Modell  A'^^'  beigestellt  werden  können,  so 
gewählt,  dass  die  Bilder  des  dritten  Termes  ^(afc)*'+*  W,  und  auch 
der  späteren,  die  Form  annehmen 

2(a*)"+»(aa,)"+*  W,  etc.;  (ö) 

dies  ist  immer  möglich,  weil  ebenso  wie  der  dritte  Term  in  (4)  darch 
mindestens  (2i  +  2)-maUge  Faltung  aus  f9  =- arblcr  -■■  r*,  auch  das 
Bild  durch  mindestens  (Sit  -f-  3)-malige  Faltung  aus 

g,e  _  (06)«+»  «r""'  h^-**-'  ■  (a,  6,)"+»  a^"-«  6^«-» 

entstehen  muss.  Allein  alle  symbolischen  Producte,  wie  sie  in  der 
Summe  (5)  auftreten,  lassen  sich  durch  andere  Producte  darstellen, 
die  mindestens  den  Factor  (oJ)**+*  besitzen,  wie  wir  in  Nr.  98  aus- 
führlich gezeigt  haben.    Es  ist  also  för  i;  <  ^  —  1  zunächst: 
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F(*i  -  f  (B|*i)  -2  («&)'*+'  {aa,)^+'  W  —^,  (a6)'*-H  (afl,)"+*  TT-  ■  ■ 
=  0  moA(aJ)"+«, 

oder  weil   vom   dritten  Terme  links  incl.  ab  alle  Producte  den  aäm- 
liehen  Modul  (a6)"+*  als  Factor  beBit^eii: 

Vft)=F{Bf^)  mod.  (a6)»*+*,  (o6)"+«  etc. 

208.  Hütikhlick.  Wir  haben  so  die  Gesammtheit  aller  CoTarianten 
von  fin  doppelter  Weise  eingetheilt:  Einmal  in  Systeme  (^'*')  relativ 
Tollsländig  modulo  (ö&)**+*,  (at)"+*,  etc.  Dann  in  Systeme  (£*')) 
welche  die  gleiche  Anzahl  von  Formen  enthalten,  wie  das 
entsprechende  Modell  (.ii'*')>  welche  femer  relativ  vollständig  sind 
modolo  (ab)**+-*j  (06)"+* . . .  etc.,  und  welche  endlich  jedesmal  mindestens 
eine  Form  enthalten,  die  den  niedrigsten  Modul  {aVf^^  des  Modell- 
systemes  A'*'  zum  Factor  hat  Dean  (£1*')  bat  immer  die  jeweilige 
Form  9?  j—  (/",  /^"+'  als  Originalform,  Je  zwei  Systeme  (.4'*')  und 
(B<*>)  sind  also  gerade  zwei  Systeme,  wie  sie  der  vierte  Lehrsatz 
Nr.  204  voraussetzt  und  durch  Ueberschiebung  derselben  entsteht 
sonach  ein  relativ  vollständiges  Covariantensystem  von  /,  das  als 
niedrigsten  Modul  den  Modul  (06)^*+*  besitzt,  d.  h.  das  System  (^'*+") 
der  Form  f.  Und  darin  Hegt  der  Hauptschritt  des  Beweises  f^  den 
an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  gestellten  Lebrsatees. 

209.  Beteeis  der  EnälichJceit  des  F(»tnensy3teme8.  Nachdem  wir 
nun  gesehen  haben,  wie  durch  die  Hilfssysteme  (.B**')  ans  einem  Systeme 
(j1*")  das  nächst  höhere  System  (A^*+^^)  vermittelst  Ueberscbiebung 
erzeugt  wird,  erübrigt  uns  nur  mehr,  dass  wir  uns  von  der  Endlich- 
keit der  einzelnen  relativ  vollständigen  Systeme  (^Ä^*^)  überzeugen. 
Daraus  folgt  dann  von  selbst  die  Endlichkeit  des  Systemes  {Ä''>), 
d.  i.  des  vollen  Systemes  von  f.  Nun  besteht  aber  das  System  {Ä^"^) 
ans  der  Form  f  allein  und  demnach  das  Bildsystem  (£"*))  ans 
(p  =  (o&)*£i"-*  &■-*  allein;  durch  ihre  ÜeberschiebnngeQ  entsteht  das 
System  (-^"')i  ^(^  somit  endlieh  ist,  weil  es  die  Systeme  (^<'")  und 
(jB«»')  waren.  Nach  dem  Muster  (j1'i>)  bilden  wir  (.B'»»);  es  enthält 
dieselbe  endliche  Anzahl  von  Formen  wie  (A*^^)  und  durch  Ueber- 
scbiebung beider  entsteht  das  endliche  System  {Ä*^^)  etc.  etc.  So  ge- 
langen wir  schliesslich  zum  vollen  System  {Ä''*'),  von  dem  wir  nun 
erkennen,  dass  es  in  der  That  endlich  sein  mnss.  In  diesem  Systeme 
(4"')  treten  freilich  im  Allgemeinen  noch  viele  überflüssige  Formen 
auf,  d.  h.  solche,  die  sich  rational  and  ganz  durch  die  übrigen  des 
Systemes  aasdrOcken  lassen.  Dieselben  zu  erkennen  bleibt  immer  eine 
der  Hauptaufgaben   bei  der  wirklichen  Systembildnng.     Sollte  eine 
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Form  /■=  a;  so  beschaffen  Bein,  dasa  {f,  /)**+*+»*,  9  =  1,  2,  .  .  . 
identisch  verschwindet,  dann  bildet  natürlich  bereits  das  System 
(Xi*+'')  das  vollständige  System  von  f.  (Vergl.  die  Systeme  der 
regulären  Eörpei  §  19).*) 

§  22.   Das  FormenByatem  der  Form  fSnfter  Ozdnimg. 
210.  'Aufstdlmg   der   Systeme   (^t*l)  u»d  (B*').     Die   eben   ent 
wickelte  Theorie  wollen  wir  nunmehr  durch  die  Aufstellung  des  Formen- 
systemes  einer  Form  fQnft«r  Ordnung  erläutern.     Dos  Formensystem 
Ä'^i  ist  dargestellt  durch  die  Form 

a«"')  /■-=<; 

das  Formensystem  (f*))  durch  die  Form 

Die  Ueberschiebung  beider  Systeme  liefert  das  System  (j1'").  Die 
Formen  dieses  Syetemes  sind  also  enthalten  in  dem  Äasdruck 

f-(/--,  ((/-,  oy)'. 

Es  handelt  sich  nun  zunächst  darum,  jene  üeberscbiebuDgen  aus- 
zuscheiden, welche  zerfalleode  oder  reducible  Glieder  enthalten.  Hieher 
geboren  in  erster  Linie  alle  jene,  iQi  welche  A  >  1  ist,  welche  Werthe 
auch  a  >  0,  jS  >  0  haben  mSgen.  Denn  diese  Ueberschiebungen  ent- 
halten Glieder  mit  den  Klammerfactoren  (aby  (ocf.  Solche  symbolische 
Froducte  sind  aber  bereits  (nach  Nr.  98)  z^  0  mod.  (ahy. 

l  kann  also  nur  den  Werth  1  besitzen;  in  diesem  Falle  darf  aber 
wiederum  a  oder  ß  nicht  grösser  als  1  sein,  da  ja  alsdann  schon  f 
and  ip  allein  den  zur  einmaligen  Faltung  nSthigen  Factor  erster 
Art  liefern,  während  die  Übrigen  Factoren  f  und  ip  nur  multiplicativ 
zam  Faltungsglied  hinzutreten  und  so  dieses  Glied  zu  einem  zer- 
foUenden  GUede  machen  würden. 

Die  einz^e  neue  Form,  welche  sonach  durch  die  Ueberschiebung 
der  Systeme  (^W)  und  (£(°')  entsteht,  ist  die  Form 

*)  Im  100.  Bande  des  Crelle'Bcheii  JoamaU  hat  nenerdinge  auch  Herr  Herten) 
einen  Beweii  für  die  Eodliclikeit  des  Formensjatems  erbracht.  Indem  er  voraoa- 
setet,  dam  das  System  S  der  Form  p  —  a^  endlich  sei,  bildet  er  lun&chat  da« 
ümnltane  System  tod  p  nnd  einer  linearen  Vorm  u^.  Mit  Hilfe  von  diophanti- 
Bchen  Qteichnngen  zeigt  er,  diu  dieaes  System  eine  endliche  Ansahl  von  Formen 
B  enthält,  welche  in  den  CoefBoienten  von  p  nad  n,  vom  gleichen  Grade  dnd. 
Nnn  identificirt  er  die  Form  f  —  -J,^*  mit  p-  a,  —p'^-  Kj,,  indem  er  u,  als  den 
einen  nnd  p'  ali  das  Prodnot  Vj,  «g,  ■  -  -  «,a.i  ,  der  flbrigen  lineuea  Factoren 
von  f  betrachtet. 
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und  das  System  (.^''')  besteht  somit  ans  den  drei  Formen 

f,  V,  ff,  (/,  (/•,  /■)■)■ 

Dies  galt  schon  bei  den  Formen  dritten  and  viertes  Grades  und 
gilt  ancb  noch  bei  höheren  Formen.  F&r  die  regnlSren  Körper  ist 
das  System  {-AS^^),  abgesehen  von  einer  lovariante,  das  volle  System. 

Nach  diesem  Modelle  wäre  nun  an  der  Form 
i  =  (ab)'a.h.-(f,fy 
das  System  (.B''')  r^:-  0  mod.  {aVf  zu  bilden.     Da  jedoch  »  bereits  eine 
Form   zweiter   Ordnung   ist,   so    muss   man  das   System    einer   Form 
/"■=a*  zum  Master  nehmen,  das  nur  aas   den  Formen  a*  und   {abf 
besteht.     Demnach  enthält  (.B'")  die  beiden  Formen 
(.BW)  i,  (i,iy  =  {abyicd)*(ac)(bd)  =  A. 

Dieses  System  ist  s^  0  mod.  (aby.  Durch  üeberschiebncg  des- 
selben mit  i-A'''-^)  erhält  man  somit  das  vollständige  System  {S^)  der 
Form/"=(^. 

211.  Uebemlädnmg  der  Systeme  (-4'^')  und  (-B'^>).  Unsere  nächste 
Aufgabe  besteht  nun  wiederum  darin,  aus  den  Üeberschiebangen 
(U,  Vy-  jene  auszuscheiden,  welche  zerfallende  Glieder  enthalten.  Zu 
dem  Zwecke  untersuchen  wir  zuerst  die  Üeberschiebungen  einzelner 
Formen  aus  beiden  Systemen,  sodann  die  Deberschiebnngen  von  Pro- 
ducten   U  mit  Producten  Y.     Wir  beginnen  mit  den  üeberschiebungen; 

(/■',  *y- 

Ist  hier  ^<— 1,  so  ei^eben  sich  von  A  »»  1  bis  X^b  Üeber- 
schiebungen ohne  zerfallende  Glieder,  nämlich  die  Formen 

(/■,•■),    (/■,«?,    (/•,•')*,    V.iV,    (f.i'f. 
wovon  man  sich  leicht  fiberzeugt,  wenn  man  das  Froduct 

bezw.  1,  2,  3,  4,  5-mal  auf  alle  möglichen  Arten  &ltet. 
Bei  sechsmaliger  Faltung  des  Prodactes 

entstehen  dagegen  zerfallende  Glieder;  so  z.  B.  wenn  man  die  vier  ersten 
Factoren  Cr  mit  den  vier  Factoren  asbtOubir,  und  zwei  Factoren  dt 
mit  (hl  bix  faltet.  Das  so  entstehende  Glied  der  üeberscbiebung 
iPi  *')'  ist  nichts  anderes  als  das  Froduct  zweier  Glieder  niedriger 
Ueberei^iebungen,  nämlich  der  Üeberschiebungen 
(/■,.■•)'    and    (/■,■■)'. 
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Ganz  ebenso  zeigt  man,  dses  die  Ueberschiebungen 

(/*.  <•)',  iP,  f)\  ir,  ey 

zerfallende  Glieder  enthalten.     Dagegen  liefert  die  Ueberschiebnng 

(T,  •')", 

wie  man  leicht  wieder  dnrch  den  Faltungsprocess  erkennt,  keine  zer- 
fallenden Glieder;  sie  ist  eine  Invariante  rom  Grade  12  in  den  CoefS- 
cienten  yon  f. 

Wenn  man  nun  weitere  Potenzen  von  i  mit  /"*,  f*,  .  .  .  efcc  zur 
Faltong  bringt,  so  sieht  man,  dass  immer  Glieder  hiebe!  gebildet 
werden  können,  welche  diese  Invariante  zum  Factor  haben.  Wir  er- 
halten sonach  von  dieser  Seite  aus  keine  neuen  Formen  mehr. 

Die  Ueberschi^mngen  (9'',  i^y.  Nicht  zer&llende  Glieder  ent- 
halten die  Ueberschiebungen: 

(<p,  i),  ((p,  i)*,  (9,  i*y,  {9,  t*)*,  (ip,  v^y%  (9),  i-y, 

wie  man  wieder  unmittelbar  aus  den  entsprechenden  Faltungsprocessen 
erkennt.  Hiebei  liefert  die  letzte  Ueberschiebung  eine  Invariante  vom 
Gtade  8  in  den  Coefficienten  von  f. 

Bei  allen  weitem  Ueberschiebungen  von  Potenzen  der  Form  9 
mit  Potenzen  von  i  kann  man  sich  stets  durch  Faltung  Glieder  ver- 
schaffen, welche  diese  Invariante  znm  Factor  haben,  so  daas  die  Reihe 
der  Formen,  die  hier  entstehen  konnten,  ebenfalls*  abgeschlossen  ist. 

Die  Ueberschiehtmgen  (^,  i^y.  Hier  enthalten  alle  nngeraden 
Ueberschiebungen  von  t  über  t,  »*,  i^,  i*,  i'',  ausgenommen  die  neunte 
Ueberschiebung,  stets  reducible  Glieder. 

Denn  setzen  wir  einen  Augenbhck 

i  =  (aby  a^b^  =  ii 
t  =  (cd)'  (cfi)  cid^ei, 

so  tritt  bei  diesen  angeraden  Ueberschiebungen  stets  ein  Glied  auf 
mit  den  Faltungen 

(ci)(ce)i^C:,. 

Dieser  Theil  des  Gliedes  kann  aber  nach  dem  Productsatz  in  die 
Form  gebracht  werden: 

(ci)  (ce)  i,c^  =  -i  ( (ciy  e^  -f-  (ce)'  il  —  (t"c)'  d }  , 

and  wenn  man  daher  die  rechte  Seite  fOr  die  linke  in  das  betreffende 
Glied  sabstitnirt,  so  spaltet  es  sich  in  drei  serfallende  Glieder. 
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Dagegen  tritt  bei  den  geraden  Uebeiachiebiingen  kein  solches 
Glied  auf,  weil  hiebei  jedesmal  alle  Factoren  erster  Art  i„  und  ebenso 
keines  bei  der  neunten  üeberschiebung,  weil  hier  alle  Factoren  erster 
Art  t„  aufgebraucht  werden. 

Wir  erhalten  sonacli  ans  den  Ueberschiebungen  mit  tl  die  Formen 

('.  •■)',    (',  •■■)',    (1,  ;•)",    (',  •')•,    (',  i'T- 

Weitere  Ueberschiebungen  brauchen  hier  nicht  mehr  untersucht 
zu  werden,  da  das  Quadrat  der  Form  /,  welche  ja  Functiooal- 
determinante  ist,  durch  niedrigere  Formen  sich  ausdrücken  lässt. 

213.  Die  Uä)ersehi^tigen  von  Producten  von  Formen.  Es  er&brigt 
also  nur  noch  die  Ueberschiebungen  der  Form  tv  Aber  das  Product 
der  Formen 

p'.tpl'.ir 
zu  studiren. 

Hiebei  kann  aber,  da  t  quadratisch  ist,  also  bei  Faltung  sich 
seine  Linearfactoren  höchstens  auf  zwei  Formen  vertheilen  lassen, 
stets  einer  der  Exponenten  gleich  null  genommen  werden.  Von  den 
sich  so.  ergebenden  drei  verschiedenen  Producten 

ty-<p!',  f-<p?,  f-P 
kSnnen  die  beidefl  ersten  unberBcksichtigt  bleiben,  da  sie  je  eine  Form 
geraden  nnd  je  eine  ungeraden  Grades  enthalten  und  somit  stets  die 
Linearfactoren  von  ii  bei  Faltung  zunächst  auf  alle  Factoren  erster 
Art  Ton  <p  vertheilt  werden  können,  so  dass  eine  Potenz  der  Invariante 
Cv»  *^)*  ^'s  Factor  auftritt. 

Sonach  bleiben  nar  noch  die  Ueberschiebui^n 

zu  studiren.  Dabei  muss  3^  sowohl  als  k  den  Grad  9  von  i  über- 
steigen, da  ja  sonst  a  priori  zerfallende  Glieder  in  der  Ueberschiebung 
auftreten,  nämlich  die  bereits  in  das  System  aufgenommenen  Ueber- 
schiebungen von  t  über  »e. 

Setzen  wir  in  erster  Linie  a="y  ^  \.     Die  Ueberschiebungen 

(/■■',•■*)",  (/■■«,••)",  {f-i.i'T,  if-i,<y' 

enthalten  Glieder,  welche  in  Producte  von  Gliedern  zerfallen,  die  bereits 
betrachteten  Ueberschiebungen  angehören.  Um  nur  ein  Beispiel  an* 
zuführen;  die  Ueberschiebung  (/*■  t,  i^"  enthält  ein  Glied,  in  welchem 
die  sechs  Factoren  erster  Art  von  i'  mit  sechs  Factoren  von  t  zur 
Faltung  kommen,  während  von  den  übrigen  sechs  Factoren  fünf  mit 
f  gefaltet  werden.    Dieses  Glied  ist  also  ein  Product  zweier  Glieder, 
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welche  den  Ueberschiebungen 

(t,  i')%    bezw.    (/■,  lY 
angehören. 

Dagegen  liefert  die  Ueberachiebang 

(/•',  iO" 

eine  neae  laTariante,  die  wir  mit  B  bezeichnen  wollen.  Ueber- 
achiebtmgen  höherer  Potenzen  Ton  f  und  /  brauchen  nicht  betrachtet 
zn  werden;  denn  jede  solche  Ueber Schiebung  enthSlt  immer  Glieder, 
die  R  als  Factor  haben. 

213.  TJä}erblick  über  das  voUständige  Formensysfem  von  f^^al. 
Wir  haben  somit  das  ganze  Formensyatem  der  Form  fünfter  Ordnnng 
aufgestellt.     Es  besteht  ans  den  23  Formen: 

1)  r,  V-  (f,  n',  t  -  if,  V,  ff).  •■  -  (f.  f)',  Ä  -  (.-,  .•)• 

2)  (.f,  •■)',  {/■,  •■)■,  (/;  ff,  (f,  <f,  (f,  >■*)' 

8)      (v,  0',  (f,  ••)',  (V,  •■■)■.  (o,  •■^,  (r,  f)',  (T,  iy 
4)     ((,  0",  (',  •')',  ('.  *')',  (<.  •■')•,  ('.  *')' 

5)         ir,  •■■)»,    (/■•  I,  iT- 

Es  ist  freilich  noch  nicht  gezeigt,  daaa  nicht  einige  dieser  Formen 
durch  die  übrigen  sich  rational  nnd  ganz  ausdrücken  lassen;  doch 
darf  die  Annahme  gemacht  werden,  dass  dieses  System  nicht  mehr 
weiter  redacibel  ist,  da  alle  bisherigen  diesbezfiglichen  Untersuchungen 
keine  gegeotheiligen  Resultate  zu  Tage  gefördert  haben. 

Unter  diesen  23  Formen  befinden  sich  drei  fundamentale  Invarianten, 
nämlich: 

(i,  «T,  (v,  »T,  (r,  ij', 

vom  beziehoi^aweise  vierten,  achten  tiud  zwölften  Grade  in  den  Coeffi- 
cienten.    Hiezn  tritt  noch  die  Invariante 

(f- 1,  iT- 

Sie  ist  vom  Grade  18  in  den  Coefficienten  und  hat  die  Eigen- 
schaft, hei  der  Transformation 

«1  =  Vi,    «« Vi, 

deren  Modul  ^  •=  —  1  ist,  das  Zeichen  zu  ändern.  Denn  das  sym- 
holiache  Product 

(f-{f,(.f,r)').<T 

enthält  90  Buchstaben,  70  herrührend  von  t',  und  viermal  je  füof 
herrührend  von  /";  dieselben  vertheilen  sich  aonsch  anf  45  Elammn- 
factoren,  und  da  bei  dieser  Transformation  jeder  solcher  Elammerfactor 
sein  Zeichen  ändert,  so  ändert  dasselbe  die  ganze  Form,  d.  h.  sie  ist 
eine  „schiefe  Invariante"  (vergl.  Nr.  8). 
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(4) 


214.  U^entommme  Formen.  Die  Formen  {f,  /)%  {f,  (f,  ff), 
(f,  f)*,  welche  in  diesem  Systeme  auftreten,  haben  wir  bereits  auch 
im  System  der  Form  vierten  Grades  vorgefunden,  und  e3  ist  die  Frage, 
ob  sich  unter  den  Govarianten  der  Form  fünften  Grades  nicht  auch 
eine  Coyariante 

3  =  {ah)\iic)\hcYaA,e,  (1) 

befindet,  welche  der  Invariante 

j-{ah)'{<,cf{hc)'  (2) 

der  Form  vierten  Grades  entspricht.  Erinnern  wir  uns,  dass ,  die  In- 
variante j'  unsymboltsch  die  Form  hatte: 

«.    ^    .  (3) 

Oj        %        «4 

so  können  wir  nunmehr  f(tr  die  Form  fünften  Grades  die  analoge 
Determinante  bilden: 

fl-O  O,  Oj  % 

o,  a,  a,         a^ 

rtj  öji  «4         % 

Setzt  man  hierin  statt  der  wirklichen  Coefficienten  die  symbolischen, 
so  erhält  man  in  derselben  Weise,  wie  wir  frOher  die  Determinante 
(3)  in  (2)  umgeformt  hatten,  für  die  Determinante  (4)  das  symbolische 
Product  (1). 

Diese  Covariante  j  befindet  sich  aber  nicht  unmittelbar  im 
System,  und  es  ist  die  nächste  Frage,  welche  Stellung  sie  zu  ihm 
einnimmt.  Zu  dem  Zwecke  werden  wir  sie  so  umformen,  dass  sie 
den  Factor  [acf  erhält,  was  nach  Nr.  98  stets  möglich  ist.    Es  ist: 

a,(6c)  =  6^(öc)— c^(a6), 
also 

j  ="  {ab)*  {acf  {be)  6|  Ci  —  {abf  (acf  {bc)  b^  c| . 
Vertauscht  man  im  zweiten  Terme  b  mit  e,  so  kommt: 

j  =  2  (ahf  {acf  {bc)  bi  c  ■ 
Vertauscht  man  hierin  a  mit  c  und  nimmt  die  halbe  Summe  der  so 
entstehenden  Ausdrücke,  so  erhalten  wir  endlich 

j=-{acf{ah){cb)bl. 
Das  symbolische  Product  rechts  wird  aber  durch  die  Ueberschiebung 
erhalten: 

((oc)'a,c.,K)' -(.■,«■, 
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d.  h.  3  iat  bis  auf  den  Factor  —  1  nichts  anderes,  als  die  bereits  im 
Systeme  anfgeuommeue  Ueberschiebung  {f,  tf. 

Wir  erkennen  also  die  bemerkeoswerthe  Thataachej  dasa  sämmt- 
Uche  Formen 

f.    ^,    I,    ',  i  (1) 

des  Tollständigeti  Systemes  vierter  Ordnung  ihre  entsprechenden 
Formen  im  System  von  f=a\  besitzen,  wobei  die  gegenseitige  Be- 
ziehung durch  die  je  zwei  solchen  Formen  gemeinschaftlichen  charakte- 
ristischen Elammerfactoren  hergestellt  ist    Wir  nennen  diese  Formen 

f,  (/•./■),  v.tf.m,  v.fy,  -(f,>y         (?) 

Qbernommene  Formen.  Sie  gehen  ans  dem  Systeme  (1)  einfach 
dadurch  hervor,  dase  man  die  Formen  desselben  jedem  Symbole  ent- 
sprechend mit  je  einem  Factor  erster  Art  multiplicirt.  Diese  merk- 
würdige Thatsache  wiederholt  sich  indessen  später  nicht  mehr;  das 
System  der  Form  fünften  Grades  kann  nicht  mehr  in  da^  System  der 
Form  sechsten  Grades  in  dieser  Weise  übernommen  werden. 

215.  Zweite  Dc/inition  der  Form  j.  Es  möge  gleich  an  dieser 
Stelle  eine  die  Form  j  geradezu  definirende  Eigenschaft  derselben 
erwähnt  werden.  Wenn  man  nämlich  die  Ueberschiebungen  von  f  mit 
j  bilde^  so  zeigt  sich,  dass  die  dritte  Ueberschiebung  (f,  ff  identisch 
verschwindet.     Denn  man  hat: 

Setzt  man  hierin 

a:,  (bi)  =  h,  (ai)  —  i^  (ab) , 
so  kommt: 

-  (abf  (bt)  (ai)  a^  i,  +  {abf  (bi)  a,  ü  =  (f,  })'  ■ 

Beide  Terme  links  verschwinden;  der  erste,  weil  er  bei  Vertanschung 
von  a  mit  b  nur  sein  Zeichen  ändert;  der  zweite,  weil  er  nichts  an- 
deres darstellt,  als  die  erste  Ueberschiebung  der  quadratischen  Form 
i  =  (ab)*  Ol  bi  Ober  sich  selbst     Es  ist  also  in  der  That: 

(f.Jl'-O. 
Durch   diese  Eigenschaft   ist    aber  j  vollständig  charakterisirt ,   d.  h. 
ist  i>  eine  beliebige  cubische  Form,  so  beschaffen,  dass 

dann  ist  stets:  ^='j, 

bis  auf  einen  constanten  Factor. 
Ist  nämlich 

(f,  ((-)»  =  «i  (aiff  =  al  (ff,  if,  —  ti  a,y  =  0 
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»o  müsseil  die  CoeiHcienten  von  x  einzeln  verschwinden,  d.  b.  es  müssen 
die  Gleichungen  bestehen: 

«1^  (a,  ^B  —  i/',  dj)'  ^  flo  *a  —  ''"i  '^s  "I"  ^'^i  ^i  ~  %  ^0  ^  ^ 

a,  Oj  (a,  ^2  —  li-^  o^)^  ^  %  ^j  —  3o^  it^  +  3«j  it,  —  O4  it'o  ^  0 

öj-  (a,  Vs  —  ll"!  ß^)*  =  «s  ^s  —  Scfa  itj  +  3^,  ^,  —  ßj  Vo  ==  0. 

Bestimmt    man    hieraus    die    Verhältnisse    der    ^,-    und    ti^t    deren 
Werthe  in 

t  =  %Xi'  +  3^1  ^a^  +  3^ga;,«g*  +  tsV 
ein,  so  erhält  man  gerade  die  Covariante  j. 

Aranerhang.  Alle  Formen,  welche  den  Factor  (aj)*  besitzen,  ver- 
schwinden identisch,  denn  sie  köoneu  darch  Ueberachiebnng  mit 
(/",  3)"  =  {ajfal  entstanden  gedacht  werden.  Der  Klammerfactor  {ajf 
ist  demnach  Reducent. 

216.  Ersetzung  d^  Formen  des  Systemes  durch  eines  ihrer  Glieder. 
Während  nun  die  übernommenen  Formen  bereits  einen  einfachen  sym- 
bolischen Ausdruck  besitzen,  der  für  die  weifeten  Ilechnungen  taug- 
lich ist,  sind  die  meisten  der  übrigen  Formen  des  Systemes  durch  ein 
Aggregat  symbolischer  Producte  dargestellt,  das  die  symbolische  Rech- 
nung sehr  erschweren  würde.  Es  ist  daher  angezeigt,  hier  von  dem 
Satze  Gebrauch  zu  machen,  dass  sich  jede  Ueberachiebung  durch  eines 
ihrer  Glieder  und  niedrigere  Ueberschiebungen  darstellen  lässt.  Indem 
wir  alsdann  von  den  niedrigeren  Ueberschiebungen,  als  bekannten 
Bildungen,  absehen,  können  wir  direct  das  betreffende  Glied,  das  ja 
alle  charakteristischon  Merkmale  der  Ueberschiebimg  besitzt,  welcher 
es  angehört,  an  Stelle  der  Ueberschiebung  selbst  in  das  Fonuensystem 
einfügen.  Insbesondere  wollen  wir  nun  im  Folgenden  die  quadratischen 
und  linearen  Covarianteu,  sowie  die  Invarianten  durch  eines  ihrer 
Glieder  ersetzen,  soweit  die  betreffenden  Ueberschiebungen  nicht  ohne- 
hin schon  durch  ein  einfaches  symbolisches  Product  dargestellt  sind. 

217.  Die  drei  guadraÜsehen  Covarianten.  Als  erste  quadratische 
Covariante  erhielten  wir: 

i  =  il^{ab)*a^b^. 

Zu  einer  zweiten  giebt  die  Hesse'sche  Form  t  der  cubischen  Covariante 
j  Veranlassung: 

Diese  Form  z  lasst  sich  auch  noch  in  anderer  Weise  darstellen.    Es  ist: 
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Setzt  tnao  nach  dem  Identiiätssatze: 

a.(j,-)- ~i.(,ai)+ j.(m)  (2) 

and  fShrt  diesen  Weith  von  a^  (Jt)  in  (1)  ein,  so  kommt,  da  der  erste 
Term  wegen  des  Reducenten  (aj)'  null  ist: 

(/,()•■))' -».i-M'W- 

Der  Ausdruck  rechts  kann  als  zweite  Uel>erschiebung  too 

Ol  («»)'    über    jl 
angesehen  werden,  oder  auch,  weil  oi(ai)'  =  —  jl,  als  zweite  üeber- 
schiebuQg  von  —  ji  über  j^  .     Ea  ist  also: 

V,  U,  i)Y --(.»,)' j.h.--"- 

Die  dritte  quadratische  Govariante  endlich,  die  wir  mit  in  unsere 
nächsten  Betrachtungen  hereinziehen,  ist  die  Fuuctionaldetermtnant« 
von  i  und  r,  nämlich 

#  =  (i,  t)  =  (ir)  ix  tx  . 

Es  fr^  sich  nun,  in  welchem  Zusammenhange  t  und  &  mit  den 
beiden  andern  im  Systeme  auftretenden  quadratischen  CoTarianten 
{<p,  t*)*  und  (91,  ^f  stehen. 

Was  die  Covariante  t  betri&t,  so  erkennt  man  sie  leicht  als  ein 
Glied   der  Ueberschiebung  (9),  i*)*.     Denn  da  j  =  —  (aiyoi,   so  ist 

'  -  iijfi,!.  -  (("•?  "l ,  (SO" «)'  -  (<•*)'  («i)*(w')' '. »-  ■ 

Der  Term  rechts  kann  aber  durch   viermalige  Faltung  des  Productes 

qo .  j*  =  {alif  al  hl  -il  •  C 
erhalten  werden,  wodurch  die  Behauptung  erwiesen  ist 

Ganz  ebenso  ist  &  ein  Glied  der  Covariante  (91,  v^y.     Denn 
(i,  r)  =  (»;'»,   {aVf  {aif  {hij  a^  b^)  =  -  {ahf  (axf  {bij  (ai")  b^  h- 
Der  Ausdruck  rechts  geht  durch  fünfmalige  Faltung  aus  dem  Product 

(abya^bi  ■  i^  ■  i^'  ■  i'^' 
hervor,  ist  also  in  der  That  ein  Glied  von  (g;,  i*)'*. 

318.  Die  fundamentalen  Invarianten.  Wir  hatten  im  Systeme  zu- 
nächst drei  gerade  fundamentale  Invarianten  erhalten;  es  waren  dies 
die  Formen 

Die  erste  derselben  behalten  wir  im  Folgenden  bei  und  beseichnen 
sie  mit 

Aii  =  A=.(i,  tf. 

An  Stelle  der  zweiten  setzen  wir  die  zweite  Ueberschiebung  von  i 
über  T,   d.  i.  die  Invariante 

B-(i,rf. 
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Sie  ist  gleichfalls  vom  acbten  Grade  in  den  Coefficienten  und  mau  er- 
kennt nie  als  ein  Glied  der  Ueberscliiebuug  (ip,  i')*.     Denn  es  ist 

(i,  »)*-(•■;',  (ai)>(aO'(S ;•)■«-!>.)■  -  (»S)*(aO'(iO'(«i")(W"), 
ein  Term,  der  auch  durch  sechamalige  Faltung  aus  (ab)* alb,  -i^ iä' i^'* 
erhalten  wird.    Die  dritte  Invariante  des  Systemes  erseteen  wir  durch 
die  Discriminante  tod  j,  oder  (was  das  nämliche  ist)  durch  die  Discri- 
minante  von  r;  wir  erhalten 

(',')• -c. 

Ihren  Zusammenhang  mit  (f*,  i')'"  werden  wir  später  kennen  lernen. 
(Vgl.  Nr.  226).  Da  x  vom  sechsten  Grade  ist  in  den  CoefBcienten  von  f, 
so  ist  C  vom  zwölften  Grade  wie  {f^,  i^)'" . 

210.     IHe  vier  linearen  Comrianten.     Wir  hatten   im  System   als 
einfachste  lineare  Goyariante  erhalten: 

(f,  ?)'  -  (aj ,  i'.  ■  i-.')'  -  («.■)'(»;')'<■• .  (1) 

Wir  bezeichnen   sie  im  Folgenden  mit  a,  und   man   erkennt  aus  dem 
Factor  (aif,  dass  a  betrachtet  werden  kann  als  zweite  Ueberschiebung 
»on  j  ^=  —  {aifal  6ber  i,  d.  h.  man  hat: 
«=,-(,-i)»j,. 

Als  zweite  lineare  Covariante  trat  im  Systeme  die  Form  {f*,  %f  auf 
Wir  ersetzen  sie  durch 

/S-(i,  «)•  (2) 

Beide  Formen  stimmen  Uberein,  denn  man  hat  einestheils: 
(i,  «)-(a,  (i'o)'(i-o)>o,)-(ia)(i'o)>(i"o)'i, 
und  auderntlieils 

-  (/■.  *■)'-('',  0'-(ä. ■;■;;-■,  aif-{ia){faf(ra)'i,. 
Die  dritte  lineare  Covariante  y  wird  von  der  Ueberschiebung 

((,  i^f  ^{{ahf{ca)dillc'x,  iLiLiLi^xY 
geliefert.     Wir  benutzen  von  ihr  nämlich  das  Glied 

r  -  (aS)'(ae)(ai,)'(ii.)H.  (»«'(««•. 
Führen    wir  rechts  das  Symbol  «x  ^  (cij)' (ci^y  c^   ein,    so   geht  y 
über  in 

y  •=  (aby{aa)(ai,y{bi^ybx . 

Das  symbolische  Product  rechts  ist  aber  nichts  anderes  als  die  erste 
ÜeberBchiebnng  von 

« -  Oiyj.i'.  -  (<•*)'  (.«'T  ("■)'«. ». 

Ober  a, ; 
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daher  können  wir  die  lineare  CoTariante  y  darstellen  durch 

!■-(',«)■  (3) 

Was  endlich  die  viert«  lineare  Covariante  (t,   v'y  betrifft,   welche  im 
Systeme  auftritt,  so  ersetzen  wir  sie  zunächst  durch  ihr  Glied: 

Vermöge  der  Identitiit:  (ac)üi  =  (iiC)Oi  —  (»4o)(^  geht  dasselbe  über  in: 
e  -  (aJ)'(ia)'ft6)'(i,«)' &»)■(*.«)(*.*)»- 

-  (oi)>(.-«)'(i.i)'(i,«)ftS)  ■  (sc}'iH<-)'c.  -  G,  -  ff,. 
Der   Term   G,   besitzt   den   Factor   «x  =  {i^c)* {i^c)^ Cx ,   während   sein 
anderer  Factor  nichts  anderes  ist  als  die  Invariante 

B  =  (r,  »7  =  Half  {aif  (6i,)'».  ^x ,  Ü.y . 
Wir  können  daher  von  diesem  Terms  Gg  =  B  -  a ,  als  einem  Prodacte 
bekannter  Formen,   absehen,  und   nunmehr  G,   als  die  einzufOhreude 
lineare  Invariante  S  de&niren: 

«  -  {aif  {iaf  (i,  bf  (i,c)'  ftc)'  (i.e)  (i,h)  a. . 
Berücksichtigen  wir,  dass  (*j<')*(»3C*)(t4c)f4i  =  ßt,  so  können  wir  diese 
Covariante  8  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  auch  darstellen  durch 

=  (iabyiiay{i,hyh^a.,  ß.)'=iUMfjJ,.,  ß,), 
oder  endlich  durch 

ä  -  (,,  «..)  (4) 

220.  Die  sdiicß  Invarianlc.  Wir  greifen  aus  der  Üeberschiebuog 
(/'■  (,  i')",  welche  wir  als  schiefe  Invariante  erkannt  haben,  jenes 
Glied  heraus,  welches  durch  viermalige  Faltung  von  al  mit  t,^,  also 
durch  Bildung  von  a,  sodann  durch  weitere  achtmalige  Faltung  von 
blcldji  mit  ig*,  also  durch  Bildung  von  y,  und  endlich  durch  zwei- 
malige Faltung  von  a  •  y  mit  i^  entsteht.     Dieses  Glied 

oder 

l!-.(i,)(«)OV)  (6) 

führen   wir   als  schiefe  Invariante    au  Stelle   von  {f-t,   i')"    in   das 
System  ein. 

Wir  können  das  symbolische  Product  (5)  noch  iu  verschiedener 
Weise  durch  Ueberschiebmig  erzeugen;  so  ist 

(«)  (to)  (i.)  -  -  ((,„)  r, ,  (m)  ij  =  -(,,«  =  (ßr)       (6) 
MW) 

•)  Clohflcb  fahrt  in  seinen  „Uinilron  formen"  aU  vierte  liueare  Covariante 
die  Form  (*,  a)  ein. 
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oder 

(.>)(.«)(;») -((i»)(i.)r„  «,) (ä,  .)-(.*)  (7) 

oder 

(ir)  (..)  (.»)  -  ((.'.)  i,  ., ,  oj)'  -  (*,  «>)■ .  (8) 

331.  Tabelle  der  mc}itigsten  Formen.  Ehe  wir  Dun  zu  Anwen- 
dangen  übei^ehen,  wollen  wir  noch  einmal  jene  Formen  zusammen- 
stellen, die  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  Torzugsweise  benutzen 
werden.    Es  sind  dies 

1)  die  übemommeneD  Formen 

'"""'  t  =  {ahy{ca)alblct 

—  j  =-  (aiyal, 
i  =  {abya^bx 

2)  die  OoTariantcu: 

ff  =  (it)  (,  T, 

«  —(ai)'(ai,)'a,—  —  (ji)'j, 

C  — (t«)t, 

3)  die  Invarianten: 

j -(.-,;;>,  B-(,i,.y,  c-(t,,)',' 

J!  -  tf)-)  ■=(«•!)  -  (»«)'  -  (")  (")  (i-)--  ('»)  (.'ß)  ■ 
Hiezu  treten  noch 

4)  drei  Hilfsinvarianten 

^- ('«)"-()"") 

P  _(,«■_(«/!), 
welche  bezw,  vom  13.,   16.   und  20.  Grade  in  den  Coefficienteii  sind, 
während  A,  B,  G  bezw.  die  Grade  4,   8,   13  besitzen.     Wir  werden 
die  Darstellung  der  Formen  M,,  N,  P  durch  die  drei  Fundamental- 
invarianten  in  den  folgenden  Paragraphen  keinen  lernen. 

§  23.     Belationen  Ewisohen  den  In-  und  Covarlanten  der  Form      . 
fünften  Grades. 

222.  Dk  Qtutdraic  der  linearen  Covarianien  ß,  y,  d.  Die  im 
vorigen  Paragraphen  eingefdhrten  linearen  Covariantou  ß,  y,  d  haben 
wir  in  FuncUonaldeterminantenform  dargestellt;  ihre  Quadrate  mässen 
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sich  also  durch  einfachere  Formen  auedrückea  lassen.  lu  der  That, 
erhebt  man  zunächst  die  Identität 

in  das  Quadrat,  so  erhält  man: 

(.-;,)■ .  «■  -  («,)■ .  j  +,(».■)' ■  '■,  -  2  («•■,) i'fin.i. 

oder: 

A-a'  =  2M-i  —  2ßK  (1) 

Ebenso  findet  man  unter  Benutzung  der  Identitäten 

die  Relationen: 

Ga*  =  2N-z~2y'  (2) 

C-ß*  =  2Pt-2eK  (3) 

223.  Die  simultanen  Invarianten  der  vier  linearen  Cov<mantcn. 
Die  vier  linearen  Formen  a,  ß,  y,  d  liefern  ferner  sechs  simultane  In- 
varianten : 

tf«),   (c«),   (««;   («"),   (är),   (>■«■ 

Die  drei  ersten  derselben  haben  wir  bereits  als  Hilfsinvarianteu  M 
N,  P  eingeführt;  die  Formen  (3a)  und  (yß)  stimmen  mit  —  B  überein; 
es  bleibt  also  nur  noch  die  Form  {Sy)  zu  berechnen.     Nun  ist: 

-((«,«)(",)'.,«■  (1) 

Gemäss  dem  Ideutitätssatze  ist  aber 

(t,a)Ti  —  (ta)ri,  =  —  (rti)«,- 
Vertauscht  man   also  in  (I)  t   mit  t,   und  nimmt  die  halbe  Summe, 
80  kommt: 

(»(■)- (-|(",)'«.,fc)-].JfC.  (2) 

Damit  ist  auch  die  sechste  dieser  simultanen  Invarianten  auf  bekannte 
Formen  reducirt.  Es  tritt  an  uns  nunmehr  die  Aufgabe  heran,  die 
hiebei  benutzten  Hilfsinvarianten  M,  N,  P  als  ganze  Functionen  der 
drei  Fundamentalinvarianten  darzustellen.  Was  die  letete  dieser  drei 
Formen  betriff,  so  können  wir  sie  unmittelbar  auf  die  beiden  andern 
reduciren.  Denn  Uberschiebt  man  die  Relation  (l)  Nr.  222  zweimal 
fiber  r,  so  findet  man  unmittelbar: 

P=  ~  [  2BM—AN]  ■  (H) 

Demnach  bleibt  uns  nur  melir  die  Aufgabe,  M  und  N  als  Functionen 
von  A,  B  und  C  darzustellen. 
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224.  JBerecÄnww^  der  Form  N.  Das  Princip,  das  uns  bei  Auf- 
stellung voD  Relationen  leitet,  läset  sich  dahin  formuliren:  Ein  und 
dieselbe  Form  in  zweifacher  Weise  durch  üeberschiebung  darzustellen. 
Nun  war  N  definirt  durch 

J»_(r»)«_tö,)'Ö»0")-  (1) 

Es  handelt  sich  also  nur  darum,  das  symbolische  Product  (jJi)'  Oi")  0") 
durch  Ueberschiebung  anderer  Formen  zu  gewinnen.    Der  symbolische 
Factor   (Ja)    veranlasst   uns,    die    erst«    Ueberschiebung    von   j   über 
a  "-  —  {jifja  zu  berechnen. 
Man  eihält: 

Ü,  a)=--i50A)0i«y 

=  ~3.  (Jji)  (Ä  *)  iJi»  (Ji)  ~  '.t  Cüi)  1 

■=  — i«>i^OJi)0'i»)0'*)  +i:t4  0ii)'0',0- 

Der  erste  Term  rechts  ist  null;  denn  er  ändert  durch  Vertauschung 
von  j  mit  j,  nur  sein  Zeichen.  Der  zweite  Term  ist  aber  nichts  anderes, 
als  —  'S";  denn  man  hat: 

Daher  bat  man  zunächst  die  Relation 

(j,  «)--».  (2) 

üeberschiebt  man  aber  diese  Gleichung  zweimal  über  sich  selbst,  so 
kommt: 

Ü«)tt")tö,)' -(»,»)'■  (3) 

Es  ist  aber  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 

2(ft,  *)*  =  Aii  A,^  —  Ah  -^AC—B*  (4) 

und  demnach  durch  Comparation  von  (1),  (3)  und  (4) 
N-j{ÄC-B^. 

225.  Hilfssatz  eur  B&'ecktmty  von  M.  Es  erübrigt  noch,  die 
Form  M  zu  berechnen;  zu  dem  Zwecke  beweisen  wir  zuerst  die  Hilfs- 
relatioQ 

indem  wir  von  einem  der  symbolischen  Prodncte  rechts,  etwa  von  Aj, 
ausgehen  und  dasselbe  geeignet  umformen.    Es  ist 

Gemäss  dem  Identitätssatze  ist 
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also,  da  d«r  erste  und  letzte  Term  rechts  wegen  des  Eteducenten  (aj)^ 
Terschwinden : 

-Iäj-^  2(o6){«j)'(6j)i>.  -  2(ab)(_aj)(bjyb,al  j  («.)  (bi) 

-2(a4)(»j)(4j)(»0(i'i)*.«-IW)i'--(*J>.l 
=  2(a6)'(oj-)(«)j,-(o()CW)i,o.. 

Unter  Benutzung  des  Productsatzes 

(ai) (6f)«. K-i {(»•)' K  +  ('•)' «:  -  ('1')' 'i\ 
geht  das  letzte  symbolische  Product  über  in 

-  lAj~(aby(,aj,(li)(ai)'lll 

+  (ab)'(aj',{bj)(bfi'a'J^  -  ("b)' l-jimi,  ■  '■ 
Die  beiden  ersten  Terme  rechts  reprasentiren  die  nämliche  Form;  der 
zweite  Term  zerftillt  in  (i,  j')*  •  t  =  —  a  ■  i .     Demnach  wird 

-Iaj--2  («0*  («*)■  (oj)  (bj)  b'J.  +  i .  « . 

Der  symbolische  Factor  («i)*  des  ersten  Termes  rechts  veranlasst  uns, 
da  ja  (ai)*o|  =  —  ji  das  öjrmbol  jl  =  —  (ai}'a, ,  ja  =  —  («O^^a  ß'**" 
zuführen.     Dadurch  wird 

-  1  Aj~-2(j'by(j-i}(bj)i»j.  +  ••» 

-  -  I(/6)J.  -  iil>)j:Wb)(J-j){bj}bl  +  ia 

--(.ri)'u'bnhj)bi  +  i^ 
-    if,  (jjyj.j'.r  +  i", 

oder,  weil  ja  r  ™  ÜJTÄji: 

('•')'-- 1»  ^•'■+'«)-  w 

226.     £^ecAnunj7  der  Fortn  M.     Schiebt  man  nun  diese  Relation 

dreimal  Über  die  Form 
80  entsteht  links: 

-  3  (o,)>fii)  (»;)'('"■)  -  +  3(»,)Cojr(»oi(«o('j-)  +  (j«)(")i , 

d.  i.,  weil  wegen  («./)'«!  ^0  der  zweite  Term   rechts   verschwindet: 
-  3(a,)(-,j)ia}na,y  -  -  3(ai)' W(o«)Ü») 
3((«i)>(a;)'«.i,r3)'. 
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Nun  ist  aber   —  (ai)'(^  =^';  dsher   läset  »ich  diese  Ueberschi«bung 
auch  schreiben 

-  +  3(üj,)-ij..,  .)'-3(.,  r)'_8C.  (1) 

Auf  der  rechten  Seite  erhalten  vir  durch  die   dreimalige  Ueberschie- 
bung:  1)  das  Glied 

(2Aj,  (j,  i))'  -  2Ä  ■  {j,i)(ji.f[i,-)  -  2A  ■  (r,  ,y  -2Ä-B,    (2) 
2)  das  Glied 

(3.-,  ■  « ,  (j ,-)]'. .-.)'  -  (ji)  (ijyiai,  +  2 ÜO («J) (hj)  (i,  •■) ■ 
Der  zweite  Term  rechts  ist  null;   denn  er  ändert  durch  Vertauschung 
Yon  i  mit  i,  nur  sein  Zeichen.    Der  erste  Term  kann  aber  dargestellt 
werden  durch 

(ji,)'(j>)(««)-((j',)V.,(«0« 
-(-«.,  («O'J 

(oO' M.  ■    (3) 

Die  gesuchte  Relation  wird  demnach 

30—2ÄB-M. 
Fassen  wir  die  bisher  gewonneDen  Resultate  zusammen,  so  erhalten 


(zay=N  =  -liAC^B')  (4) 

()«)»  =M'~2AB-SC  (5) 

{tßy=  P  =  ~{9  AB'  —  A*C  -  12  BC) .  (6) 

Die  Gleichung  (5)  lehrt  auch,  dass  wir  berechtigt  waren,  (r,  rf  •-•  C  aa 
Stelle  von  (/*,  i'')'"  einzuführen.     Denn  (Ja)'  ist  das  Glied 

G  =  [(ai,f  {a^ya,  ■  (bi,)'  (püY  h, ,  iLY 
dieser  Ueberschiebung  (f*,  i^y. 

227,  Dk  l'd>crs(^iid>uT^€n  der  quadratischen  Fortuen  i,  z,  fr.  Eine 
weitere  Reihe  von  Relationen,  deren  wir  später  bedürfen,  liefern  die 
gegenseitigen  Ueberschiebungen  der  quadratischen  Formen  des  Sjstemes, 
sowie  die  Ueberschiebungen  dieser  Formen  Über  die  vier  linearen 
Formen.  Sie  sind  leicht  zu  ermitteln,  da  die  simultanen  Systeme  dieser 
Formen  niedrigem  Grades  nach  den  früheren  Entwicklungen  bekannt 
sind.  Es  ist  überhaupt,  wie  wir  schon  bisher  sehen  konnten,  nützlich, 
das  Studium  der  Systeme  höherer  Formen  dadurch  zu  vereinfachen, 
dass  man  inabesondere  die  Ueberschiebungen  der  linearen  und  quadra- 
tischen Formen  des  Sjrstemes  in  den  Vordergrund  stellt. 

Die  drei  quadratischen  Formen  des  Systemes  waren  i,  x,  Q: 
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Da  #  FuDctionaldeterminaute  der  beiden  ersten  Formen  ist^  so  haben 
wir  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  unmittelbar  folgende 
Relationen  (vgl.  Nr.   127): 

(i,»)  =  l-\B-i-Ä.t^  (1) 

(r,*}  =  |  jCt-B.tj  (2) 

—  2»*    ^At"  —  2BiT-\-Ci'.  (3) 

Aus  der  letzten  dieser  Relationen  geht  ohne  weiteres  die  Beziehung 
hervor,  welche  zniscfaen  dem  Quadrat  der  schiefen  Invariante  It  und 
den  Übrigen  fundamentalen  Invarianten  besteht     Denn  es  war 

Ersetzt  man  also  in  dieser  Relation  x  durch  a,  so  kommt: 

-2R'  =  ÄN^  —  21iMN  +  CJf« .  (4) 

228.  Die  Ud>erscJikbungen  von  ©■  über  a,  ß,  y,  /f.  Von  den 
Uebcrscbiebungen  der  quadratischen  Formen  i,  t,  &  will  ich,  soweit 
wir  sie  nicht  ohnehin  schon  berechnet  haben,  noch  jene  Formen  er- 
mitteln, welche  sich  bei  einmaliger  Ueherschiebung  der  Form  &  Ober 
a,  ß,  y,  d  ei^eben.  Alle  weiteren  Ueberschiebungen  mögen  der  selbst- 
slÄndigen  Uebuug  zugewiesen  sein. 

Um  nun  aber  (■&,  a),  (#,  ß),  (*,  y),  (*,  9)  zu  berechnen,  be- 
nutzen wir  einfach  die  schon  bei  Gelegenheit  der  quadratischen  Formen 
gegebene  Reihenentwicklung  fvgl.  Nr.  125  (2)]: 

».»,  -  («) i.',  -  "  (xj)  -  (i.) i,,.  -  *  (jx) . 

Wir  ersetzen  in  diesen  Gleichungen  X  resp.  y  der  Reihe  nach  durch 
'^1  ßi  f>  ^  UD'^  erhalten  nach  einfacher  Umformung: 

C»,a)-(ir)(«).,-f» (,«.,-*»-- «-J«  (1) 

(».«-(•>)W)'.-f/'-(")(".)(.»<.-?^ 

^',a),.-^^ß-  +  ^^r~lß  (2) 

(<T,)(',«)'<+J)'--"(i+j)'  (3) 
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In  ähnlicher  Weise  erhält  man  unter  Benatzung  dieser  vier  Relationen 
die  Ueberschiebungen  von  &  über  Producte  der  linearen  Covariantcn. 
Damit  will  ich  diese  Untersuchungen  vorläufig  abschliessen.  Wir 
werden  im  folgenden  Paragraphen  noch  eine  B«ifae  anderer  Ueber- 
schiebungen berechnen,  so  weit  wir  derselben  zur  Lösung  der  dort 
gestellten  Aufgabe  bedUrfen.  Insbesondere  werden  wir  an  geeigneter 
Stelle  die  Ueberschiebungen  von  f  über  die  linearen  Covarianten  a,  ß, 
y,  6  durch  Formen  des  Systemes  und  durch  Ueberschiebungen  der- 
selben darstellen. 

§  24.     TrpiBOhö  Danrtellimg  der  Ponn  fünften  Orades. 

229,  Begriff  der  typischen  Darstellung.  Unter  typischer  Dar- 
stellung einer  Form  f=al  versteht  man  im  Allgemeinen  eine  der- 
artige Darstellung  derselben,  dass  die  Coefficienten  Invarianten  und 
die  beiden  Variabein  irgend  zwei  Covarianten  des  Sjstemes  sind.  Der 
neue  Ausdruck  fQr  f  ist  alsdann  der  unveränderliche  Typus  für  alle 
Formen,  die  aus  f  durch  lineare  Transformation  hervorgehen;  und  um- 
gekehrt: Haben  zwei  Formen  f  die  nämliche  typische  Form,  so  können 
sie  stets  durch  lineare  Transformation  in  einander  übergeführt  werden. 

Für  Formen  ungeraden  Grades  kann  die  typische  Darstellung  unter 
anderm  auf  folgendem  Wege  erreicht  werden.  Dieselben  besitzen  im 
allgemeinen  Falle  und  wenn  n>3  stets  mindestens  zwei  lineare 
Covarianten  a,  und  ßx  mit  nicht  verschwindender  Detcrminaut«  (aß), 
wie  Clebsch  {vgl.  „Binäre  Formen"  §  90,  Seite  357)  gezeigt  hat,  und 
diese  werden  als  neue  Variable  für  die  typische  Darstellung  benutzl. 
Erhebt  man  nämlich  die  Identität: 

auf  die  n"  Potenz,  so  kommt: 

<■:  •  ("«■  -  K  (»«■  -  (;)«:-'  ^.(»«-'  (««)  +  •■  +  /»:(«  «)• 

Oller; 

(««■  ■  f-  (/•, «"  ■ «:  -  (;)  er,  ß—  «r  «:-■  ß. 

Hierin  sind  aber  die  Variabelo  Covarianten,  die  Coefficienten  Inva- 
rianteD,  und  man  bat  nur  noch  die  Aufgabe  zu  losen,  diese  Inva- 
rianten: 

if.ß'T,   {f,ß^'«T,   CA  ^'«T ■■•(/'.  "")",  (««•     ai) 

durch  die  fundamentalen  Invarianten  des  Systemes  zu  ersetzen.     Uan 
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hätte  auch,  wie  dies  Hermite  gethan  hat,  statt  der  linearen  Formen 
a  und  ß  die  linearen  Factoren  einer  quadratischen  Covariante  des 
Systemes  benutzen  können.  Dadurch  ist  man  freilich  genöthigt,  Irra- 
tionaliföten  einzuführen;  aber  die  typischen  Coeifficienten  sind  alsdann 
Tom  niedrigeren  Grade  in  den  Coefficienten  der  ursprEingliGhen  Form. 
Um  nun  die  Form  f=ai  typisch  darzustellen,  benutzen  wir  zu- 
nächst die  beiden  linearen  Covarianten 

".=(/■,  •■')',  ß. — (/■,•')'• 

Wir  erhalteQ  alsdanD,  weil  (aß) M=3G—2ÄB: 

und  unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  sechs  Invarianten 

(/■,  «',  (f,  r«)',  (f,  ß'-'f,  V,  ß'"')',  V,  ß''f,  (f,  «")' 

durch  die  Invarianten  A,  B,  C,  R  des  Systemes  darzustellen. 

230.  Berechnung  der  Ueberscki^mngen  (/",  avy.  Zu  dem  Zwecke 
haben  wir  zunächst  die  fünf  Ueberschiebungen  von  f  über  «  durch 
andere  Ueberschiebungen  darzustellen,  eine  Aufgabe,  die  wir  hier, 
wenn  auch  nicht  in  voller  Ausführlichkeit,  erledigen  wollen.  Man 
findet  znnäcl)st: 

(/■,«)  =  2  ((/-.jy,.-)  (I) 

(/■,  ««)»  =  A  at  —  Aia  +  Ij ,  (11) 

wobei  i  den  Werth  B  —  «  -^^  besitzt.  Um  zur  ersten  Gleichung  zu 
gelangen,  hat  man  in  (aa)ai  die  Form  o^  durch  ihren  Werth  — (J^'ji 
zu  ersetzen  und  das  so  entstehende  symbolische  Produet  durch  den 
Identitätssatz  umzuformen.  Indem  man  dann  anderntbeils  die  Polare 
(/",  j)l  berechnet  und  darin  y  durch  i  ersetzt,  kommt  man  durch  aber- 
malige Anwendung  derselben  Identität  direct  zu  Gleichung  (I). 

Complicirter  gestaltet  sich  die  Herstellung  der  zweiten  Relation. 
Man  benutzt  die  eben  gewonnene  Relation  (I)  und  überschiebt  sie 
nochmals  Über  die  Form  a,  indem  man  der  Einfachheit  halber  für 
(/*,  jf  zunächst  die  Bezeichnung  jti  einführt.  Dies  liefert 
A{f,  «V  =  Gpli.i.pi){jp^)i.  +  2pl(i)00-«), 
oder,  indem  man  im  zweiten  Terme  rechte  px  (ik)  durch  ix  (pa)  —  a^  (pi) 
ersetzt : 

i(f,  a')'-S(pi)(pa)pli.-2{pi)'a.p'..  (I) 

Man  hat  nun  zu  berücksichtigen,  dass  die  beiden  Glieder  der  schon 
mehrmals  benutzten  Polare  (f,  j)l  einander  gleich  sind,  da  ihre  Differenz 
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wegen  des  eich  eiDstellendeD  Factors  (aj)'  verschwindet,  dass  also 

Plpf=iaj)'aijy  (2) 

pip^-=iaj)a^j^a^.  (3) 

Mit  Hilfe  dieser  beidea  Gleichungen  läsat  sich  nun  leicht  in  (1)  das 
Symbol  p  wiederum  eliminiren,  da  auch  die  beiden  Glieder  vou  pl  p\ 
in  (3)  identisch  gleich  siod,  und  man  findet  so: 

i(f,  -1'-i(a,y{ai)(ja)«li,-ü(«Sf(a,ya.j,«.-  (4) 

Hierin  ist  der  zweite  Term.incl.  Vorzeichen  nichts  anderes  als  -f-  2t  -  a. 
Der  erste  Term  aber  geht  durch  die  Substitution  it{aj)^ji(ai)  —  at(Ji) 
über  in 

8(»j)'(»i)0«)»ii.-8(aj)(»<)=ü«)i,»j  -  8(ai)(<.0O«)Ü'>5.  P) 
wobei  [vgl.  auch  Nr.  221,  und  Nr.  224  (2)] 

(oj)  (aif  tja)j,  al  —  (—  (atj  ai ,  —  <j«)ji)  —  Ü,  *)  —  T^ 

-teX»')0«)0'>i-W,  -  ö«)üO>.j.)'  -(/■,  (9,  ■■))'■ 

Demnach  wird 

4(f,a')'-6a,  +  S{r,  {»,<■))•. 

Führen  wir  hierin  quo  den  in  Nr.  237  (1)  berechneten  Werth  ron 
(d',  t)  ein  und  eliminiren  die  sich  hiebei  einstellende  Form  (f,  t)^  mittelst 
Gleiehong  (1)  Nr,  225,  so  ergiebt  sich  in  der  That  die  oben  ge- 
gebene Relation  (11).  Aus  den  beiden  Relationen  (I)  und  (11)  gehen 
nun  die  Übrigen  Ueberschiebungen  direct  hervor.  Man  Oberschicht  (II) 
abermals  über  a  nnd  findet; 

(/■,«')>-«■,.- |j.«.^-i.»  (iii) 

und  hieraus  durch  weitere  Ueberschiebungen 

(f,«y-^-a  +  i-a  (IV) 

(f,a'f~-l.E,  (V) 

wobei  fi  den  Werth       N —  -  AM-i-  i  ^  besitzt. 

231.  Berechming  der  typischen  Co^fiäenien.  Die  soeben  berech- 
neten Ueberschiebungen  gestatten  uns  nun  in  Verbindung  mit  den  in 
Nr.  223  gegebenen  Relationen  für  die  Quadrate  der  Functionaldeter- 
minanten  ß*,  y',  d'  in  einfacher  Weise  nicht  nur  die  typischen  Coeffi- 
cienten,  sondern  überhaupt  alle  Ueberschiebungen  von  f  Über  ein  Pro- 
duct  tt'  ß'  y"  S' ,  X  -f-  X  +  (t  -[-  V  =  5,  durch  die  Invarianten  des 
Systemes  darzustellen.    Insbesondere  ist: 
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(/■,  »'■)■     --iE 

(f,  "*«'  -  ((/■,  <■')',  P)    =~I'-M+IP 

(f,  «W  -  (tf,  «')',  «■  -  V,  -'  ■  ifll-  if,  «")'  j 

-+ü(jlf+jX),[weil:tt.7 j, -ü,«r-(»,«')'-«) 

(/■,  «■?■)»  -  ((/■,  «<)•,  ß  {Mi  -  ^)J 

-(/■,  „'ßifM-(f,  »<fl>4,   [weil:  (-,•,«■«•_(»,««■] 
-  if  (f  ff-  f  If)  _  4  (JJ»-  (.30,       W-  Nr.  228(1)] 

(f,  ißff  . AHB  -^^-X-It 

v.n  =(f,ßi'fM'-(f,ßa',fÄ.M+(r,ß«'f'^^,  [-ü,ö'-«i 

--M'  +  AM  (1  Jf-  f  Jf)  +  4'(1P-  ,.«). 

232.  Typische  Darstellung  der  Covartanie  j.  Ehe  wir  die  typischen 
Oarstellnngen  der  Form  f  weiter  verfolgen,  wollen  wir  auch  ftlr  die 
Covariante  j  eine  solche  geben,  indem  wir  hiezu  die  linearen  Cova- 
rianten  a  und  S  benutzen.  Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erhält 
man: 

(««)v.  -  o«)'«;  -  30*)' 0")«;«, + 3o«)o»)'«,''.  -  ö")'*:- 

HieriD  ist: 

1)  0")'    -  (0,  «),  «")'  -  (-  »,  «')' ü  (»gl.  Nr.  224  (2),  220  (8)), 

2)  0>'ä)'- (0, «).  ««)'-(-»,«*)■-(-  (»,  -),  i) 

-(»  +  1«,  «)-  +  f -JJ  (,gl.  Nr.  228  (1)), 

3)  0>*')'-(-».'>')'-(-»,P»  — C-H'  (»gl.  Nr.  222  (3)), 

--?■(»,.)•+ J  (»,«', 
oder,  weil  nach  Nr.  227  (2a)  die  Form  (#,  t)'  =  0,  so  kommt; 
Ü,  «■!•)■-  ^  ((»,  «,  «  -  V  (v  !■  -  f  ^,  O)  -  -  ?  B. 

oder,  weil  {j,  t)^  gemäss  der  Theorie  cnbischer  Formen  verschwindet: 

0-,  «=). = -?  (,-,  *  (ifi  -^■)y  _ +^  (M+ ^. 
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Die  typische  Darstellung  von  j  wird  also,  da  (atf)  =  -\-  R,  nach 
Division  mit  J! 

ff  J  -  »■  -h  V  ■  *■«  +  T  'IC  ■  ««■  +  1  (m +  ^.«'.     (I) 

Nehmen  wir  an,  die  cubische  Form  3  besitze,  gleich  null  gesetzt, 
drei  verschiedene  Wurzeln  m,  m^  ^t  ^^^  J^  ün  Allgemeinen  auch  der 
Fall  sein  wird,  da  sonst  die  Invariante  C^(t,  t)*  des  Systems  ver- 
schwinden würde,  so  können  wir  schreiben: 

2p.j  =  (S  -m^a)(S  —  m,a){S-m^a).  (II) 

233.  Darstellung  äer  Form  f  durch  drei  fünfte  Potemen.  Eine 
der  wichtigsten  typischen  Darstellungen  der  Form  f  ist  die  typische 
Darstellung  durch  fDnfte  Potenzen.     Der  Umstand,  dass 

(.f,jy-o,  (1) 

zeigt,  dass  es  immer  möglich  ist,  f  in  die  Gestalt 

f-Ksi  +  Kt  +  K''. 

zu  bringen,  wo  p,,  q^,  r^  die  drei  linearen  als  von  einander  ver- 
schieden angenommenen  Factoren  der  cubischen  Form  j  sind.  Denn 
nach  den  üeberschiebungsgesetzen  (vergl.  Nr.  38)  ist  stets: 

(KA  +  Kt  +  K'i.p.i.'.y-''. 

und  diese  Gleichung  ist  ja  gerade  die  Definitionsgleichung  der  Co- 
vanante  j  =  px  q^  r^  (vgl.  Nr.  215). 

liegen  wir  j  in  der  typischen  Darstellung  (II)  zü  Grunde,  dann  ist 
p  ^  d  —  m,tt 
q  =  d  —  «jj« 
r  -^  d  —  »Mj«, 
und  demnach  die  typische  Form  von  f 

f-h,{a-m,dj>  +  k,ii-^^Y  +  h,{/l-m,,if.  (2) 

Die  Berechnung  der  Constanten  ki  k^  k^  kann  in  folgender  Weise 
voi^enommen  werden. 

Wir  überschieben  Gleichung  (2)  fünfmal  über  t^,  resp.  a*d,  a*d* 
und  erhalten: 

(f,ar    =-     (ft,     -hh     +     h)R'\ 

(f,  tt*df  =  -    5(jfc.w,    +  k^nti  +    k,m^)  K"      ■  (3) 

Die  Wetthe  der  linken  Seite  dieser  drei  Gleichungen  ergeben  sich 
unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (III),  (IV),  (V)  Nr.  230,  und  da  die 
Determinante   dieses    Systemes    (3)    von   linearen   Gleichungen    nicht 
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verscliwindet  (wegen  (t^ tY^O),  so  lassen  sich  aas  ihm  die  drei 
Constanten  h,,  k^,  k^  eindeutig  berechnen. 

234.  Typische  Darstellung  von  f,  wenn  0^=0.  Sind  nun  aber  die 
drei  Wurzeln  der  Covariante  ^'  =  0  nicht  von  einander  verscbieden, 
sind  vielmehr  zwei  derselben  einander  gleich,  dann  ist  die  Darstellung 
durch  fünfte  Potenzen  allein  nicht  mehr  möglich.  Immer  noch  aber 
liefert  die  typische  Darstellung  von  f  unter  Zugrundelegung  der  Linear- 
factoren Ton  j  ein  sehr  einfaches  Resultat,  wovon  man  sich  sofort 
Oberzeugen  kann.     In  diesem  Falle  ist  nämlich: 

und  demnach 

(/■,»'-(«»)*(«?)<■: -0-  (2) 

Erhebt  man  also  die  Identität 

auf  die  fflofte  Poienz,  so  verschwinden  in  der  binomischen  Entwicklung 
rechts  alle  Glieder,  in  denen  die  Elammerfactoren  (oj»)*(ag)  auftretea 
Demnach  reducirt  sich  dieselbe  auf 

oder  also  auf 

(pqf-f=  C,i)S  +  öfljj^y^  -h<^t'  W 

wo  c,  Cg  C3  gewisse  Constante  sind,  die  wir  nun  berechnen  wollen. 

235.  Berechnung  der  Cocfßäentett  der  Gleichung  (4).  Zu  dem 
Zwecke  gehen  wir  wiederum  von  der  typischen  Darstellung  der  Co- 
variante  j  aus,  [Vergl.  Nr.  232,  (I).]  Da  aber  j  nach  Voranssetzang 
einen  linearen  Doppelfactor  besitzt,  und  demnach  ihre  Discriminante 
C=  (t,  t)*  =  0  ist,  so  reducirt  sich  dieselbe  auf 

B'i-'5'(*  +  |i*«). 
Setzen  wir  also 

s-«  +  |b»,  (6) 

30  hat  man: 

TP-j^iC-Q,  (5a) 

nnd 

(«s)-|D(««)_-|B.Ji.  (5b) 

Die  Gleichung  (4)  geht  also  Qber  in 

oder 

(«(./'/■=  "i*"  +  5c,<»V  +  C3(.\  (6) 
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Die  Beredinung  der  CoefBcienteD  d  bewerkstelligt  man  nun  genau 
in  derselben  Weise  wie  im  allgemeineren  Falle  Nr.  233.  Wir  bilden 
die  fünften  Ueberschiebungen  dieser  Gleichung  (6)  Qber  a^,  f^*^,  a' j", 
und  erhalten  dadurch  drei  Gleichungen  znr  Bestimmung  der  Grössen  «V- 
Es  ergiebt  sich  nSmlich  dadurch,  wenn  wir  einen  Augenblick  den 
Factor  (6^y  mit  m-Ii^  bezeichnen  [siehe  Gleichung  (5b)]: 

If-m-  (a«)»  -  c,  («.)>  +  l,c,  (Sa)'  Cp")  +  -i  ((>«/■  | 

If-m-(a<,Y(ai)  -  5«,(««)'(pd)  +  ei(p«)'(p*)     ■  (G») 

If.m-(aa)'(alf-  »,(<.«)■((.«)'! 

Nun  igt  gemäss  den  Relationen  (IV)  nnd  (V)  in  Nr.  230 

(<!«)' iE,  (7) 

(anYiaS)  —       )»B. 
Um  aber  (/,  a'S'Y  zn  bereclinen,  benutzen  wir  am  einfacbeten 
die  Relation  ä'  —  Pt  —  ^^  (vergl.  Nr.  222),  oder  weil  C=0,   die 
Relation: 

d'  —  P«. 
Dann  wird: 

(»<.)'(od)'  -  (/■,  -'P'f  -  n{f,  'f,  «=)', 

-  P((-  •■«  -2  jj),  «")'  [«rgl.  Nr.  225,  (1)] 
-\tä  (—  j,  «>)'  -\fä{-(j,«),^'    [Nr.  224,  (2)] 

-  \  AP(»,  «)'  -  I  AFE, 

oder,  weil  für  C—0  die  Invariante  P  — |  jlB' wird[vgl.Nr.226,(0)J: 
(o«)>(<.c!)»  =  |  A'B'Ü.  (9) 

Anderntheila  ist: 

(««)_-«,  (,») B,  (,*)_  + |b.b. 

Demnach  eichen  eich  durch  Eintragen  dieser  Werthe  aus    den 
Gleichnngen  (6a)  die  folgenden  Gleichungen: 

m.^.B«     +'gB-r, -|-|£.ft,    .  ^10) 

Hieraus  findet  sich  zunächst 


cbyGoogIc 


Indem  man  alsdann  fi  nnd  A  durch  ibre  Werthe  (Nr.  330)  in  A 
und  j?  ersetzt,  findet  man  ferner 

c,  =  €,  =  --.m-  n. 

Die  typische  Darstellung  der  Form  f  wird  demnach  tOt  C  =  0 
6R«  ■/"—  BS^  +  bBÖ*(/  —  AA^^".  (U) 

Setzen  wir/'''" 0,  so  haben  wir  in  dieser  Darstellung  die  „Bring'sche" 
Normalform  der  Gleichung  fünften  Grades.     Durch  die  Snbstitutioiien 

geht  sie  in  die  Ton  Hermite  benutzte  Gestalt  über 

Sobald  also  C'=^0,  lässt  sich  immer  eine  lineare  Transformation 
angeben,  wodurch   die  allgemeine   Gleiehnng  fünften  Grades  in  diese 

Normalform  mit  dem  einzigen  Parameter  X  ^  — r^  Bbergeht.    Da- 

hyz 
gegen  kann  die  allgemeine  GleichoDg  fOnften  Grades   nur  durch  eine 
Transformation  vierten  Grades  in  diese  Normalform  gebracht  werden. 

236.  'Bed^u.inmg  der  Bdation  C=0.  Es  ist  interessant,  die  Be- 
deutung der  Relation  C  ^  0  für  das  Formensystetaa  noch  weiter  zu 
untersuchen.  Man  findet  alsdann  insbesondere  zweierlei:  1)  Die  Go- 
varianten  j  und  i  besitzen,  sobald  (7  =  0,  einen  gemeinsames  linearen 
Factor,  oder  mit  andern  Worten:  die  Invariante  G  ist  bis  auf  einen 
Zahlen&ctor  gleich  der  Resultante  von  j  und  ij  2)  dieser  gemeinsame 
Factor  von  i  und  j  ist  nichts  anderes  als  die  oben  eingeführte  lineare 
Covariante  ff. 

Indem  wir  die  diesbezOglichen  Untersuchungen  hier  anfügen,  ver- 
folgen wir  einen  doppelten  Zweck:  einmal  an  einem  Beispiel  zu  zeigen, 
wie  durch  symbolische  Rechnung  die  Resultante  zweier  Covarianten 
abgeleitet  wird,  dann  aber  auch,  um  durch  die  sich  ergebendrai  Re- 
sultate ein  neues  Licht  auf  das  Wesen  der  Bring'schen  Normalform 
KU  werfen. 

Wir  beginnen  damit,  die  Resultante  von  j  und  i  zu  berechnen. 

Angenommen,  die  beiden  linearen  Factoren  der  quadratischen 
Form  i  seien 


sie  besitze  also  die  Wurzeln  J[  =  — ~  =  r,  Ij"«  — —  =  s\  dann  ist, 
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von  einem  Zablenfactor  abgeseheD,  die  Resultante  von  j{x)  und  i{x) 
bekanntlich  dargestellt  ilurcb  (vergl.  aucb  Bd.  I  Nr,   168) 

-0>)'0"»)"lüj')(")  +  (;»)0>)l 

-  0>)'0"s)' («')(")  +  0>)'ü''-)(j'>)'ö») 

-  0>)  0'»)  Ui)  (")  I  ü/)  (")  +  0»)  ü'0 1  +  OV)'  0"')  0"»)'0») 

+  0>)'Os)0»)'ü>)- 

Der  erste  Term  recbts  zerfallt  in  die  Factoren 

(rif 2(i,  ••)«-- 24 

und 

OjTüOO's)  -  (»,  ")•  -  (.,  0-  -  B. 

Der  zweite  Term  verschwindet  identisch,  da  er  durch  Vertanechung 
von  j  mit  /  nur  sein  Zeichen  ändert;  der  dritte  Term  endlich  zer- 
fallt wiederum  in  die  beiden  Factoreu 

o>)'o»)-ü,  r^-ry-a,  i'y-Ki.  >i, ') 

--(»,  r)_-(«0, 
und 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  der   einzelnen  Glieder  erhalten  wir 
Rj,,=  -2AB-\-(ar)(as) 
=  —  2AB-\-((^,iy 
=  —  2AB  +  M, 
oder  endlich,  weil  M=2ÄB  —  3C: 

JJ,_,=  -3a  (1) 

Die  Resultante  von  j  und  i  stimmt  also  in  der  That  mit  der 
Invariante  C  bis  auf  einen  nuraeriachen  Factor  Oberein. 

237.  Beredmung  des  gemeinsamen  Factors.  Nehmen  wir  nun  an, 
die  Invariante  0  verschwinde,  und  der  gemeinsame  lineare  Factor  von 
j  und  i  sei  r^,  dann  können  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  diesen  ge- 
meinsamen Factor,  der  sich  bekanntlich  auf  rationalem  Wege  be- 
rechnen läset,  durch  die  linearen  Covarianten  des  Systemes  auszudrücken. 
Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  gehen  wir  von  der  Form  aus 

welche  sich  fQr  den  Fall,  dass  r  oder  s  der  gemeinschaftliche  Factor 
ist,  wegen  (jry  =  0,  resp.  (js)'  =  0  auf  den  Cubue  dieses  gemein- 
schaftliches Factors  reducirt     Nun  ist  aber 
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-(")iljl(")'+SO>)0-s)r.».l 
-  Uirsf  +  i(.i'r){js)i.r.s.\{rB). 
Der   Factor  (rs)  ist   eine  tod  null   rerschiedene   Constante;   der 
erste  Term  in  der  Klammer  hat  den  Werth   =■  —  2A  -j,   der  zweite 
Terra  den  Werth  30',  »)'  •  t  —  —  3a  - 1.    Also  wird 

F=Conat  {  — 2j1j  — 3«i), 
oder,  wenn  wir  den  Factor  3  herausziehen  and  mit  der  CoustEmten 
vereinigen : 

d.  i.  wegen  Nr.  225,  (1) 

=  ConBt(/',  t)*. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

„Besitzen  j  und  t  einen  gemeinsamen  Factor,  ist  also  C=  0, 
so  ist  die   zweite  Ueberschiebung  von  f  und  t  proportional 
dem  Cubns  dieses  gemeinsamen  Factors." 
Schiebt  man  diesen  Cubus  (Z',  %)*  zweimal  fiber  irgend  eine  be- 
liebige  Form   zweiten  Grades,   so   erhält  man  den  gemeinBchaEUichen 
Factor  linear.     Wir  wählen  hiezu  die  Form  i  und  erhalten 

(CA  *)*,  ^Y  =  Oonsi  (-  I  Aj  -  «i,  r)*; 
nach  der  Theorie  der  cubischen  Formen  aber  ist  (j,  t)'  ^  0;  demnach 
wird ,  unter  Yemachläsaignng  der  Gr&sse :    —  -^  ■  Const , 

((/■,  ');  ')•  -  +8(«i,  «)'  -  ((•■«)■«  +  2(«)(«')« 
-S-«  +  2(«)|(.-.)«.-(i«)T.l 

—  ü-ii  +  2{tt)«o  -  2(i.)(i«)t. 

—  3B.«  +  2{i,  (i«)ij 

—  3i)o  +  2(t,  W  — +  3B-n  +  2*, 
ilso  wegen  Nr.  236,  (6) 

((/■,')',•)' -TP- 
Es  ei^ebt  sich  daher; 

„Ist  0  =  0,  so  ist  die  lineare  Covariante  ff  der  gemeinBchafl- 
liche  Factor  tod  j  und  i,  und  die  Gleichung  fünften  Grades 
geht  durch  die  Substitution  x^  ^  q,  x^^  9  in  die  Bring'sche 
Nonualform  über." 
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238.  TypiseAe  Darsteüung  der  Form  ßnftm  Grades  ßr  B  =  0. 
Unter  den  rerBchiedeueu  Normalformen  der  Gleichnng  fQuften  Grades 
beansprucht  neben  der  Bring'sclien  Normalfonu  auch  noch  eine 
von  Brioschi  herrührende  ein  herrorragendes  Interesse.  Auf  diese 
Brioachi'sche  Normalform  wird  man  direcb  geführt,  sobald  man  die 
typische  DarBtellong  einer  solchen  Form  /'unternimmt,  deren  Invariante 
B  identisch  verschwindet  Man  hat  nur  statt  der  früher  benutzten 
linearen  Govarianten  a  und  ß,  resp.  ä  und  p  in  diesem  Falle  die 
Formen  «  und  y  fDr  diti  betreffende  typische  Darstellung  zu  Grunde 
zu  l^en.  Wir  wollen  im  Folgenden  diese  Normalform  von  f  =m  a% 
fKr  den  Fall  £  =  0  entwickeln,  müssen  aber  zu  dem  Zwecke  zunächst 
die  Ueberschiebung  (/*,  y)  durch  andere  Formen  des  Systemes  dar- 
stellen, um  alsdann  in  einfacher  Weise  die  typischen  Coef&cient«n 

(/■,  «•)>,  (/■,  oV)',  (/■,  «W>  (/■,  «V)',  (/-,  «/)',  (/■,  f)' 

berechnen  zu  können.  ' 

239.  Hilfssatz  für  die  typische  Darstellung  von  /'  iUr  B  =^0.  Wir 
behaupten:  Die  lineare  Ueberschiebung  (/",  y)  läs^t  sich  in  der  Form 
darstellen 

{f,r)-'\^'  +  i>-(f,jy.  (1) 

Man  erkeont  schon  aus  dieser  Relation  deren  Tragweite.  Denn 
für  B  =  0  reducirt  sich  die  rechte  Seite  auf  dns  Quadrat  der  Form  t, 
und  alle  typischen  Coefficienten  —  von  dem  bereits  bekannten  (/",  k")^ 
abgesehen  —  ergeben  sich  dann  durch  Ueberschiebung  dieser  Form  c 
über  Potenzen  von  linearen  Formen*). 

Um  diese  Relation  (I)  su  beweisen,  schreiben  wir  sie  zunächst 
in  der  Form 

(f,y)-'l--''  +  B-(f,jy 

und  formen  nun  jede  tieite  dieser  Gleichung  durch  symbolische  Rechnung 
geeignet  um. 

Wir  erhalteu  dann  für  die  linke  Seite,  da  nach  der  Theorie  der 
cubischen  Formen  {j,  (j,  t))  •=  — ^  =  OMO'^)jli,*= 

(/■.  r)  -  2  =  («y)  <  +  ü'r)  Ur)Jie 

*)  Man  kann  (/*,  y)  als  Tolare  f  für  y  —  y  betrachten.  Im  Falle  £  =  0 
besitEl  also  die  betreBe&de  Foim  f  eine  erste  Polure,  die  ein  volle«  Quadrat  igt. 
Umgekehrt:  Weias  man  von  einer  Form  fOnftcn  Grades,  dasa  sie  eine  erste  Polare 
besitzt,  die  ein  volles  Quadrat  Ist,  ao  ist  für  diese  Form  B  =  0,  nnd  diese  Polare 
ist  mit  If,  y)  identiacb. 
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(2) 


und,  wenn  wir  im  ersten  Gliede  y  durch  (Ta)rjOder  wegen  «,=  —  iji)*}i 
durch  —  ij^^(yj)^x  ersetzen  und  im  zweiten  Gliede  an  Stelle  von  j'^ 
das  gleichwerthige  Symbol  — {aifa\  einfahren: 

«ier 

(/',>')  —  ^  —  «■  (»')  0'')  U; ,  (« ')' 

Für  die  rechte  Seite  dagegen  erhalten  wir  ( 

B  ■  (/■,  ff  +  <•-  (.«)■  •  (aj)'«;i  + .;  ■  (ji7Jj: 

-  <''.J.i('")(.'j)  +  ü»)(«i))'  -»;•(«'■)' («j)'j>.- 

Ersetzen  wir  im  zweiten  Term  rechts  (ai)jx  dnrch  (aj)  tr+(jO''»j 
dann  reducirt  sich  derselbe  wegen  (oj)''a*  =  0  anf  t^-(a()(ajy(Ji)al. 
Wenn  wir  also  darin  («j)ti!  durch  {'tj)<ii  —  (rffl)j,  ersetzen,  so  geht 
die  letzte  Gleichung  ober  in: 
B-(r,ff+r'-ali.-i{at){ij)+(jT)(ai)\'-(m-)Ui)all(t])a^-  (mV.)'. 

Nun  ist  (J,  t)*  =  0,  also  yerschwindet  im  ersten  Binom  rechts 
das  dritte,  im  zweiten  Binom  das  erste  Glied,  während  sich  die  beiden 
mittleren  Glieder  gegenseitig  aufheben.     Es  bleibt  demnach: 

B-(f,  ff +''-  <i'J,  ■  («')■(«■  -  («Oü')«=  •  ('"TP. . 

oder 


B-(r,j)'  +  T'-«i('.t) 

«.J,.  ("Oü")  i 

1  f.,  üo-  r 

(3) 

so    er- 

halten  wir: 

s  ■  (1,  ff  +  ^'  -  a,  >■)  - «:  (««)■  "j. ,  (-■)  o'.-) 

ii.    iji)' 

-"''.(•") d')  «;,  ("•)' 

i'..  Uff 

—  o«-       {äff,       a'^,      (a!f 

(o.)O'.),  a,i.,{a!){j!) 

, 

0,         ß,,      (Jff 

oder  wegen  0^(j,zy  =  (jffj^ 

B(/-,3r+i '■-(/■,  >•)-»; 

{(•')',     <■,',     («O' 

(ot)öt),  O.J»,  (»OOO 

(4) 

ü')'.     Jj,     (J'T 
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Die  DetenoiDUite  rechts  veracliwiDclet  aber  identisch ;  denn  sie 
ist  durch  Mnltiplication  der  beiden  Determinanten 

entstanden.     Die  erste  dieser  Determinanten  besitzt  den  Werth  (vergl. 
Bd.  I  Nr.  40,  Anmerkung) 

T,  ■  (ri)  ■  4, 
die  zweite  besitzt  den  Werth: 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (4)  geht  also  über  in 

und  diese  Grösse  ist  null,  da  der  eine  Factor  {ajfa^  ^  (f,  j}^  identisch 
verschwindet     Also  hat  man: 

B-(.f,i)'  +  ^T'-(.f,t) 
wie  oben  behauptet  war. 

240.  Berechnung  äer  typischen  Coefßcienten,  wenn  H  •=0.  Die 
typische  Darstellung  der  Form  f=al  für  B  =  0  ergiebt  sich  nun, 
indem  wir  die  Identität: 

(ay)  a,  =  (ay)  «,  —  (aa)  y^ 
auf  die  fünfte  Potenz  erbeben,  und  die  typischen  Goef&cienten  alsdann 
in    Function    der    Fund amentalin Varianten    darstellen,      Zn    letzterem 
Zwecke  berücksichtigen  wir,  dass  wegen  li^^ü  folgende  Beziehungen 
bestehen: 

(/•.r)-!'',   («,«)'--(«)-)- -W-^/l^l    Nr.  221 


ft  o)«-.]lf— -3C  J         Nr.  226 

(r,  y)  =  (t'j  (r,  «))  =  —  ^  '  *     (Identitätsaate) 

(»,  r")'  -  ((',  r),  )•)  -  -  f  («f)  -  J  ■  Jf  -  ~^-      [n«ct  (3)J 
(»)■)('«)- -f(«,«)-0    [nach  (3)] 

l y  4".    (uadi  Nr.  230) 

Dann  erhalten  wir  der  Reihe  nach  folgende  Gleichungen: 
(oo)>  —  XR~:—\A'-n  (yergl.  Nr. 
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(«»)■  («,)■  _  ((/■,  r),  a'r)'  - 1-  (t-,  «V)  -  ;  ('")'  ■  (')■)  (.»)  -  0 

-  I  •  i|("')'(»'l')'+4(»>')(")(«V)(.'«)  +  (r-.)'(rV)-)) 

-  1  I  [(»«)  ('»  -  (')•)  (•■«)]■  +  6(.y)  (.»)■(!»  (r«)  ] 

Tragen  wir  die  soeben  beredioetea  Wertbe  der  typischen  Coeffi- 
cienten  ia  die  Gleichung 

(ayy-al  =  {a^(ay)  —  yjaa}]" 
ein,  ao  erhalten  wir: 


BiTidireQ  wir  diese  Gleichung  mit  A^C^  nnd  setzen 
t  kommt  endlich  nach  leichter  Reduction:  , — -- 


10f  +  45i-— ^^.B. 

Die  Form  fünften  Grades  erscheint  biemit  abermals  in  einer 
Normalform,  die  nur  einen  Parameter  besitzt,  und  diese  Normalform 
wird  die  Brioschi'echc  genannt.  Eine  ganz  elementare  Methode, 
die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  durch  eine  Tschimhaus- 
trausformation  in  die  Brioschi'sche  Form  zu  bringen,  bat  Gordau 
uenerdings  in  den  Math.  Ann.  Bd.  XXVlll  publicirt. 

§  25.    Die  Dlaoriminante  luid  die  AnflÖHong  der  Qleiohniig 
fSnIten  Orades. 

241.  Erste  Dm^sieUung  der  Discriminante  dwvh  die  I\aidantental- 
invarianten.  Aus  der  in  Nr.  235,  (11)  gegebenen  Darstellung  der  Form 
f  lässt  sich  unmittelbar  der  Werth  der  Discriminante  ^  von  f  er- 
scblieesen.  Die  Discriminante  mnss  nämlich  als  ßesultante  von  ^ 
und  3^  Tom  Grade  8  in  den  Goefßcienten  sein;   deshalb  ksna  in  der 
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ganzen  und  rationalen  Fnnctton  von  Invarianten,  durch  welcte  sie 
sich  ausdrQcken  lassen  muss,  die  Invariante  C  zwölften  Grades  in 
den  Coefficienten  nicht  auftreten.  ^  ist  sonach  unabhängig  von  C 
und  ändert  aich  daher  nicht,  wenn  C=0  gesetzt  wird.  Die  Discriminante 
der  Form 

eii^f^  BS^  +  5Bä*p  -  44*/  =  0 

ist  also  auch  die  Discriminante  der  allgemeinen  Form.     Es  ist  aber 
|y  =  5(Bd*  +  4BdVI  =0 

Die  erste  der  beiden  Gleichungen  liefert 
l 4. 

9 
Substituirt  man   diesen  Werth  in  die  zweite,  so  ergiebt  sich  als 
Resultat  der  Elimination  von  - : 

^  =  UB~  A\ 

242.  ZweUe  Darstellung  der  Discriminanie.  Wir  wollen  im  Folgen- 
den noch  eine  zweite  Methode  znr  Berechnung  der  Discriminante  geben, 
die  au  die  allgemeine  Form  Z"™  o|  anknüpft  und  auf  denselben  Grund- 
sätzen beruht,  wie  früher  die  Berechnung  der  Discriminante  einer 
Form  vierten  Grades. 

Wie  damals  nehmen  wir  wieder  au,  die  Form  f  besitze  einen 
linearen  Doppelfactor  p^ ,  sei  also  dai^eaiellt  durch 

WO  l  i^end  eine  cubische  Form  bedeute.  Indem  wir  uns  alsdann  die 
Fr^e  stellen,  aufweiche  luvariantenrelatioD  F{Ä,  B)  =  0  führt  diese 
Anni^me,  werden  wir  natorgemäss  auf  die  eine  gefQhrt,  deren  linlce 
Seite  wir  als  Discriminante  bezeichnen  müssen. 

Die  Beantwortung  der  Frage  lässt  sich  mannigfach  bewerkstelligen. 
Es  handelt  sieb  in  der  Hauptsache  darum,  die  Invarianten  Ä  und  B 
der  allgemeinen  Form  mit  dem  simultanen  System  unserer  Form  f 
und  p  in  Beziehung  zn  setzen.  Hiezn  liefern  uns  die  in  Kr.  99  aus 
der  Bedingung  f  =  ^  ■  l  abgeleiteten  GleichimgeQ  die  geeigneten 
MitteL     Wir  erhielten  damals: 

{apf  =  Q,    {apya^  =  Ö  (1) 

{apfal  =  k-p'  (2) 

(ahnapr}^^  =  \ii,p)-p%  (3) 
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wobei  Gleichung  (3)  aus  (aji)^az  =  0  dnrch  die  a.  a.  0,  angegebene 
Reihenentwicklung  entsteht;.  Man  könnte  nun  direct  aus  diesen 
Gleichungen  und  der  Voraussetzung  o*=|>»I  die  Formen  jl  =  (i,  i)*, 
JB  z=  (t,  i)*  zu  berechnen  suchen-,  dabei  würde  man  finden,  daas  beide 
Formen  A  und  B  sich  als  Functionen  ron  {ipf  und  (cp)^  darstellen 
lassen.  Indem  wir  daher  hier  von  Tomherein  nach  der  Bereclinung 
dieser  beiden  Grössen  streben,  gelangen  wir  auf  kürzerem  W^e  zum 
Ziele. 

Um  den  Wertb  von  (ipy  zu  ermitteln,  überscliieben  wir  (2)  zweimal 
über  /'  und  erhalten: 

(al,)>(aj,)'i;-J.(/-,p7, 

oder  durch  Comparation  mit  (3) 

(i,p)    I.--21.(/,rt'.  (4) 

Indem  wir  aber  diese  Gleichung  abermals  mit  p  Uberschieben, 
kommt: 

{i,py-if-eiif,p'); 

oder  endlich  wegen  (2) 

6  *•-(.»•.  (5) 

Zur  Berechnung  von  (rp)*  stellen  wir  zunächst  eine  Entwicklung  fflr 
das  Product  i-|i*  her,  indem  wir  die  Identität  (ai)j>i<«  (ajj) 6,  —  (bp)a, 
auf  die  vierte  Potenz  erheben,  und  nachträglich  mit  OiK  multipliciren. 
Dann  kommt  nach  eiufacher  ReJuction,  weil  {ap)*ax'=0: 

i  y*  -  -  »(»J-)'»!  ■  Op)I';  +  e(ap)'al  ■  (4p)'i»„ 
oder: 

j .  j,«  _  _  8  J j,' .  (/■,  y)  +  6  (/■,  rt' .  (f,  p-)' 
und  demnach  wegen  Gleichung  (4) 

ip'--Sip'-<f,p)  +  UiP'-(:ip)ihP,)i.i:-  (6) 

Das  symbolische  Product  2(ip)(t|Pt)*f 'i'  lässt  sich  mit  Hilfe 
des  Productsatzes  (vergl.  Nr.  11)  leicht  in  die  Form  12  iX-  —  Af^ 
bringen,  so  d^s  alsdann  die  Gleichung  (6)  die  Form  annimmt: 

Siif~.8l-(r,p)  +  ^,A^,  (7) 

wie  man  sieht,  eine  Gleichung  für  die  einzige  uns  noch  unbekannte 
Ueberschiebung  der  Form  f  über  p.  Ans  ihr  lässt  sich  zunächst 
{jiP)°™i — {f>'')'rP)  berechnen,  womit  der  erste  Schritt  zur  Dar- 
stellung von  {rpY  gemacht  ist,  da  ja  r«=(jij)''  ^^  überschieben 
Dämlich  (7)  zweimal  über  i  und  erhalten: 
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oder,  weil  oach  dem  Ideatitätssatze  das  mittlere  Glied  links  mit  2  A^ 
fibereiDBtimmt  nnd  (ipy  •=6X',  so  kommt: 

Si-(j,p)-^-A^-Si'-i.  (8) 

Ueberschiebt  man  aber  diese  Gleichung  zweimal  Dber  sich  selbst, 
80  erhalten  wir  nach  Division  mit  16  d^: 

iixpy^l^.A.  (9) 

Ueberschiebt  man  d^egen  Gleichung  (8)  zweimal  Über  t,  so 
kommt,  weil  nach  der  Theorie  der  cnbiachen  Formen  (J,  t)*  ver- 
schwindet: 

0=  l  A-{Tpy~8>.'-B, 
oder  wegen  (9) 

0  — ^*  — 64-ß.  (10) 

Wenn  also  f  einen  Doppelfactor  besitzt,  so  besteht  zwischen  A 
und  B  die  Relation  (10),  d.  h.  A^  —  64£  ist  die  Discriminante  von  f. 

343.  Auflöstmg  der  Gleichung  funfien  Grades.  Die  Auflösung  der 
Gleichung  fünften  Grades  ist  bekanntlich  durch  algebraische  Methoden 
allein  nicht  mehr  möglich.  Die  Grenze,  bis  zu  welcher  die  Algebra 
vorgehen  kann,  haben  wir  bereits  kennen  gelernt:  sie  ist  durch  die 
Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  in  eine  Form  mit  einem 
einzigen  Parameter  Z  gekennzeichnet  Dieselbe  kann  unter  anderm 
stets  nach  Klein  (vei^l.  „Vorlesungen  Ober  das  Ikosaeder"  §  10, 
Seite  3Ö2)  in  rationaler  Weise  auf  die  in  Nr.  192  erwähnte  Ikosaeder- 
gleichuug  ^j--™?  zuröckgeführt  werden,  deren  Wurzeln  £^  —  =#(9) 
sich  mit  Hilfe  elliptischer  Modulfunctionen  darstellen  lassen.  (Vei^L 
Klein:  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder"  §  7,  Seite  132.)  Wenn 
wir  uns  also  hier  mit  Auflösung  von  Gleichungen  fünften  Grades  be- 
schäftigen, so  müssen  wir  uns  auf  specielle  Fälle  beschränken,  bei 
welchen  vermöge  gewisser  luvariantenrelationen  die  Auflösung  sich 
ohne  transcendeiite  Methoden  bewerkstelligen  lässt.  Aus  der  grossen 
Mannigfaltigkeit  der  hier  gegebenen  Möglichkeiten  besprechen  wir 
hier  nur  einige  wichtige  Fälle.  Hieher  gehören  in  erster  Linie  die 
Formen  f,  fttr  welche  ü  —  0,  M^  0,  N^Q;  denn  während  für  B  —  0 
resp.  C-=0  nur  Beductdonen  der  Form  f  auf  gewisse,  besonders 
interessante  Normalformen  eintreten  und  die  Bedingung  ^  ■=  0  über- 
haupt keine  bemerkenswerthe  Tjpik  7.ur  Folge  hat,  zerßllt  für  ü=>0 
die  Form  f  rational  in  einen  linearen  und  einen  biquadratischen  Factor. 
Hieher  gehören  ferner  die  Fälle: 
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II)  «-=0,  und  eine  der  drei  Formen  A,  B,  C^O, 

III)  .  a=0,  5  =  0,  C=0,  ^,  =  0,  j^O, 

IV}  a'^0,  A=^B  =  C=0,j  =  0. 

244.  Erster  FaU.  Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  in  welchem 
die  Bchiefe  Invariante  verschwindet,  also  den  Fall 

R  =  0,   M^O,   N^O. 
Da  alle   Bchiefen  Invarianten   des  Systemes  R  zum  Factor  haben 
müssen,  so  verschwinden  dieselben  durchwegs. 
Solche  schiefe  Invarianten  sind  z.  B. 

{/■,«)»,  (/-,«'«',  (.f.'ß'f, 

ebenso 

{f,ry,  V,  }■'«•)',  (f,r«y- 

Wenn  wir  also  entweder 

oder 

««Cr«)  =  r^ioa)  —  a,(ay) 
anf  die  fünfte  Potenz  erheben,  so  verschwinden  stets  drei  Glieder  in 
der  binomischen  Entwicklung  rechts,  so  doss  wir  erhalten: 

/■■tf«)'-c,a-  +  a,«>/)'  +  ».«^', 
oder 

f.  (yaf  =  c,a5  +  fija»y*  +  c^ay*, 

wo  Ci  Cg  Cj,  <!  Cj  c,  wie  in  Nr.  335  zu  berechnen  sind,  {ßa)  ist  dabei 
gleich  M,  {ya)  <=  N\  da  diese  Invarianten  nicht  verschwinden,  so 
sind  die  rechten  Seiten  in  der  That  Entwicklungen  von  F.  Setzen 
wir  sie  gleich  null,  so  erhalten  wir  in  beiden  Fällen  von  vornherein 
eine  Wurzel  von  f,  nämlich  a,  =  0.  Der  andere  Factor  ist  dann 
eine  biquadratische  Gleichung,  die  sich  leicht  auf  eine  quadratische 
reduciren  lässt. 

245.  Zweiter  FaU.  Wir  nehmen  an,  dass  die  beiden  Invarianten 
M  und  N  verschwinden,  woraus  von  selbst  hervorgeht,  dass  auch  B 
null  wird  [vergL  Nr.  227,  (4)],  also  dass 

Jf  =  0,    iV— 0,    B  =  <i. 
Die  Invariante  C  sei  von  null  verschieden. 

Wenn  aber  M=  N=0,  dann  ist,  wie  wir  nun  beweisen  wollen, 
auch  a  =a  0,  und  folglich  existirt  in  diesem  Falle  überhaupt  keine 
lineare  Co  Variante. 

Nehmen  wir  zuiüchst  an,  a  wäre  von  null  Tersebieden.  Es 
ist  nun: 
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wir  y  durch  a,  so  kommt: 


Weil  aber 

(,„)>_  w_o, 

so  folgt: 

(i«)'— Jlf  — 0, 

(»,  «)-o, 

d.  h.  *  hat  den  Factor  a 

Da  nun  aber 

so  ist  auch 

f.ü-)--», 

[vergl.  Nr.  224,  (2)] 

0")'i  -  (0«WJ, «) (»>  ")  -  0. 

Daraus   folgt,    dass  j  den  linearen  Factor  a  mindestens   quadratisch 
besitzt,  dass  also,  wenn  q  irgend  ein  linearer  Factor 

.  J  =  a*  ■  P, 

nud  folglich  (vergl.  Nr.  154) 

T  =  «*  •  c, 
wo  c  eine  Gonstante  ist. 

Erinnern  wir  uns  nun,  dass  [vergl.  Nr.  230,  (U)  und  225,  (1)] 
-      (f,  a')'  =  A-(f,  r)'  +  Bj  +  I  « T,  (12) 

folglich  (f,  a'y  =  Äe.{f,  a'f  +  Ba»^  +  ^ca'; 

und  bedenken  wir  ferner ,  daaa 

o-(/-,jr-(/-,  (.«')■-((/■, »'),(.), 

so  folgt,  wenn  wir  (10)  dreimal  Qber  q  schieben: 

((/■,  «'),  P')'  -  ^c  ((/■,  a')',  tr  +  Bl,a'i,,  (,')-  +  I  c(«(,)'. 
Nun  ist  aber  (a'p,  9')^  ■»  0,  und  wegen 

((/■,"'),(>)- 0 

sowohl   das   Glied   links  als  auch   das   erste  Glied   rechts  gleich  null; 
es  bleibt  also  noch 

^""'■=°' 

folglich 

-      j=:c,a'. 
Da  aber  auch  i  den  Factor  u  besitzen  muss  w^en 

■K- (•■")■ -0, 
so  ist  auch 

C?,  t)*  = a  =.  0, 

was  der  Voraussetzung  widerspricht 

Die  Bedingung  j!f.=  0,  Jf=—0  fßhrt  also  stets  «  =  0  mit  sich, 
wie  umgekehrt  aus  «r  ^  0  auch  sofort  das  Verschwinden  von  M  und 
N  sich  ei^ebt 
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246.  Wir  nelimen  also  an,  die  lineare  Covariante  a  verschwinde, 
docli  von  den  drei  fundamentalen  Invarianten  A,  B,  C  sei  wenigstens 
eine  von  nnll  verschieden. 

Wegen  a  =  0  ist  zanächst 

#  =  —  0',  «)  =  0- 
und  daher  [vergl.  Nr.  227,  (1)] 

2(»,  i)  —  Ar-  Bi  =  0. 
Es  ist  sonacli  r  proportional  der  Covanaote  ».    Und  da  nnn 

(/■,  «)  =.  2  ((/•,  Sf,  i)  -  0,  [vergl  Nr.  230,  (I)] 
so  muss,  so  lange  A  =  {i,  t)*  ^  0,  (^  j)'  eine  Potenz  von  i  sein,  d.  h. 
es  muss  die  Relation  bestehen: 

oder  weil 

At  =  Bi, 
auch 

wo  c,  eine  Constante. 

Schiebt  man  diese  Relation  einmal  über  j,  so  erhält  man,  da  die 
beiden  Glieder  der  ersten  Polare  von  (aj)*a^^^  einander  gleich  sein 
müssen  —   ihre  Differenz  hat  den  Factor  (aj)*  — 

(»j)'Oä)«:j!. -«,(«',» -«,'■(«,*  (13) 

YertaoBcht  man  links  j  mit  j,  und  nimmt  die  halbe  Summe,  so 
kommt: 

=  -2-<0'j,)'(«i).7i,  +  a  «tOV,)*W,)i^- 
Beide  Glieder   sind   aber  ein  und  dasselbe  symbolische  Product, 
welches  nichts  anderes  darstellt,   als   die   Functionaldeterminante  von 
f  und  t  ■=  (iji)'iijii-     Wir  haben  also: 

und  folglich  lässt  sich  Gleichung  (13)  in  der  Form  schreiben: 

(/■,T)  +  r.t(i,t)-0, 
oder  (/■+  c,  tj,  t)  =■  0. 

Es  mOsste  also,  da  ^""T'*  '"^  °""  verschieden  ist  und  keine 
zwei  gleichen  Faetoren  besitzt,  /"  +  c,  tj  eine  Potenz  von  x  sein. 
Dies  ist  aber  unmöglich,  da  f  und  j  ungeraden  Grades.  Daher  bleibt  nur 

/■+C,TJ-=0, 
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d.  h,,  wenn  die  lineare  Covariante  a  verschwindet,  aber  nicht  alle 
fimdamentalen  luyarianten,  so  zerfällt  die  Form  fünften  Qrades  in  ihre 
Covariante  j  nnd  deren  Hesae'sche  t: 

247.  Dritter  Fall.  Wir  nehmen  nun  an,  das8  neben  a  =  0  auch 
die  Invarianten  B  nnd  C  verscbwinden  mögen,  während  die  Invariante 
A  noch  willkürlich  sei. 

Aus  der  Relation  [vgl.  Nr.  230  (II)] 

{/•-  «O'  -  1 «»  -  AU  +  (b-1  A*)j 
folgt  alsdann  fflr  «  — =  0  die  Beziehung: 

Daraus  ergiebt  sich,  dasa  entweder  Ä  oder  j  verschwinden  mnss. 
Nehmen  wir  an 

(1)  j^O,    ^-0. 

Dann  ist  einmal  {f,  t)*  =  0,  weil  ja  nach  Nr.  225: 

(/■,')' i'-^Äj,  (1) 

und  ebenso  [vgl.  Nr.  245  (H)]: 

•^rj-.^ij  — 0,  (2) 

i^  &  mm:  —  (jj  a)  ■=  0.     Ersetzen  wir  in  {2}  y  dnrvh  a,  so  kommt: 

(.(/-,  r)' -»■(/■,  i)'-0, 
also  wegen  (f,  t)*  —  0 

••(/■,  »r-o- -,■■.. 

Da  j  von  null  verschieden  sein  soll,  so  folgt  daraus 

T  =  0, 

Am  h.  aber,  die  Oovariante  j  ist  ein  reiner  Gubus: 
Und  weil  nun  in  jedem  Falle: 

(.r,if-o, 

so  ist  nunmehr 

(ap)'oj  =0, 
and  daraus  erkennt  man,  dass  f  den  Factor  p  dreimal  enthält.    Wenn    . 
also:  «  -=  0,  B  =  0,  0=0,  A==0  und  j  ^  0,  dann  ist 

wo  l  quadratische  Form  ist. 

248.  Setzen  wir  nun  aber  voraus,  dass 

(2)  ^^0,   j  =  0; 

IS 
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daim  besitzt  zunäcIiBt  i  wegen  A^-  Äu^O  zwei  verschiedene  lineare 
Factoren 

i=  Q-a. 

Aber  ans: 

-j-{f,i)'-(.<'f)(i>')<'',-'> 
folgt,  dasB  jedes  symbolische  Product  mit  dem  ßeducenten 

(a(.)(aff) 
verscbwindet    Wenn  mau  daher  die  Identität 

a,(^a)  =  9t(ao)  —  ö,(ap) 
auf  die  fQiifle  Potenz  erhebt,  so   redacirt  sich  die  binomische  Eut^ 
wicklnng  rechts  atif  ihr  erstes  und  letztes  Glied,  und  wir  erhalten 

d.  ii,  f  iet  in  diesem  Falle  eine  binomische  Gleichong. 

249.  Vierter  FäU.  Nehmen  wir  endlich  an,  dass  neben  «  <»  0, 
B  =  0,  C=0  auch 

(3)  >  =  0    und    ^  =  0 

sei,  dann  ist  zunächst  i  ein  voUes  Quadrat,  also 

nnd  weil  ~i  ^  (A  »/ "^  (**?)*'*«  °=  ^j 

80  mues  f  den  linearen  Factor  ^  viermal  enthalten.    Daraus  gebt  aber 

amgebehrt  hervor,  dass  i  selbst  verschwinden  muss.     Denn  es  ist 

pJ{oi)*o,6,—  |Ä,{öp)-o,(6(»)}*o^&,.  (1)  • 

Der  Ausdruck  rechts  verschwindet  aber  wegen  der  Rednceuten 

(»f)',  IM', 

und  folglich  auch 

Wenn  also  a  =  0,  B  —  C=*  A  =  0,  und  j  =  0,   dann   verschwindet 
auch  t. 

Fragen  wir  nns  mm  aber  umgekehrt,  welche  Eigenschaft  besitzt 
/*,  wenn  i  verschwindet,  so  geht  ans  dieser  einen  Bedingung  zu- 
nächst das  Verschwinden  aller  Invarianten  hervor,  so  dass  f  jedenfalls 
mindestens  einen  quadratischen  Factor  besitzt,  den  wir  mit  ^  be- 
zeichnen wollen.    Bilden  wir  nun: 

t'MYMOn)-  {».(«rt-o.Csrtl'Cop»*»).         (2) 

SO  ist  der  Ausdruck  links  gleich  dem  Product  q*  •  (t,  p^)^  <=  0.    Die  rechte 
Seit«  reducirt  sich  aber  wegen  {a(f)*ag  •=  (hofb^  =  0  auf 
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d-h-f  enthält  q  cnbisch.  Aus  diesem  Grunde  erhalten  wir  aus  der  Identität 

o_p;-(ai)'(M». -!'.(»<>)- ».(»rtl'M«. 

die  Beziehung:  (op)'a2  =  0,  (4) 

welche  lehrt,  dass  f  den  Factor  q  viermal  besitzt.  Yerschwiudet  also 
die  Form  (/,  f)*  identisch,  so  reducirt  sich  f  auf  gi  ■  Ox,  wo  ^  und  0 
lineare  Formen  sind,  ein  Resultat,  das  wir  schon  in  der  allgemeinen 
Untersuchung  §  19  erhalten  haben. 

§  36.    Das  FoTmeiis7Bt«m  der  Fozm  geohstBn  Qiades  f^a^. 

250.  Aufstellung  der  Systeme  (A"!)  und  (£''■>).  Wie  bei  der  Form 
fßnften  Grades,  so  ist  auch  hier  das  System  (AC')  dnrch  f'^o^,  das 
System  (^f"')  durch  {fy  f)*  =  {flh)*a^h*  dargestellt,  und  man  zeigt 
wie  dort,  dass  das  aus  beiden  durch  Üeberschiebung  entstehende 
System  {A.^^^)  nur  die  drei  Formen  enthält: 

f,  v.f)',  ((f,f)',n- 

Dieses  System  (X"')  ist  relativ  ToUständig  mod.  (aby.  Wir  über- 
schieben  dasselbe  mit  dem  Bildsystem  resp.  wirklichen  System  (-B''*) 
der  Form: 

}c^(f^f)*  =  {ab)*albl. 

Da  diese  Form  k  vierten  Grades  ist,  so  ist  ihr  System  bereits  bekannt 
Es  besteht  aus  den  fünf  Formen: 

k,  (i,  Ä)»,  ((jfc,  k)*,  k),  H  =  B,  jt  —  C, 
und  ist  relativ   vollständig  mod.  {aiy.     Die  beiden  Formen  u  und  ji 
sind  Invarianten  und  als  solche  an  der  Üeberschiebung  nicht  betheiligt 
Das  vollständige  Formensystem  (4'*')  von  f  besteht  demnach  aus  den 
durch  Üeberschiebung  der  Covarianten 

f,  (f,  n,  v.f,  f)',  n 

eher  die  Covarianten 

k,   (Ä,  Ä)»,-  ((Ä,  ky,  k) 
sich  ergebenden  Formen,  zu  welchen   ausserdem  die   drei  Invarianten 

A  =  if,  ff,   B  =  (k,  ky,   C  =-  {{k,  ky,  ky 
hinzutreten. 

251.  Methode  der  Uäterseki^wng  beider  Systmie.  Es  ist  nun  vor- 
theilhaft,  diesen  Ueberschiebangeprocess  nicht  direct  auf  dem  allge- 
meinen Wege  vorzunehmen ,  wie  ihn  die  aus  je  drei  Formen  bestehenden 
Systeme  dictiren  würden.  Vielmehr  bietet  die  folgende  Methode  wesent* 
liehe  Vereinfachungen.  Denken  wir  uns  das  volle  System  von  f  ge- 
bildet, 80  können  wir  die  symbolischen  Prodncte,  durch  welche  die 
Formen  des  Systemes  dai^estellt  sind,  in  zwei  Klassen  tlieilen. 

18* 
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Bei  den  Faltungen,  welche  die  Ueberschiebungen  d«s  Systemea 
(^l»))  über  das  System  (B^^')  voraclireiben,  entstehen  nämlich  nur 
Klammerfactoren  Tom  Typus  (ah).  Alle  sich  so  ergebenden  Fonuen 
des  Systemes  werden  demnach  mindestens  die  erste  und  bSchstene 
die  vierte  Potenz  dieses  Elammerfactors  (ak)  =  (bh,)  =  (ck,)  etc.  ent- 
halteo.  Fassen  wir  nou  alle  Formen  zusammen,  welche  die  hSchste 
Potenz  (ak)*  enthalten,  so  kann  mau  sich  dieselben  entstanden  denken 
dorch  UeberschiebuDg  mit  der  Form 

l  ^  (ah)*  o* , 

während  sämmtliche  Formen,  welche  die  drei  ersten  Poteuzen  dieses 
Factors  enthalten,  fElr  sich  ein  modulo  (ak)*  relatiy  vollständiges  System 
S  bilden.  Dieses  System  S  suchen  wir  zuerst  zu  ermitteln;  indem  wir 
dasselbe  alsdann  mit  der  Form  l  Qberschieben,  erhalten  wir  das  volle 
System  (4"')  der  Form  /. 

Auf  diese  Weise  ist  die  Arbeit  getheilt  in  zwei  übersichtlichere 
und  einfachere  Aufgaben,  einmal  weil  das  mod.  (ak)*  relativ  vollständige 
System  viel  kleiner  ist  als  das  gesammte  System,  dann  aber  auch, 
weil  die  ueberschiebungen  über  eine  quadratische  Form  l  leicht 
discntirbar  sind. 

252.  ÄufsteUung  der  Beducenten;  erster  Eeducmt  (ab)'.  Ehe  wir 
jedoch  die  erste  Aufgabe  in  Angriff  nehmen,  das  System  8  zu  er- 
mitteln, wollen  wir  versuchen,  uns  über  die  Beducenten,  sei  es  nun 
des  Systemes  8,  oder  sei  es  des  vollen  Systemes  (A^')  za  orientiren. 
Dabei  erinnere  ich,  dass  ein  Klammerfactorenproduct  als  Reducent 
bezeichnet  wird,  sobald  das  aus  ihm  allein  construirte  Stanimproduct, 
sowie  alle  daraus  durch  Faltung  entstehenden  redncibel  sind.  (Yergl. 
Nr.  124  und  144.) 

So  ist  (ah)'  Reducent,  Denn  das  Stammproduct  (abya'b^  ist 
reducibel,  weil  es  verschwindet,  und  die  ans  ihm  durch  Faltung  her 
vorgehenden  von  null  verschiedenen  Formen 

i  — (a6)*o»^,    A  =  (ab)' 
siud  bekannte  in  das  System  (.i'*')  bereits  aufgenommene  Formen. 

353.  Zweiter  Sedwceni  (ak)'.  Aus  diesem  Redacenten  (altf  lässt 
sich  sofort  ein  zweiter  gewinnen.  Denn  ersetzen  wir  in  dem  sym- 
bolischen Product: 

(o6)»oJ6^6»  =  /^it,(yx) 

y  durch  c,  so  erhalten  wir: 

{abf{acy{hc)hl(l  =  (l-c)'c'Jl  =  (kafalk^. 
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Da  die  linke  Seite  verschwindet,  wie  man  durch  Vertauschuug 
von  b  mit  c  erkennt,  »u  ist  auch  das  Product: 

(oi)>»;t.-o -(/■,*)-,  ■    (1) 

d.  h.  reducibfll;  ans  ihm  entsteht  durch  Faltung  die  i^um  System  {A^*>) 
gehörige  Form 

l  =  (aifc)*o*; 

und  somit  ist  (aJcf  ßeducent. 

Besitzt  also  ein  aymboliachea  Product  den  Factor  {aby  oder  (aby, 
80  lässt  es  pich  im  ersten  Falle,  von  Prodncten  mit  dem  luvarianteu- 
factor  Ä  ganz  abgesehen,  auf  CTeberschiebungeii  mit  der  Form  k,  im 
zweiten  Falle  auf  Ueberschiebungen  mit  der  Form  l  reduciren.  Die 
irreduciblen  Formen  dieser  hei  den  Ueberschiehungsgruppen  werden 
wir  alehald  kennen  lernen. 

254.  Dritter  Redticent  (kiT),  Durch  Combiiiation  der  beiden  ße- 
duceDten  (aby  und  (aky  ergiebt  sich  ein  dritter.  Denn  die  Polaren- 
gUeder  {aby  (^  &i  und  {aky  a^  k,  ihrer  beiden  Stammproducte  lassen 
sich  in  die  Reihen  entwickeln 

(aS)>a;P,_|s^(ji)  +  J-.l(!,x)>  (1) 

(«t)><^i.-|-l,.(j,j).  (2) 

Ersetzt  man  in  (1)  y  durch  k,  in  (2)  aber  durch  6  und  vergleicht 
die  beiden  sich  so  ei^ebenden  Ueberschiebungsrelationen ,  so  kommt 
direct 

(/■,!)•- 2^  +  4  i,  (I) 

wobei  J  die  Hesse'sche  Form  von  k  ist  Wir  werden  später  die  Form 
(/",  ry,  wie  Oberhaupt  alle  Ueberschiebungen  von  f  mit  ft,  [p=l,  2, 3], 
in  das  System  (^'*')  aufnehmen.  Die  Covariante  ^  ist  dann  eine 
reducible  Form  vermöge  Gleichung  (I).  Daraus  folgt,  dass  drittens 
(kk")  Reducent  ist.     Denn 

(kk')ii^J'J>  =  0 

und  die  ans  diesem  Stammproduct  durch  Faltung  entstehenden  sind 
^  und  die  Invariante  .5.  Jedes  symbolische  Product  mit  dem  Factor 
(kk')  lässt  sich  also  reduciren  auf  solche,  die  entweder  die  Invarianten 
B  bezw.  A  zu  Factoren  haben,  oder  auf  Ueberschiebungen  mit  dem 
Factor  (aCy.  Die  letzteren  werden  wir  aber,  soweit  wir  nicht  noch 
deren  abermalige  Iteduction  zeigen,  im  System  vorfinden  und  somit 
ist  (kk')  Kedncent  auf  diese  Formen. 
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255.  Vierter  Beducent  (ab)*  {ah)'.  Einen  Tierten  Redacenten  ge- 
winnen wir  durch  folgende  Betrachtung.     Ea  ist  nach  Nr.  81  (VIII): 

(ahfa^alk^-  \  hiyx)  (wegen  (f,  Ä)»  =  0)  (1) 

und  nach  Nr.  83  (ES): 

(ab)alalbl=  J  (A /^^(y*)  +  ä*-(ya:)'.  (2) 

Ersetzen  wir  in  (1)  y  durch  6,  in  (2)  aber  durch  k,  so  kommt 
durch  Comparation  der  gleichen  rechten  Seiten: 

Es  ist  also  {{f,  f)*,  ky  eine  reducible  Form,  und  daraus  ei^ebt 
sich  (aVf{ahy  als  Keducent.    Denn  das  Stammproduct 

P=(ot)»(aJt)»o*&*Ä; 
ist  ein  Glied  der  üeberschiebung  {{f,  ff,  Icy  and  als  solches  durch 
diese  plus  einer  Summe  niedrigerer  Ueberschiebungen  darstellbar,  die 
mindestens  den  Beducenten  (ab)"  zum  Factor  haben,  da  sie  ja  aus 
{f,  fy,  resp.  h  durch  Faltung  entstehen  müssen  (vei^l.  Nr.  42).  Faltet 
man  in  dem  Product  P  den  Factor  a^  mit  &x,  so  entsteht  {aby,  a^  mit  k^, 
so  kommt  (oft)',  und  endlich  b,  mit  A,,  so  ergeben  sich  mittelst  des 
Identitätssatzes  beide  Reducenten.  Es  ist  also  P  und  jedes  aus  ihm 
durch  Faltung  entotehende  Product  redueibel,  und  folglich  (a6)*(aÄ)' 
Reducent 

256.  Füt^  Beducent  {aky{a{y.  Da  (/",  0'  =  2^  +  ^  fc,  so  er- 
halten wir  einen  weitem  Reducenten  durch  Üeberschiebung  dieser 
Form  mit  k.    Ea  ist  nämlich: 

((A,  0",  1)'  -  lak)'(al)>a'Jl  -  (2z/  +  ^  t,  h)'. 
Weil  aber  nach  der  Theorie  der  biquadratischen  Formen 

so  erhält  man 

{aky{al)'alkl  =  ^Bk  +  jA-^. 

Das  symbolische  Product  links  ist  also  redueibel.  Dnrch  ein- 
malige Faltung  desselben  entsteht  der  Beducent  (aky  und  demnach 
ist  (aky(aiy  Reducent 

257.  Sechster  Beducent  (a&)*(ai)'.  Da  endlieh  ^  eine  reducible 
Form,  so  ist  ea  auch  (f,  /ty,  und  zwar  findet  man  ihren  Werth  auf 
folgende  Weise.    Es  ist: 
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(ai)'aji^ I  ((!,»)  (1) 

Cit,)J{*^-       i^^(!,»)+f  (ji)'.  (2) 

Ersetzt  man  in  (1)  y  durch  k,  in  (3)  aber  durch  a,  so  erhält 
man  durch  Comparation  der  heiden  entstehenden  Ueherschiebungs- 
resultate  die  Relation: 

l!.J-|KO'  +  |/-.  (III) 

AnderntheiU  ist  aber 

(«s)'(«y  ij«:  -  ((/■,  0",  /!■  -  (2^  +  3 1,  /■)' 

-2(^,0'  +  f  (i,/?, 
also  wegen  (III) 

(«i)>(aO'lJ«;-i-*-|/  +  |  (/■.*)■■  (IV) 

Demnach  ist  das  symbolische  Product  links  reducibel,  and  weil 
jedes  aus  ihm  durch  Faltung  entstehende  Product  wegen  des  Factors 
(aby  gleichfalls  reducibel  ist,  so  ist  (aby*{al)*  Reducent. 

258.   Rückblick.     Wir  haben  aonach  sechs  Reducenten  erhalten: 
(o&)»,  {aky,  (kk,),  {aby{aky, 
(aky{a£)^,  (abyial)'. 
Jedes  symbolische  Product,  das  eine  dieser    sechs  Grössen   zum 
Factor   besitzt,   ist   auf   andere   reducibel,   welche  entweder   eine  der 
luTarianten  A  resp.  B  zum  Factor  haben,   oder  welche  durch  Ein- 
führung der  Symbole  A  resp.  l  als  einfachere  Ueberschiebungen  dieser 
Formen  über  andere  Formen  des  Systemes  sich  darstellen  lassen.    Diese 
letzteren  Ueberschiebungen  werden  wir,   insoweit  nicht  selbst  wieder 
lineare   Relationen   unter  ihnen  bestehen,    in    das   System  (^<*')   auf- 
zunehmen haben. 

Wir  erhielten  femer  folgende  Beziehungen: 

2^-2(t,  *)■_(/■,  (/-l^i  (I) 

Sl-k  —  H^.iy  +  B-r  (11) 

(tf,0',O'-i-*-|/'+i  (/■,*)■  (BI) 

if.ty-o. 

Vermöge  der  Gleichung  (I)  erhält  man  hiezu  noch  die  beiden 
loTariantenrelationen : 

A„-(l,l)'-2C+fs  (IV) 

ik,f)'-l(B'  +  ÄO.).  (V) 
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Die  erste  derselben  entsteht  aus  (1),  indem  man  diese  Gleichung 
viermal  üher  k  schiebt: 

oder: 

2j. -((/■,*)*,  V  -  l^B 
oder: 

2C—      (l,  C)^     —^AB. 

Die  zweite  nird  durch  die  viermalige  Ueberschiebung  von  (I)  über 
sich  selbst  geliefert: 

4  (j,  jy  -  ((/■,  0',  (/■,  ')•)'  - 1  ^  ((/■.  0",  *)'  +  l  Ji'  (k,  *)' 

oder 

I  JS-  -  (o!.)'  (aty  ((.«■  -  I  J  ^20+  ^  +  ;  A'  B .        («) 

Der  erste  Term  rechts  ist  aber  ein  Glied  der  üeberschiebung 

(s,  tr  -  {-  (»6)'  l(«0*C".)"  +  2(«0(«',) (")(".)! . 

welche  unter  Anwendung  des  Product8at7.es  auf  das  zweite  Glied 
rechts  in 

(/;,  ly  ^  {aby{aif{biiy  -  -aAu  iß) 

übe^eht.  Durch  Substitution  des  hieraus  sich  ei^ebenden  Werihes 
von  (ab)* (aiy {bliY  in  Gleichung  (a)  ergiebt  sich  die  Relation  (V). 

259.  Aufstellung  des  Systemes  S^^O  mod.  (a  ft)*.  Nach  diesen 
Vorbereitungen  sind  wir  nun  im  Stande,  durch  Ueberschiebung  des 
Systemes  (./!'")  über  das  System  (B*'')  in  einfacher  Weise  das  neue 
System  S^^O  mod  (ak)*  herzustellen.  Es  ergiebt  sich  D&mlich  wegen 
der  Reducenten  und  der  letzten  Relationen  direct,  dass  hiebei  Über- 
haupt nur  die  Ueberschiebungen  der  Form  k  über  die  Formen  des 
Sjstemes  {A^*''')  in  Betracht  kommen  und  selbst  hier  nur  die  Ueber- 
Hchiebnng  der  ersten  Potenz  von  k. 

Denn  die  Form  ^  ist  nach  Relation  (I)  Nr.  258  auf  (/",  If,  also 
auf  eine  Form  mit  dem  Modul  (lA:/,  und  auf  k  reducibel,  und  dem- 
nach reduciren  sich  die  Ueberschiebungen  zwischen  ihr  und  den  For- 
men des  Systemes  (^'")  auf  die  Ueberschiebungen  von  k. 

Die  Form  (^,  k)  ist  wegen  der  nämlichen  Relation  gleichfalls 
auf  Formen  mit  dem  Modul  (ak)*  reducibel,  sei  es  a  priori  oder  sei 
ee  mittelst  des  Reducenten  (kk^'),  also  ebenfalls  überflfissig. 

Die  Formen  B  •=  i^  und  C^ji  sind  aber  Invarianten,  Also 
bleibt  in  der  That  vom  ganzen  Systeme  (.B"')  nur  die  Form  A  för  die 
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zu  nntorsucliendflii  Ueberachiebungen  mit  f,  (f,  f)* ,  ((/",  ff,  f)  übrig. 
Nun  ist  bereits  {altf  Reducent,  tind  zwar  ist  (akf  Q  ^  0  moA  {altf , 
wo  (^  irgend  ein  symbolisches  Prodoct.  FoIgUcb  sind  h&here  als 
zweite  Ueberscbiebimgen  Überfliissig,  und  wir  können  uns  demniicb 
auf  die  erste  Potenz  tod  h  beschränken. 

Durch    ein-    und    zweimahge   Ueberschiebung    von   It    Über    die 
Formen  des  Systemes  (^1"')  entstehen  aber  die  Covarianten: 

(/■,  S),   (/■,  *)',   W.  n,  ');   ({/■.  f)',  *)',    (((/■,  f)',  f),  i), 

(((/■,  n-,  /■),  i)". 

Die  drei  letzten  Formen  sind  überfiüsaig;  denn  ((/',  ff,  k)*  ist  schon 
nach  Nr.  355  (II)  als  eine  reducible  Form  erkannt  worden.  Die  Form 
{{(f>  f)*i  f)  t  ^)  'b''  ^"^i*  redncibel  als  Functionaldeterminant«  von  einer 
Functionaldeterminante  und  im  gleichen  Sinne  ist  auch  if»^  f  ((/]  f)*,  f\ ,  h\ 
eine  reducible  Form,  in  so  ferne  die  Glieder  dieser  Ueberschiebung 
durch  den  Productsatz  in  Aggregate  umgestaltet  werden  können,  deren 
einzelne  Terme  theils  reducible,  theila  bereits  in  das  System  aufge- 
nommene Formen  zu  Factoren  haben.  Hievon  überzeugt  man  sich 
unmittelbar  auch  auf  folgende  Weise.  Gemäss  den  UeberschiebungS' 
gesetzen  Nr.  44  ist,  da  (/",  ff  =  i^"  =  0, 

{{(f,  fj,  f).  *)'=Go+2(^".  ky+2(^'\kr-h2(T.  i^y, 

wobei  das  Anfangsglied  £?„  —  (a6)»  (oÄ)' (ac)  a_6*(^**  und  I^^,  T»«; 
*(",  k<'i  Formen  sind,  die  aus  T=  {(f,  ff,  ß  resp.  k  -=  (f,  f)*  durch 
einmalige,  resp.  zweimalige  Faltung  entstehen.  Die  letzte  Summe 
rechts  hat  nur  den  einen  Summanden  T •  A;  alle  Summanden  der 
zweiten  Summe  zerfallen  in  Producte,  deren  einer  Factor  die  Form  Je 
Die  Formen  TI"  in  der  ersten  Summe  sind 

(abf(ac)alb'X        =-[(«Ä)'«f  fcf '^  ((oc)6.  ~  (6c)o,|  =^k-f 
(flfe)*(«c)*a»6*c;        =1  Uabf<^^  +  {acfbl—(bcyalYalblc*^=lkf 

(ab)\ac)(bc)alby^=^-lUac)ni-\-(bcyal  —  {abycl\(abyalbl(^^'^0, 

so  dass  also  auch  die  Formen  (^'',  &)',  wenn  sie  nicht  Terschwinden, 
eine  der  Formen  k  oder  /  zu  Factoren  haben.  O^  ist  aber  ohnehin 
reducibel  nach  Nr.  255  und  damit  die  ganze  rechte  Seite. 
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Das  ganze  System  i?  =£  0  mod  (ab)*  besteht  demnach  aus  deo 
zehn  Formen: 

r,  if,fr,  iif.n^n         \ 
*,  (/■-*),  (/■,*)%  ((/■,«',*)     s 

A,    S,    C.  ) 

260.  Uäterschidmng  dieses  Systemes  S  über  l  =  (oÄ)*a5  -  Unsere 
letzte  Aufgabe  ist  Bomit^  die  Ueberschiebungeu  der  sieben  Covarianten 
dieaes  Systeme  b  über  die  Co  Variante 

l  -  (ak)'  «1 
zu  studiren.  Dabei  ist  es  überhaupt  nicht  nöth^,  Producte  dieser 
Formen  über  l  zu  schieben.  Denn  alle  sieben  Covarianten  sind  ge- 
raden Grades,  und  demnach  würden  in  jeder  Ueberschiebung  eines  Pro- 
ductes  dieser  Formen  Über  Potenzen  von  l  zerfallende  Glieder  ge- 
bildet werden  könaen. 

Wir  haben  also  nur  die  erste  Potenz  jeder  der  sieben  Covarianten 
Über  Potenzen  von  l  zu  schieben. 

Die  Form  f  liefert  dadurch  die  sechs  neuen  Formen 

(f,  i),  (f,  0".  (.f,  I")'.  <f,  rr,  V.  i'Y,  (/.  '')'■ 

Die  Form  (f,  ff  gieht  nur  zu  einer  neuen  Form 

W,  ff,  i) 

Veranlassung;  denn  bereits  bei  der  zweiten  Ceberscfaiebung  tritt  der 
Reducent  (aby(aiy  auf.     [Vgl.  Nr.  257  (IV)]. 

Aus  den  Ueberschiehnngen  Ton  {(/,  fy,  f)  mit  l  entstehen  über- 
haupt keine  neuen  Formen;  denn  die  erste  ist  als  Functionaldeter- 
minante  von  einer  Fnnctionaldeterminante  reducibel;  alle  weiteren  be- 
sitzen den  Keducenten  {aVf  (ab)*. 

Als  weitere  Formen  des  Systemes  ei^eben  sich  femer  die  Ueber- 
Schiebungen 

(A,  l),    (k,  0»,    (Ä,  ?)% 

während  die  Invariante  {k,  /*)*  nach  (V)  Nr.  258  reducibel  ist 

Von  den  UeberEcliiebungen  der  Form  (/*,  h)  über  Potenzen  von  l 
liefern  die  angeraden  überflüssige  Formen.  Denn  sie  enthalten  resp. 
Glieder  wie: 

{ak)(al)l^aH^^ 

(ak){al)'{al,)l^alkl 

(ak)  (alf  {al,y  (ai,)  (kl^y  h.  k^ , 
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welche  stets  wegen  dea  ProductsatzeB  auf  andere  Formen  des  Systems 
reducibel  sind.    So  ist  z,  B. 

(ah) (al) kJ^.a*Jl  =  a*^^[  {ak)' l^  +  {at)* kl  -  (kl)* o»  j 
=  (f,Jc)'-l-\-  {f,  Tf-h~(f,lf-  {k,  If . 
Dagegen  liefern  die  geraden  Ueberschiebimgen  vier  neue  Formen: 

((/■.  *).  0',    W,  *),  !■)',    W,  t),  P)',    (tf,  i),  !')•■ 
Hiezu  tritt  als  weitere  Govariante  die  erste  Ueberscliiebung  der  Bechsten 
Covariante  [f,  Tif  Ober  /,  also  die  Form 
((/■,  i)',  0, 
während   bereits  ihre  zweite   Ueberschiebung   wegen   des  Reducenten 
(aky{aiy  reducibel  ist. 

Die  siebente  Covariante  ((/*,  f)*,  k")  endlich  liefert  keine  neue  Form 
mehr.  Denn  ihre  erste  Ueberschiebung  mit  l  ist  nach  dem  nun  wieder- 
holt citirteu  Satze  als  Fnnctiolialdeterminante  reducibel,  und  jede  weitere 
hat  den  Beducenten  {ab)'*{aiy. 

261.  Tabelle  der  Formen  des  Syslemes  {A'^'*).  Die  Gesammtheit 
aller  Formen  des  rollen  Syatemes  ton  f=al  ist  also  durch  folgende 
26  Formen  gegeben. 

1)  vier  gerade  Invarianten: 

Ä,  B,  C,  (J,  Pf  und  eine  schiefe  ({f,  k),  l^f; 

2)  sechs  quadratische  Covarianten: 

I,    (h,lf,    (/,!•)',    (4,  !■)>     (/,!•)>,    ((/■,*),!•)-, 

3)  ffinf  biquadratische  Formen: 

t,  (f,  tf,  (h,  i),  {f.  Pf,  {(f,  k),  o'i 

4)  fünf  Covarianten  Bechsten  Grades  in  x: 

f,   V,*)*.')   (/;  0.   ((/■,*)',  0,   ((/■,  *).  0'; 

5)  drei  Coyarianten  achten  Grades: 

t/.rf,   if,K),   W.O'.H; 

6)  eine  Covariante  zehnten  und  eine  zwölften  Grades,  nämlich: 

((/•,0',J),resp.  ((/■,/!■,  0. 

§  27.     Belatlonen  swiflohen  den  Formen  dea  Systemes  von  f  •=  aj. 

262.  EinfÜhnmg  von  Uehersdäämngsglwdem  in  das  System.  Nach- 
dem wir  durch  die  vorausgegangenen  Untersuchungen  in  den  Besitz 
sämmtlichcr  Formen   des  rollen  Systemes   von  f  •=  afi  gelangt  sind, 

*)  if^  ^}*  ^  p  bei  Clebach  „Bin&re  Formen". 
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tritt  an  uns  die  Aufgabe  heran,  diese  Formen,  wenn  ndtbig,  dnrcli 
eingliedrige  Bymbolische  Producte  zu  ersetzen,  die  fCLr  die  symboliache 
Recbnung  als  besonders  tanglicb  erscheinen.  Dies  gilt  insbesondere 
für  die  fünf  Invarianten  des  S;stemes,  sowie  für  die  sechs  einfachsten 
Covarianten,  d.  i.  für  die  sechs  quadratischen  Formen. 

Ton  den  Inyarianten  sind  aber  die  drei  ersten  ohnehin  einfache 
symbolische  Producte,  nämlich 

A^iaby,    B  — (iifc,)*, 
C  =  (Äifc,)^(itifc,)*(Jfc,Äj)»; 
diese    werden   wir   beibehalten.     Dagegen    werden   wir   an  Stelle    der 
Ueberschiebungen  (/",  ?)*,  {{f,  k),  /*)*  symbolische  Producte  einföhren, 
die  sich   aus  dem   simultanen   System  der  sechs  quadratischen  Cova- 
rianten  ergeben. 

Von  den  quadratischen  Covarianten  sind  die  beiden  Formen  { 
uud  (Ä,  Vf  durch  je  ein  einfaches  symbolisches  Product  dargestellt; 
alle  übrigen  ersetsen  wir  durch  eines  ihrer  Glieder. 

263.  Die  quadratischen  Forme».  Wie  bei  der  Form  fünften 
Grades  die  linearen  Govariatiten,  so  spielen  hier  die  quadratischen  eine 
wichtige  Kolle.  Auch  hier  ist  das  simultane  System  von  voroherein 
bekannt^  und  die  erste  Aufgabe  ist,  dessen  Stellung  zum  vollen  System 
von  /'"  a*  kennen  zn  lernen.  Diese  Aufgabe  aber  deckt  sich  mit  der 
vorhin  gestellten:  die  complicirteren  quadratischen  Covarianten  durch 
einfache  symbolische  Producte  zu  ersetzen.  Setzen  wir  nämlich  neben 
(akyal^l,    {Jc,iy  =  (kiykl  =  m,  (1) 

die  wir  a  priori  beibehalten,  auch  noch 

(Ä,  my  =  n, 
dann  zeigt  aicb,  dass  die  in  dem  Systeme  dieser  drei  Formen  l,  m,  n 
auftretenden  Functionaldeterminanteo 

X  =  («(,  «),    (t  =  {n,  l),    v  =  {l,  /n)  (2) 

Glieder  von  {k,  Vf  resp.  (/;  Vf,  ((/",  Ä),  P)«  sind,  während  n  an 
Stelle  der  Ueberschiebuog  (/',  Vy  treten  kann.  Dean  man  hat  wegen 
der  Relation  [Nr.  258  (1)] 

{f,Vy  =  2J-\-\Ah 
durch  zweimalige  Ueberschlebung  mit  l  die  Beziehung 

ij:i>y-2{d,V)'  +  {A{k,lf. 
Hierin    ist   nach    unseren    Bezeichnungen   (I)   {k-,   ly  =  m;   das   erste 
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Glied  rechts  ei^iebt  eich  aber  als  zweite  UeberBchiebang  von  ^  ^  {k,  Z:)^ 
Qber  l  aas  der  ReihenentwicklnDg 

iodem   wir  darin  y  durch  l  ersetzen;  mau  erhält 

(ÄA,)»  (A,  //  Jt*  =  (^,  0'  +  -J-  ^  ■  ^ 
oder 

((ft,  ijS  i)»  -  K  0*  +  I -B  ■  i 
oder 

(,»,  A)*  "=  «  =  (^.  0' +  ]  B-'.  (3) 

Demnach  wird: 

und  folglich  kann  (/",  i*)*  durch  n  ersetzt  werden. 
Es  ist  femer: 

(k,  ey  =.  I  {kiy  (ti,)  k,  i,  —  ((*,  i)',  0  —  (>»,  0  —  —  " 

if.  Vr-\(«t)'(«l,y(al,)a.l.-{<f,  Vf,  l) 

-{2n-\Bl  +  \-Am,i^-  2(»,  l)  +  \  A  (m,  i) 

und  endlich 

-(•».  (/,  m 

=  2A  +  |b.-. 

Das  symbolische  Product  links  ist  aber  ein  Glied  der  Ueberscbiebuug 

((/*,  k),  1*)°,  80  dasE  damit  der  lineare  Zusammenhang  von  k  mit  dieser 

Form  des  Syatetnes  hergestellt  ist. 

Die  sechs   quadratischen   Covarianten  des   Systemes   werden   also 

der  Reihe  nach  durch  die  Formet): 

l  _  {ahy  dj ,    m  -=  {ktf  hl,    n  -=  {km)* kl  =  (Jt/)* (JtA,)* hU 
k  =  (m,  n) ,       p  "=  (»,  i) ,  v  =  (/,  m) 

ersetzt. 
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264.  Die  fva^  Invarim^en.    Yon  den  Formen 

(f,fr,  (*,*)',  ((*,  ^',  *)',  (/■,!')•,  ((/■,*),;*)• 

werden,  wie  schon  Eingangs  erwähnt,  die  drei  ersten  beibehalten.  Die 
vierte  ersetzen  wir  durch  die  Inv&riante  (2,  n)^  =  Am  =  D,  die  fünfte 
durch  die  Combinant«  —  {Im)  (mn)  (nl)  ==  S,  Was  namUch  die  Form 
(f,  Py  betrifft,  80  hat  man: 

=  2(n,r)'~lB{l,l)'  +  ^A(m,l)K 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  in  der  That  an  Stelle  von  (f,  Py  die 
Form  (n,  Tf  =  Ai^  treten  darf. 

In  Bezug  auf  die  Invariante  {(f,  %),  I*)^  ergiebt  sich  aber,  dass 
sie  sich  überhaupt  nur  um  einen  numerischen  Factor  von  der  Form 
JS  °=  —  (Im)  {mn)  (nl)  nnterscheiden  kann.  Denn  im  Systeme  von 
f-^  al  tritt  nur  diese  eine  fundamentale  schiefe  Inrariante  auf,  und 
sie  ißt  vom  Grade  15  in  den  CoefficienteD  von  f.  Die  Form  B  ist 
aber  gleichfalls  schiefe  Invariante  nnd  vom  Grade  15  in  dep  Coetfi- 
cienten;  sie  kann  also  nur  eine  lineare  Function  der  ersteren  sein,  d.  h. 

Die  fünf  Invarianten  des  SystemeB  können  demnach  dai^eatcllt  werden 
durch  die  symbolischen  Producte 

A  —  {abf,    B  =  (ftft,)* 

C_(itÄOH*.*»)*  (*!*)•>        D=A,n 

R {lm){mn){nl). 

265.  Die  eweiten  Uäterschiämngen  von  A  und  k  Über  die  gvadra- 
Uschen  Formen  l,  m,  n.  Neben  den  fundamentalen  quadratischen 
Formen  interessiren  uns  noch  eine  Reihe  anderer  Covarianten  zweiten 
Grades,  die  wir  im  Folgenden  berechnen  wollen.  Es  sind  das  in  erster 
Linie  die  zweiten  Ueberschiebungen  von  ^  und  k  über  l,  m,  n,  so 
weit  sie  nicht  bisher  schon  in  Betracht  gezogen  worden. 

Was  die  Ueberschiebungen  von  k  betriff^  so  war 

^  {k,  Q*  =  Mt ,    {k,  »()*  ='  w  1 

Uiezu  ergiebt  sich  I  .  . 

,,       ,,        Bm    ,    Cl       i  UJ 
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Denn  es  ist 

(J,  «)'  =  (ifctt)» kl  =  (ftfti)'  {k^my  kl  =  {kk,y  (k^k^y  (k^iykl . 
NbcIi  den  Geaetsten  der  Beihenentwicklung  hat  man  aber 

{Je  k,y  (Je,  k,y  k$,ki  =  ^Bk,,  +  ^c  (yxy 

und  dar&us  folgt  unmittelbar  tut  y  =•  l  die  obige  Relation.  Von  den 
zweiten  UeberBchiebungen  der  Form  ^  Ober  2,  tu,  n  ist  (^,  ly  bereits 
berechnet  [Nr.  263  (3)].     Es  war 

Hieza  findet  sich: 

K».)'-f»  +  ?! 

K»)'_f»+«,» 


(2) 


Die  zweite  dieser  Relationen  erhalten  wir,  indem  wir  in  der  Reihen- 
entwicklung 

(S^- ij  ^3 -fi,. +  ?(,«)>  („) 

tf  durch  t  und  alsdann  (k  jy  (kty  ^l  ^=  {(^ ,  (fcf)*A')*  durch  (^,  m)* 
ersetzen,  während  die  dritte  aus  derselben  Entwicklung  (a)  fQr  y  ■=  m 
her»oi^eht 

266.  Die  Üä^erschi^mngen  von  f  üftef  Froducte  vm  l,  »,  n.  Eine 
weitere  Reihe  quadratischer  Covarianten  liefern  die  vierten  Ueber- 
schiebungen  tod  f  Ober  2*,  Im,  In,  m*,  mn,  n*.  Die  drei  ersten  er- 
geben sich  unmittelbar  durch  zweimalige  Ueberacbiebong  der  schon 
früher  gegebenen  Relation: 

aber  l,  m  nnd  n  unter  Benniznog  der  eben  gefundenen  Relationen  (l) 
und  (2).    Das  Resultat  ist: 

(f,  lnr-  +  \Aai+(^C+\Ahy,  +  l„    J 

HiezQ  treten  durch  nachfolgende  Untersuchungen  die  drei  weitereu 
Relationen: 
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1  (B'    ,   AC\        ,     1  (AB         .    1 


(4) 


wenn   wir  die  Invarianten  (l,   l)' ,  (l,  m)*,  {l,  »)*  etc.  resp.  mit  Äa , 
Atm ,  Ai,  etc.  bezeichnen. 

Zur  Ermittelung  dieser  drei  letzten  Ueberschiebungen  ist  es  nothig, 
zuvor  {f,  m)'  und  (/*,  ti)*  zu  berechnen.  Wir  gehen  aus  von  der  schon 
in  Nr.  355  benutzten  Reihenentwicklung  (1) 

Ersetzen  wir  in  ihr  ff  durch  l,  so  erl^lt  man: 
2(oi)'«|Ji(ol)!.  -  'J- 
Entwickelt  man  die  linke  Seite  nacli  dem  Producteatz,  so  kommt: 
y  —  o"  (ot)'  I  (ot)'!  +  (al)'  K  -  W  ai  | 
—  ?  +  (oi)"  (..!)' Ol  *J  —  («i)'{S!)'<4l 
-?  +  ((/■,  OS  *)■  -  (r,  (iO'«)' 
-?  +  (2^  +  4*,  iy-(/-,  »)• 

-'"+  f-*+ 4^ -(/■.•»)". 

daher 

(A-H^-T  +  f   i  +  t^-  (6) 

Ersetzt  man  dagegen  in  (^)  y  durch  in,  so  erhalten  wir 

9(aJ;)'(o»»)aJfci»^  =  -5--  - 

Wendet  man  wiederum  auf  die  linke  Seit«  den  Productsatz  lui,  dann 
erhält  man; 

'"  -  (»Q'oJ  j(»i)' .»;  +  iflmje.  -  (tm)'aj  j 

-  (/■,  *)'■».  +  ((/■,  «.)■,  *)■  -  {f,  (kmfki)' 

-'•»  +  (t  +  ?*+  ^^,  *)'-(/■,«)■■ 

Im  mittleren  Gliede  rechts  iet  die  Ueberschiebung  {P,  k)*  zu  berechnen. 
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Wir  benutzen  hiazn  die  Beihe: 

(.i,i.!,-(a-  +  |AW.  (n) 

Ersetzt  man  hier  y  durch  i,  so  kommt 

(tt)'Jä.S  -  (P,  *)•  +  I  (20+  ^K, 
oder 

(?,*)■  =  !» -i(2C+^i. 

Tr^t  man  diesen  Werth  in  (6)  eia,  so  erhält  man: 
'f-l'«  +  \\  {im  -  {O*  -  I  ^üi)  +£  z<  +  4f  i)  -  (/■,  „)•. 

Darana  folgt  endlich: 

K  »)•-!»■- -1-0*+ 1^.  (7) 

Mit  Hilfe   der   Relationen  (5)   und  (7)    lassen  Bich  nun   in   einfacher 
Weise  die  UeberschiebuDgen  (f,  *»*)*,  (f,  mn)*,  {f,  n*)*  berechnen. 
Ks  ist: 

Hierin  ist,  wenn  vir  in  der  ßeihenentwicklung  (ü)  y  durch  m  ersetzen: 

Ferner  hatten  wir  in  (2)  Nr.  265 

und  da  aasserdem  (k,  m)*  =  n,  (l,  m)'  —  Ab„ ,  so  ist  endlich; 

(/■,-»')*-|j^»i--|-^»».)+|"+4{l»'+f'l- 

Schieben  wir  aber  die  Relation  (5)  zweimal  über  n,  so  kommt: 

(/■, ».»)'  — i  (p, «) + 1  (*, »)' + 4  (^, »)'. 

Aus  der  Reihe  (II)  folgt  wiederum  fSr  y  es  n 

(p,  n)  =  ((,  n)*.i-  jAun. 

Die  üeberschiebuDg  wird   also  unter  Berücksicbt^ung  der  Relationen 
(1)  und  (2)  Nr.  265 

(/■».,).-i-{^,.i-i^„„)+f-(f»+£i)+-4(f-„+^). 

Endlich  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  (7): 

(f,  «■)•  -  (Im,  «)'  -  -i  C  (k,  »)•  +  f  {J,  «)■. 

Qotdau,  Inmlutgii.    U.  19 
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Zor  Beredmung  d«a  ersten  Gliedes  der  rechten  Seite  benutzen  wir  die 
Reihe 

Im^  +  mll  =  2  (lm\'  +  ^  Ai„  (yxf . 

Ersetzt  man  hier  y  durch  n,  bo  kommt: 

2  (Im,  n)'  =-  IjL.^  +  mA,,  —  ^  Ä,„n . 
Demnach  wird 


Damit  wollen  wir  die  Berechnung  von  quadratischen  Covarianten  der 
Form  sechster  Ordnung  abschliesaen,  und  zur  Berechnung  der  Inva- 
rianten der  quadratisch eu  Fundameutalcovarianten  übergehen. 

267.  f  erecAnuR^  der  Invarianten  des  simultanen  Systemes  l,  m,  n. 
Die  drei  quadratischen  Govarianten  besitzen  ausser  der  schiefen  In- 
variante li  =  (Im)  (f»n)  i}n)  noch  sechs  simultane  Invarianten  (vgl. 
Nr.  131) 

^l(i      -^iM,      Alm      Auiat      ^mny      -^aj 

die  wir  nun  im  Folgenden  durch  die  FundamentalinTariant«n  des 
Syatemea  von  f^a%  darstellen  wollen. 

Wir  hatten  hereits  früher  erhalten  (vgl.  Nr.  258  und  Nr.  264) 

Au  —20+\aB 

A,.  -  {h,  ?)'-=  3  (1?  +  ÄC)      ■  (I) 

Ä,.  —  D. 
Hiezu  ergiebt  sich: 

A..-i[B'  +  2C-+iABcÜ  ^^^ 

A..  -iBD  +  lCilP  +  AC)] 

Denn  man  hat; 
A...  —  ((*,  !)',  mf  —  (i,  i»i)'  —  ((*,  »•)',  0"  —  (»,  0' 

A..  -  ((t,  0*,  »)'  -  (*.  »0'  -  ((*,  «)',  V  -(I »  +  y  ',  ')' 
JU.  -  (ft  I»)',  »)'  -  (*,  <»»)'-((*,  »)",  »)'-(?«+  y  l,  ')'■  ' 
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268.  Die  Belationeit  für  die  schiefe  Invariante.  Aus  der  Theorie 
der  simultanen  quadratischen  Formen  ergiebt  sich  unmittelbar,  dasa 
(vgl.  Nr.  133)  B  auch  dai^estellt  werden  kann  durch 

und  dass   ferner   zwischen  B^  und  den  flbrigen  fundamentalen  Gova- 
rianten  eine  Relation  bestehen  mnss,  welche  ans 

Ia.,       Am,       A. 

durch    Substitution   der   in   Nr.    267    berechneten   Werthe   der  Deter- 
minantenelemente  hervorgeht. 

Weitere  Relationen  will  ich  nicht  mehr  anfilhren.  Die  schon  früher 
in  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  gewonnenen  zahlreichen  Be- 
ziehungen lassen  sich  hier  direct  übertragen.  In  ähnlicher  Weise  wUrde 
man  auch  die  Theorie  dßr  biquadratischen  Formen  benutzen  können, 
um  Relationen  zwischen  den  Covarianten  vierten  Grades  des  Sjstemes 
aufzustellen. 

§  28.    Die  Dfsoriminante  der  Form  sechsten  Orades  und  Irrationale 
Belationen. 

269.  Vor1>er^t€nde  üntersuchtmgen.  Die  erste  Berechnung  der 
Discriminante  einer  Form  sechsten  Grades  haben  wir  von  Brioschi. 
Er  benutzte  hiebei  die  allgemeinen  Differentialgleichui^en,  denen  In- 
varianten überhaupt  genügen,  und  charakterisirte  dann  die  Diserimi- 
naute,  indem  er  ihnen  specielle  hinzufügte,  welche  nur  durch  Discri- 
minanten  befriedigt  werden  (Crelle's  Journal  Bd.  53.  Vgl.  auch  Faä 
di  Bmno,  „Theorie  der  binären  Formen",  deutsche  Ueberaetzong  von 
Walter,  S.  275). 

Die  genaue  Kenntniss  des  vollen  Systemes  von  f  gestattet  uns 
indesa  hier  wiederum  den  nun  schon  mehrmals  eingeschlagenen  directeu 
Weg  zn  verfolgen  (vgl.  Discrim.  der  Form  vierten  und  fiinften  Grades), 
indem  wir  uns  £n^;en: 

„Welche  Relation  besteht  zwischen  den  Invarianten  A,  B,  C,  D, 

wenn  f^  «l  •  tp,  wo  Cz  eine  lineare  und  <p  eine  biqnadratische 

Form  ist?" 

Wie  bei  der  Form  fünften  Grades,  und  wie  aberhaupt  allgemein 

(vgl.   Nr.  99),  gehen   aus  der  Voraussetzung  f'^al-tp  folgende   vier 

wichtige  Beziehungen  hervor: 
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(OO)'  —  0 ,       (<!«)»  O.  —  0 ,  (1) 

(a«)*a;  — J«J,  (2) 

1  {ahf  (aa)'  M  -  |  (i«)- «  •  «J  -  |  ^  ■  «i ,  (3) 

vobei  Gleichung  (3)  aus  {att)*ax  durch  die  in  Nr.  99  tuigegebeoe 
Reihenentwicblimg  gewouaen  wird.  Der  Werth  dea  Parameters  X  be- 
rechnet sich  gleichfalls  wie  früher.  Wir  ersetzen  in  (2)  x  dorch  h 
und  multipliciren  mit  h^,,  dann  erhatten  wir: 

{aa)*{ahyh*=X-{f,  o»)» 
und  demnach  wegen  (3) 

l.(/-,  <.■)"-('«)'«    «1 +  5-1  ■<■  (4) 

Ueberschiebt  man  aber  diese  Relation  zweimal  Aber  al,  so  kommt  io 
Verbinduug  mit  Gleichung  (2)  direct: 

1--|(4.)'.  (6) 

Die  nächste  Aufgabe  wäre  nun,  wiederum  auch  eine  Relation  fGr  die 
erste  Ueberschiebung  {f,  a)  zu  ermitteln  und  auf  Grund  der  so  be- 
rechneten Ueberschiebungen  von  f  und  a  das  Formensy stem  der  simul- 
tanen InTanant«Q  von  f  und  a  mit  den  Invarianten  A,  B,  C,  D  in 
Beziehung  zu  setzen.  Hiehei  zeigt  sich  aber,  dass  insbesondere  die 
höheren  Ueberschiebungen  von  k,  ^  und  l  über  a  die  bervorr^endste 
Rolle  spielen,  und  wir  suchen  demnach  hier  von  vornherein  sie  mit 
dem  allgemeinen  Formensjstem  in  Beziehung  zu  setzen. 

270.  'Bere^mxmg  von  {laf  va^  i.'^'^*-  ^^^  Berechnung  der  Ueber- 
schiebungen von  l  über  a  benntzen  wir  am  geschicktesten  die  Rela- 
tion (4),  indem  wir  sie  dreimal  Ober  Ic  schieben.    Dann  kommt: 

weil  das  zweite  Glied  der  Klammer  rechts  identisch  verschwindet  und 
^  e=  (ftfc,)*Äi  Al,  ist  Andemtheils  ist  aber,  da  nach  Nr.  253,  (/ii)*=^Oi 

{ahfalk, th  =  —  ^^'h'  (a^ff). 

und  ilcninnch  (aa)*(oÄ)'Oi  Jj  ™  y  ('»  a)-ax.  (2) 

Fuhrt  man  diesen  Werth  in  (1)  ein,  so  kommt  nach  Division  mit  —  «,: 

j.(i,  a)--{(4,  „•)=  +±A.(S,<.')'j  (3) 
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und  hieraus  dnrch  abennalige  Uebeischiebang  mit  a: 

i  .  (i,  .■)•  _  _  j(^,  ^)'  +  1  ^  .  (S,  .^)'j  .  (4) 

Eine  zweite  Gleichung  zwiBchen  {la)*  und  (^a)*  erhalten  wir  durch 
viermalige  Ueberschiebung  von  Relation  (4)  mit  der  Form  Je,  nämlich 

Indem  wir  beide  Gleichungen  addiren,  erhalten  wir  w^rai  (%«)*  — >  6A' 

P")'--f^-l.  (6) 

nnd  indem  wir  sie  subtrahiren 

Nun  läset  sich  aber  Gleichung  (3)  auch  in  der  Form  darstellen 

(l.!  +  K<|"  +  n^-(*,  «T,  ")-0, 
d.  h.  (vgl.  Nr.  99)  die  quadratische  Form 

ist  eine  Potenz  von  a,  so  dass  also,  wenn  ff  eine  Proportionalitäta- 
constante,  die  Relation  besteht 

(f.al-lP^  =  (Ja)'  Jl  +  ^A-  (fca)»Ä^ .  (7) 

Die  Gonatantfl  p  finden  wir  sofort,  wenn  wir  diese  Relation  (7)  zwei- 
mal über  sich  selbst  schieben.     Hiebei  ergiebt  sich  links,  da 

(l,  lf  =  2C+Y-^> 

der  Werth:  —  2i  ■  ?  (laf  +  A»  hc  +  y  ÄB\  ;  (8) 

rechts  dagegen  erhalten  wir: 

(^»)'(^..)'{^4)'  +  H  ^■(^«)-(*«)'(^t)"  +  ä^'C*«)'ft«)"(**,)', 

oder,  weil  nach  der  Theorie  der  biquadratischen  Formen  (J,  &)'  =  ~k 

nnd   (J,   ^)»  =  I  Ä  -  f-  ^: 

^  (*«)*  -  f  (^«)*  -\-^AB-  (kaf  +  ^,A».  {Jaf .  (9) 

Tr^en  wir  nun  in  (8)  and  (9)  die  Werthe  von  (tot)*,  {^ääf,  (ia)» 
ein  nnd  setzen  beide  Ausdrücke  wieder  einander  gleich,  so  kommt 
nach  einfacher  Redoction: 
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371.  Die  Discrimitumte.  Die  Relation  (7)  gestattet  nun  aber 
auch  die  loTariante  D  =  (mm,)'  mit  den  simnltanen  InTarianteu 
{•^«y  und  (kay  in  Beziehung  zu  setzen  und  damit  erreichen  wir  zu- 
gleich das  Ziel  unserer  Aufgabe:  Üeberachiebt  man  nämlich  die  er- 
wähnte Relation  (7)  zweimal  über  k,  so  erhält  man  wegen  {k,  l)*  •~m 
zunächst: 

^•{k,  «*)»  — X-»i  =  (^a)»{^ft)*iy  +  *^^-(Aa)*(i,Ä)«ifc^.      (1) 

Die  Werthe  der  beiden  Terme  rechts  ergeben  sich  aue  den  ent- 
sprechenden Reihenentwicklungen : 

indem  man  darin  y  durch  a  ersetzt.  F&hrt  man  alsdann  diese  Werthe  in 
(1)  ein  und  ersetzt  ^  durch  -^  B  —  ==  A* ,  so  kommt  nach  Multipli- 
cation  mit  —  3: 

3A»  -{b~  ^X»)  {kafki  -^A-{^iafJl-{C-\-  *  AB)  al . 
Bilden  wir  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 

die  Hesse'sche  Form,  so  erhalten  wir 

+  2P-§-((^,  k)\  a^Y  +  2P-R-{kay  +  2QIt{Jay. 

Ersetzen    wir   hierin    (zf,   J)*    und   {J,  Tif   durch    ihre    Werthe 

—  i—  '    ^3,   resp.  Y^  ^°^  ordnen  aladaon  nach  den  UeberschiebimgeB 

(z^«)*  und  (kay,  80  geht  diese  Gleichung  Über  in; 

9A'i)-(^.<)'{i"-|e'  +  2eü|+(i«)'{"«'  +  |--P«  +  2Püj 

oder  wenn  wir  nun  {-day,  {kaf,  P,  Q,  B  durch  ihre  Werthe  ersefaten 
und  mit  l*  dividiren: 

OD  _  -  -^  .1  |b>  -  ,V  ^'-B  +  e"  ^' +  I  ^0] 

Das  ist  'die  In« ariantenrelation ,  welche  die  Voraussetzung  f^aji-tp 
zur  Folge  hat.  Wir  können  sie  auf  die  einfachere  Fonn  bringen, 
indem  wir     -  A^  Ä^  setzen: 
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12^,^  -  30V-B  -  20A^'G  +  15^.B»  +  12BG  +  9iJ  —  0, 
und  die  Imke  Seite  dieser  Gleicbang   mfisaen  wir  als  DiBcriminante 
TOD  f  bezeicimen,   mit  der  sie  &ach  in  Bezog  auf  den  Grad  in  den 
CoefBcienten  übereinatimmi 

272.  Irrationaie  BelaHonen  bei  ComUnmtten.  Ehe  wir  die  Unter- 
aochungea  über  Co-  und  Livariantenrelalionen  verlassen,  will  icli 
noch  auf  eine  Gattoog  tod  irrationalen  Beziehungen  zwischen  Com- 
binanten  hinweisen,  auf  welche  bereits  Brill,  Stephanos,  Meyer 
und  Stroh  aufmerksam  gemacht  haben. 

Sind  nämlich  f'=r^  and  qo  —  ^  zwei  binäre  Formen  w*™  Grades, 
so  ist  nach  einem  Satze  von  Gordan  (Tgl.  Nr.  68  und  Math.  Ann. 
Bd.  V)  jede  Combinante  der  beiden  Formen  GoTariante  des  Cajley'schen 
Ausdruckes 

l'-rt*)?'«- 9  («)/•«, 
also  seiner  Elementarcovarianten.     Diese  ElementarcoTarianten   sind 
in  unserem  Falle  die  ungeraden  üeberschiebungen  von  f  über  ip,  da 
die  geraden  sich  gegenseitig  aufheben,  also  die  Formen: 

(/•.  9),  (f.v)'.  (/■,?.)■...  ele. 
Aber  diese  Covarianten  kennen  nicht  von  dnander  unabhängig  seiu. 
Denn  wenn  y  proportional  f  ist,  so  yerschwindet  3*"  und  demnach  alle 
ElementarcoTarianten,  und  umgekehrt:  Ist  V  identisch  null,  so  ist 
f.=  ^.(p^  wo  (f  eine  Constante.  Damit  aber  f  und  qp  einander  pro- 
portional sind,  ist  es  bekanntlich  schon  hinreichend,  dass  ihre  Functional- 
determinante  (f,  ip)  identisch  verschwindet.  Wenn  also  schon  das 
Verschwinden  der  ersten  Elementarcovariant«  auch  das  Verschwinden 
von  ^  und  damit  aller  Übrigen  ElementarcoTarianten  nach  sich  zieht^ 
so  können  diese  letzteren  nicht  mehr  unabhängig  sein  von  {f,  q)). 
Es  mtlBsen  rielmehr  die  Coefflcienten  der  späteren  Üeberschiebungen 
homogene  und  irrationale  Functionen  der  Coefficientec  von  {f,  <p)  sein. 

Man  kann  daher  sich  die  Fr^en  stellen:  Welches  sind  diese 
GoefScientenrelationen  und  wie  gelangt  man  zu  ihnen?  Was  die  zweite 
Frage  betrifft^  so  kann  man  zu  ihrer  Beantwortung  einen  schon  mehr^ 
fach  benutzten  Weg  einschlagen.  Wir  bilden  eine  CoTariante  von 
(/,  tp)  durch  Ueberschiebung  dieser  Form  über  sich  selbst,  und  sehen 
nach,  ob  sich  diese  Form  nicht  auch  simaltan  durch  eine  Ueber- 
schiebung Ton  F='(f,  tp)  Ober  eine  der  übrigen  Eiementarcorarianten 
darstellen  läast.  Dies  ist  sicher  der  Fall,  wenn  z.  B.  ein  Glied  der 
Ueberschiebung  {F,  F)''  verschwindet,  da  man  weiss,  dass  jedes  Glied 
einer  Ueberschiebung  nach  dieser  und  niedrigeren  Ueberschiebm^en 
von  F  über  andere  Formen  entwickelt  werden  kann. 
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Nun  tritt  bereits   fQr  v  — 4,  also  in  {F,  F)*  ein  solclies  Glied 
auf.     Es  ist,  wenn  F=(f,  9")  —  (*"s)  »^~' s^~S  das  Glied 
(rs)  (f.s,)  (rr.)  (sr.)  (r  s.)  (ss.)  ff^S^r^S'^, 
welches  verschwindet,   weil  ee  durch  VertauBchung  von  r  mit  r,  nur 
sein  Zeichen  ändert.    Ea  muss  also  eine  Relation  bestehen  Ton  der 
Form 

0=~(F,Fy-{^'^ff'(F,%y,  (I) 

wobei  9f,  ii^end  welche  spätere  Elementarcovarianten  niedrigerem 
Grades  als  F  sind.  Durch  GoefficientenTergleichung  findet  man  als- 
dann jene  Relationen,  welche  die  Coefficienten  der  Formen  <&^  mit 
denen  von  F  in  Beziehung  setzen. 

273.  Bei^aiel.  Wir  wollen  hier  an  einem  speciellen  Falle,  in 
welchem  die  Fnnctionaldeterminante  F  •=  (f,  tp)  eine  Form  sechsten 
Grades  ist,  diese  allgemeinen  Betrachtungen  erläutern.  Die  Formen 
f  und  91  sind  alsdann  zwei  biquadratische  Formen 

und  ihre  Combinanten  entstehen  durch  Uebetschiebung  der  beiden 
einz^  Torhandenen  Elementarcombinanten 

Nach  dem  Vorausgegangenen  sind  die  CoelBcienten  der  Form  0 
irrationale  Functionen  der  Coefficienten  von  J^,  und  unsere  Aufgabe 
ist,  die  Beziehungen  zwischen  diesen  Coefficienten  herzustellen.  Da 
wir  es  hier  ausser  der  Combinante  F  nur  noch  mit  einer  Gombinante 
0  zu  ihun  haben,  so  wird  die  oben  aufgestellte  allgemeine  Relation 
(I)  in  einfacher  Weise  zum  Ziele  führen.  Wir  bilden  demnach  {F,  F)*, 
also  die  Covariante  k  von  J"— oj.  Da  diese  Form  Ä  — (a6)*o^^ 
aus  der  gemischten  Polare  a^a^a'  fQr  y  —  iB  =  &  hervorgeht,  so  wollen 
wir  zunächst  diese  gemischte  Polare  in  Symbolen  r,  s  darstellen. 

Wir  substituiren  zu  dem  Zwecke  in  der  Identität: 

a»  =  (rs)  tj  ^ 

für  Xi  den  Werth  Jl,  iFj  +  ig  j,- +  Aj  «< ,  dann  kommt: 

(A,o,  -f-  k^a,+  X^a.y  =  (rs)  (l,r.  +  A,r,  +  l^r.f  (A,s,  +  A,s,  +  l^s.y. 

Durch  Comparation  der  Glieder  mit  dem  Factor  ii'A,*^,*  erhält  man: 

90 aj  o^  al  =  36 (rs) r» r^ r.&tS^s,-\-%  C*"*)  5/  *■« ''y h *■  > 
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wobei  sich  die  Sumnie  über  die  sechs  möglichen  Prodacte  tod  der 
Gestalt  rl  r^  Sy  s]  erstreckt  Addiren  wir  rechts  sechsmal  das  Prodnct 
^{ri)rxryr,s,SfS,,  indem  wir  gleichzeitig  jeden  solchen  Summanden 
von  je  einem  Gliede  unter  dem  8ummenzeichen  subtrahiren,  so  findet 
man  nach  zweimaliger  Anwendung  der  Identitäten 
r,Sy~8,r^  =  (rs)(xy),  r^8.  —  8xr,  =  (rs)(xe),  r,s.  —  r,3f  =  {rs)(ife) 
die  Relation: 

90aSaJa,'  =  90(rs)r,r,r,  a^s^s.  +  9 (ra)'  ^  (a:y)*r,s,. 
Dividiren  wir  dieselbe  durch  45  und  setzen  nnn 

-7-  *  ^  T  (rsy  r,  s,  =  p5 ,  etc. , 
so  kommt: 

oder,  indem  wir  den  Productaats 

Ptp'  (*!/)  (3=2)  +  4"  ^'  (y*)*  =°  T  '^»  t^^^'  +  p'  t^y)*  I 

auf  den  zweiten  Term  rechts  anwenden: 

2  a|  o;  «;  =  2  (rs)  r^ r,  r.  s^ s„3.+pl  (y«)'  +  pyp, (xy)  (ara) .      (Jl) 
Ersetzen  wir  hierin  y  und  g  durch  b  und  multipliciren  mit  bl , 
so  kommt: 

2(abyalbl  =  2(rs)(r&)'(s6)'r,«^6J  +  (6p)*  6i.  (ni) 

Der  zweite  Term  rechts  ist  nichts  anderes  als  -r^^>  ^^'  ^^' 
Werth  des  ersten  Termes  ergiebt  sich  aus  derselben  Gleichung  (II), 
wenn  wir  darin  y  durch  r,  e  durch  s  ersetzen  und  mit  {rsjr^Sa  multi- 
pliciren; man  erhält  alsdann: 

2{rs)(ary{asyalr^3^-^pl-{rsyr^s^  +  (^r)(ps)(rs)rlsl.      (1) 
Hierin  ist  der  zweite  Term  rechts  ein  Glied  der  Ueberschiebung 

Ersetzt  man  in  der  Klammer  rechts  die  Grösse  (pry  sl-\-(_psyri 
nach  dem  Produetsatz  durch  2(j)r)(j»s)raS,  +  (rs)'j>3,  so  kommt: 

if,  pY  "  (ps)  ipr)  {rs)  rl  si  +  -J-  (rs)'  r,  «,  -  pj .  (2) 

Fahrt  man  also  in  die  Gleichung  (1)  den  aus  dieser  Gleichung  (2) 
sich  ergebenden  Werth  von  (ps)(jiir)(rs)slrl  ein,  so  erhalten  wir 

2  (ra)  («r)'  (as)<  «!  f.  s,  -  -i  l4  •  (rs)'  r.s,+  tf,  p)' , 
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oder,  weil  p|  =p  ™      (»■s)*r,3,, 

2(rs){ary(as)'air.s,  -  Sp-  +  (/■,  j)-  _  1  «"  +  |  (f,  «)'. 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  (III)  ergebt  sich  endlich 
Dach  Division  mit  dem  Factor  2: 

(r,F)'_A«.+  |-(F,  «).,  (IV) 

und  dies  ist  die  gesuchte  Fuudamentalrelation  zwischen  den  Goefficienten 
von  F  und  *. 

274.  Führen  wir  in  dieselbe  die  Symbole  a,  h  und  p  von  F 
resp.  {F,  F)^  und  ^  <P  ein,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an 

t-p'+{apyat.  (3) 

Durch  YergleicbuDg  der  Coef&cienten  von  x  auf  beiden  Seiten 
dieser  Identität  erhält  man  fünf  Gleichungen  zur  Berechnung  der  drei 
Grössen  p^  j),  p^.  Doch  lässt  sich  dieses  System  in  einfacher  Weise 
auf  eine  einzige  Gleichung  tut  die  Discriminante  P » (j)i>i)'  der 
quadratischen  Form  p  reduciten.  Ich  Ilberschiebe  diese  Identität  zu* 
nächst  viermal  Ober  /,  tmd  erhalte,  da  (i,  fy  —■  (oft)*a*  =*=  l, 

!  -=  (/■,  p")'  +  V,  (f.pyr-  (."Pf  («ft)' «;  +  («*)'  (w  <•:  • 

Der  Werth  des  ersten  Termes  rechts  folgt  aus  der  Fondamental- 
relation  (3),  indem  man  sie  zweimal  über  p  schiebt: 

Um  das  eweite  Glied  zu  berechnen,  bilde  ich  die  Ueberschiebung 
(*,!■)' 

Hieraus  folgt  direct: 

(ai)'  (Sy)'  al  -  ( /■,  (f,  p)0«  -  (t,  !.)•  +  |  J>. 
Demnach  wird 

i-2(i,I.)'  +  i-f>(^-2P).  (V) 

Bildet  man  nun  die  zweite  Ueberschiebung  dieser  Relation  Über  ;>, 
so  findet  man: 

{Ipy  -  2  (k.  j.«)*  +  I  (^  -  2  P) .  (4) 

Die  Fundamentalrelation  (3)  liefert  aber  für  (Jc,^)^  unmittelbar 
durch  viermalige  Ueberschiebung  über  h: 

(t,li")'-B-(lp)'. 
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Trägt  maa  diesen  Werth  in  die  letzte  Oleicliiuig  (4)  ein,  so  kommt: 

3(lpy-2B  +  -^-(Ä~2P).  (VI) 

Gelingt  ob  uns  nan,  die  Uebersdüebmig  (Ip)*  noch  auf  eine  zweite 
Art  darzustellen,  so  erhalten  wir  in  Terbindnng  mit  Gleichang  (VI) 
eine  Relation  ffflr  P. 

275.  Non  erinnern  wir  tms  aber  daran,  dass  die  zweimalige  Ueber- 
sehiebung  von  ^  über  l  dargestellt  ist  durcb  (vergl.  Nr.  365,  2) 

dasB  also  rechta  wiederum  die  Covariante  l  anffcritt. 

Wenn  wir  daher  die  Relation  (Y)  zweimal  über  ^  schieben,  so 
erhalten  wir  eine  nene  Relation  fOr  l,  nämlich: 

„  _  i  B!  _  2((S,  pY,  jr+\  (J,  f)\A  -  2P).  (5) 

Es  ist  aber: 

Der  Term  rechts  ist  ein  Glied  der  üeberechiebung 

((J,^,p)'-(|  *,!>)'. 
Denn  man  hat: 

((s,  ^)',  rt'  -  !^  I  (irt'^-+  (Jp)'  K  +  4('J")  (^p)*,  ^. ) . 

oder,  da  die  beiden  ersten  Glieder  rechts  die  nämliche  Corariante  dar- 
stellen, wie  mau  unmittelbar  erkennt,  wenn  man  ^  durch  (^,^j)**iJi,^ 
ersetzt,  und  da  der  dritte  Term  der  Klammer  nach  dem  Productsatz 
sich  durch  2(^p)»Ä:»  -f  2{Äj))»^  —  2{kjyp  ersetzen  lässt,  ao  wird 

((*,  J)\py^^^f.  [G{hpy^^-2(h^yp\, 
oder 

|(i,I>)*-(M'(*P)'^,-TOp, 
und  folglich 

2(*|,)«(*4«^,-|B(i,  ri>  +  jCp. 
Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  (5)  erhält  man: 

«  -  i Bi  -  I  B  (*,  ?)■  +  i  (<4,  p)"  C^  -  2  P)  +  I  üp.    (6) 

Hierin  ist  (k,  p)'  wegen  Gleichung  (V)  bekannt.  (^,  jp)'  aber 
geht  aus  der  nämlichen  Relation  (V)  durch  zweimalige  Ueberschiebung 
über  k  hervor ;  dies  liefert  nämlich: 
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(k,  /)»  =  «  =  2ik,  (t,i>)0*+  T(A,f>)'U  -  2P), 
oder: 

«  =  2(kh,y{k,p)*}^^^^  (Ji,py{A  -  2P). 

Der  erste  Term  rechts  iat  ein  Glied  der  üeberschiebong  (^,  p)*; 
deiiD  man  hat: 

(z>,  j,)'  _  (it,)'CJ?,s;„  p)"  -  ät!"  i(i,j,)'p  +  2(Sp)(i,j,)t,_i.) 

oder: 

2(U,)'Ap)'^,-2(^,i')'  +  Xl'- 
Demnach  wird: 

Wir  haben  also,  wenn  wir  der  Einfachheit  halber 

aetzen,  folgende  drei  Relational: 

i_(t,y)'  +p.f       [Tgl.  (Y)] 

f  -  (*,  ?)■  ■  f  +  (^,  p)'    +  y  ■  I    w-  m: 

(5  -  V ')  -  (*.  J')'  ■  I  +  (^.  ii)'  ■ » +  p  ■  T    ['«'■  («» 

276.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichong  mit  f *  —  -r- ,  die  zweite 
mit  — q,  die  dritte  mit  1  und  addirt,  bo  kommt: 

oder: 

Ueberschiebt  man  endlich  diese  Relation  zweimal  über  l  und  er- 
setzt Au,  Ä„i,  A^  durch  ihre  Werthe  2C+  ^,  resp.  ^  (£»  +  JC) 
und  D,  80  kommt  als  zweite  Relation  fQr  (Ip)*: 

(';-j)(2c+^-iii.+^c)+i_(w(.'-i»+§i- 

Ersetzen  wir  hierin  gemäss  Gleichung  (VI}  (Ipf  durch 
SO  kommt  nach  gehöriger  Vereinfachung: 
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OS       A    .       5B    ,   ,   AB+bC    ,        iAG  (AB*   ,    13  „-,       D\       „ 

Die  Diacriminante  P  der  quadratischen  Form  p  ist  aUo  Ton  eiaer 
Gleichung  fünften  Cirades  abhängig,  deren  Coefficienten  die  Invarianten 
der  ersten  Elementarcovariante  sind.  In  ähnlicher  Weise  würde  man 
finden,  dasa  för  zwei  Formen  dritten  Oradea  f  und  9  die  zweite 
ElementarcoTariante,  welche  in  diesem  Falle  bereita  InTariante  ist, 
durch  eine  qnadratiache  Gleichmig  sich  aus  den  CoeMcienten  der 
ersten  ElementarcoTariante  berechnen  lässt 

277.  Schhtsä)emerhi^en.  Ich  will  die  letzten  Betrachtungen  mit 
dem  Hinweis  auf  deren  Verallgemeinerung  schliesaen.  Zunächat  hatte 
Brill  (Math.  Annalen  Bd.  XX)  die  Bedeutung  dieser  ersten  Elementar- 
combinante  für  alle  übrigen  Combinanten  bemerkt,  auch  für  den  Fall, 
dass  das  zq  Grunde  gelegte  simultane  System  aas  mehr  als  zwei 
Formen  f,  <p  besteht.  Unter  anderm  zeigte  er,  dasa  sie  eine  allgemeine 
Form  ihres  Grades  ist  und  dasa  ihre  Discriminante  in  zwei  rationale 
Factoren  zerfallt.  Stephanos,  der  in  den  Gomptee  Rendus  1883 
gleichzeitig  auf  diese  Beziehungen  aufmerksam  machte,  hat  alsdann 
in  seinen  Abhandlungen:  ,^^moire  anr  les  faisceaux  de  fonues  binaires 
ayant  une  m@me  Jacohienne"  vom  Jahre  1883,  und  „Memoire  sur  la 
Theorie  des  Formes  binaires  et  sur  l'^Iimination"  vom  Jahre  1884 
dieselben  noch  eingebender  untersucht.  Er  sowohl  als  Frauz  Meyer 
(Äpolarität  und  rationale  Corven,  Seite  391)  zeigen,  dasa  die  in  unaerm 
specielleu  Falle  aufgestellte  Endgleicbung  fünften  Grades  flir  die 
Coef&cienten  der  zweiten  Elementarcovariante  im  allgemeinen  Falle, 
wenn  f  und  <p  vom  »•"  Grade  sind,  den  Grad  N ^  !•  _  — y  besitzt. 
Bezüglich  weiterer  interessanter  Resultate  müssen  wir  auf  die  citirten 
Quellen  verweisen.  Eier  sei  nnx  noch  auf  die  ümkehrung  der  im 
Vorigen  bebandelten  Aufgabe  aulinerksam  gemacht.  Man  kann  sich 
nämlich  fragen:  welche  Formen  f  und  tp  gehören  zu  einer  gegebenen 
ersten  Elementarcovariante  F  von  f  and  9?  Für  unser  Beispiel  lässt 
sich  die  Frage  einfach  beantworten.  Es  war  f'=ri,  <p  =  si,  also: 
if.  =  ri^'  —  sir^  =  Const  Fy'(yx)  +  Conat  ^^(t/x). 
Da  F  gegeben  ist,  ^  durch  eine  Gleichung  fünften  Grades  aus 
F  sich  berechnen  lässt,  y  aber  willkflrlicb  ist,  so  erkennt  man,  dass 
zu  einer  gegebenen  Form  F  stets  fünf  Schaaren  oder  lineare  Systeme 

gehSren.    Einer  solchen  Schaar  gehören  insbesondere  zwei  specielle 
Formen   an,    filr   welche   die   Invariante   i  =  0   ist,    also   die   beiden 
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Tetraeder  der  Schaar,  welche  durch  die  aus  i  >~  0  sich  ei^bende 
quadratische  Gleichung  fOr  —  bestimmt  sind.  In  einer  Mittheilung 
an  die  Soci^t^  mathematlque  de  France  (1880)  bat  Stephanos  gezeigt, 
dass,  wenn  f  und  tp  Formen  w*™  Grades  sind,  die  Zahl  der  linearen 
Systeme,  welchezu  einer  gegebenen  Functionaldeterminante  zweier  Formen 
f  und  9  gehören,  gleich  der  oben  angefahrten  Zahl  N=  7  _T\t    ■    's*- 

§  29.   Trpisohe  DaratellunB  der  Form  Beehsten  Orsdes. 

278.  AUgemeiner  FaU.  In  den  Systemen  von  Formen  gerader 
Ordnung  treten  im  allgemeinen  Falle  lineare  CoTarianten  nicht  auf. 
Dagegen  besitzen  dieselben  im  Allgemeinen,  wenn  »>  4,  stets  mindestens 
zwei  quadratische  Oovarianten  91  und  ^,  deren  Resultante  ü^,^  nicht 
verschwindet  (Vergl.  Clebsch,  „Binäre  Formen",  §  102,  Seite  140.) 
Diese  zwei  quadratischen  Formen  kSnoen  nun  unter  anderm  als  Grund- 
l^e  för  die  typische  Darstellung  von  Formen  gerader  Ordnung  be- 
nutzt werden,  wie  Clebsch  und  Gordan,  Annali  di  Mat.,  Ser.  II,,  t.  1, 
gezeigt  haben.  Denn  zwischen  vier  quadratischen  Formen  a|,  I|,  ml, 
ni  besteht  stets  die  Relation  (vei^l.  Nr.  135,  I,  worin  y  -=  a  zu 
setzen  ist) 

ol--fij™  =  1(01)'  +  m(a(iy  +  «(av)», 
wobei   A,  (t,   V  die  Functionaldeterminanten   (mn)  m^n,,  respecttve 
(MQwit,  (!»»)fcm«  repräsentiren.    Und  diese  Relation  findet  hier  die- 
selbe Verwendung,  wie  bei  den  Formen  ungeraden  Grades  die  Identität 
a.(ttß)  =  a,(aß)  —  ß,(a«). 

Wir  erheben  sie   auf  die  -^    Potenz  und  erhalten  die  Beziehfmg 

iL-f-  iHoiy +«'{<•?■)' +«('"')'}',  (I) 

aus  welcher  die  typische  Darstellung  <ron  f  unmittelbar  hervorgeht 
Es  treten  dabei  allerdings  an  Stelle  der  zwei  alten  Yariabeln  x,  x^ 
drei  neue  l,  m,  n  auf;  doch  aind  diese  nicht  von  einander  unabhängig. 
Denn  zwischen  ihnen  besteht  die  Relation  [vergl.  Nr.  134,  3,  (7)] 
Au,   Au.,    A^,    l 

Am,   ^mni    -<4inii,    f» 

~    A,n,  A^,  A„,    n 
l,     m,      n,       0 

und  somit  ist  die  typische  Darstellaug  (I)  von  f  in  der  That  eine 
binäre. 
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279.  Was  Dirn  die  Form  f-^ai  betrifft,  so  k&nnten  wir  deren 
typische  Darstellung  mimittelbar  auf  Gleichung  (I)  basirea.  Indessen 
bietet  in  diesem  Falle  die  in  Nr.  135,  (VII)  gegebene  ßelstioD  ein 
noch  bequemeres  Mittel,  zmn  i^mlichen  Resultate  zu  gelangen,  so 
lange  die  Invariante  B  von  0  Terscbieden  ist. 

Ersetzen  wir  in  derselben  nämlich  f,  tp,  i>  durch  die  drei  quadrati- 
schen Formen  l,  m,  n  des  Systemes  ron  f'=a!^,  so  geht  dieselbe  Aber  in: 


A,n    H      li 


1    Ä,„n    -^<n    nJ     nj 
ntj     t4      0    (xyy 

Entwickeln   wir    diese    Determinante 
tfaeorems  für  Determinanten  (vergl.  Bd. 
von  (xy),  so  erhalten  wir: 


Äu 


0 2IP-(yxy-2 


A.   Ä^    li 

^™.  jl™.  ml 

W  + 

1»;  »;    0 

Hilfe    des    Additions- 
Nr.  35  n.  36)  nach  Potenzen 


,   A„n  ml  «^ 

Ai»    Amt    Ann,    tll  n^ 

l*     ml    nl     0  0 

II      ml     nl      0  0 


Hierin  besitzt  der  Coefficient  von  2  (jfxY  gemäss  der  Relation 
(VI)  Nr.  135  den  WerÜi  —  2  Ü*  (y«)*,  wie  sich  aus  derselben  wiedemm 
nach  dem  Additionsgesetze  fBr  Determinanten  ergiebt.  Demnach  geht 
die  letzte  Gleichung,  wenn  wir  flberdies  y  durch  a  ersetzen  und  mit 
ai  multipliciren,  über  in: 

Au       Ai„      A,n 

l        m        n 
(aiy  (am)'  (a«)' 
280.  Entwickelt  man  diese  Determinante  nach  den  Minoren  der 
letzten  zwei  Zeilen  und  Colonnen  (Tei^l,  insbesondere  Bd.  I  Seite  72, 
Beispiel  2),  so  erhält  man: 

-2e-f-^A„{l'(f,i,'y-llm(f,mir+mHf,r)')  (I) 


l 

C«0' 

m 

(»»•)* 

n 

(»„)■ 

0 

0 

0 

0 
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(11) 


wobei  jede  Summe  sIcIl  über  drei  Glieder  erstreckt,  deren  sweitea  und 
drittes  aus  den  tu^schriebenen  durch  cfclische  VerttiaschiiDg  vod 
l  m  n  hervorgehen. 

Die  in  der  Entwicklung  rechts  auftretenden  quadratischen  Formen 
(/■,  ?)',  (/■,  »•)',  (/■,  »■)',  (f,  Imf,  (f,  InY,  (/■,  «•»)• 
sind  aber,  wie  wir  bereits  gezeigt  haben,  lineare  Functionen  der 
Covarianten  l,  m,  n.  Diese  Entwicklung  rechts  ist  also  eine  Function 
dritten  Girades  in  den  Variabeln  l,  m,  n,  und  die  darin  auftretenden 
CoefGcienten  sind  Invarianten.  Die  typische  Darstellong  von  f  ist 
also  in  der  That  durch  die  Gleichung  (I)  geleistet.  Betrachtet  man 
in  ihr  die  Covarianten  l,  m,  n  als  drei  Coordinateu  a^,  x^,  x^,  so 
stellt  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  eine  Curve  dritter  Ordnung 
dar.  Da  aber  nach  der  Schlussbemerkung  in  Nr.  278  dieselben  drei 
Goordinaten  den  Kegelschnitt 

Au     A^     Ah,    X, 

■'^Jm     -^mm     -^mn      *»       n 

hm         ^m      A,,       X^ 
Xi  Xi         Xf  0 

befriedigen,  so  erkennt  man:  Die  Wurzeln  der  Gleichung  sechsten 
Grades  f=0  werden  durch  die  typische  Darstellung  von  f  als  Schnitte 
punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  eines  Kegelschnittes  erhalten. 

281.  Der  specteHe  FaU  B  —  0.  Wir  hatten  bisher  voraosgesotzt, 
dass  B  von  null  verschieden  seL  Nehmen  wir  nun  an,  dass  S 
identisch  verschwinde,  so  dtlrfen,  wenn  die  typische  Darstellung  gleich- 
wohl möglich  sein  soll,  die  Covarianten  l,  m,  n  keinen  gemeinsamen 
Factor  haben.  Zu  dem  Zwecke  genügt  es,  dass  Au  Abb»  —  AXi  von 
null  verschieden  sei. 

Wir  benutzen  alsdann  behufs  typischer  Darstellm^  die  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formtin  gegebene  Identität  [vgl.  Nr.  135,  (Y)] 
Au    Ai„     l      I 

2vl-vl=     Abn    Am    »K       ,, 

i;     ml    {xy)*  I 
welche,  nach  {xyY  entwickelt,  die  Form  annimmt: 

j-A        lim        I 

\   t^       m*    0 
Erheben  wir  dieselbe  auf  die  dritte  Potenz  und  ersetzen  alsdann 
y  durch  a,  so  kommt: 
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Äi,-f-[Jhv(,v,af- 


Aa        Ai.       111 
A,„      A...     I»  !  I 


~Sv'-(f,  vy-iv'^(,v,«y(y,af 


+  2^2  (-,»)' 


n 


Au 
A,. 


j    A.       A^. 
A.^      I 


Am 

J»       l 

A,. 

A.,    m 

(',")' 

(«,«)'    0 

A, 

A,.       l 

A,. 

A^     m 

ik«-)' 

(•».«)'    0 

wobei  sich  die  beiden  Summen  ^    über  je  drei  Glieder  eratrecken. 

In   der   Entwicklung   rechts    verscbwiadet   das   erste    und    dritte 
Glied.     Denn  die  Invarianten 

(/■,  Vr,  (f,  vFf,  {f,  vm')',  {f,  vlm); 
welche  in  diesen  zwei  Gliedern  als  Coefficienteu  auftreten,  sind  schiefe 
Invarianten  von  den  Graden  25,  bezw.  15,  19,  17  in  den  Coeföcienten 
von  f,  sie  mOseen  daher,  da  nur  die  einzige  schiefe  Fundamental- 
invariante JK  im  Systeme  exiatirt,  diese  zam  Factor  haben,  und  sonach 
gleichzeitig  mit  R  verschwinden. 

Es  reducirt  sich  also  die  typische  Darstellung  anf: 
At,^      l 


AU  = 


n 


A.    A^ 


(III) 


ft«)'  K»)"  0 
Da  V  als  Functionaldeterminante  von  l  und  m  der  Relation  genügt 


-2v*- 


Au    Ab»    l 


av) 


l      m      0 

so  erhält  man  nach  Substitution  dieses  Wertbea  von  v*  in  die  drei 
letzten  Glieder  der  Oleichut^  (III)  auf  der  rechten  Seite  einen  in  den 
Formen  l  und  m  homogenen  cubischen  Ansdmck  von  der  Gestalt: 
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Die  Coefficienten  d  dieser  Darstellang  sind  FuDctioiieii  der  Id- 
Tariaoten  Au,  Aim,  Amm  und  ausserdem  der  Inrarianten 

(/■,  ?)•,    (/■,  >»•)•,    (/■,  !•«,)• ,   (/■,  Imy-, 
denn  die  zwei  Invarianten  {f,  v*iy,  [f,  v'inf  lassen  sich  sofort  wegen 
(IV)  auf  dieselben  reduciren. 

Von  diesen  wurde  die  erste  bereits  &aher  berechnet  (Nr.  264): 

(/■,  !')'-2A.-|-BA+{a.. 

Die  drei  andern  ergeben  sich  direct  aus  den  beiden  ersten  Ke- 
lationen  in  (3)  Nr.  366,  indem  man  dieselben  zweimal  Qber  m,  resp.  } 
schiebt.     Die  CoeMcienten  der  typischen  Darstellnng 

AU  ■  /■=  C,Z»  +  C,?»»  +  C^lm*  +  C^m^  (V) 

sind  somit  Tollstüidig  bekannte  Or&ssea. 

Weitere  specielle  Fälle  sind  in  Bezog  auf  typische  Darstellung 
noch  wenig  untersucht  worden.  In  den  „Binären  Formen"  Clebsch's 
findet  sich  noch  neben  dem  eben  besprochenen  Fall  die  typische  Dar- 
stellung von  f,  wenn  ^  ■=-  0,  B  —  0,  C  —  0,  D  und  B  von  Null  ver- 
schieden.   Es  ergiebt  sich  das  Besiiltat: 

wobei  n  und  l  reine  Quadrate  sind.     (Tergl.  a.  a.  0.  Seite  467.) 

§  30.  AoflSsmig  Bpeoieller  aieiobnngen  seohsten  Orsdes. 
282.  üeberblü^  Von  den  Gleichungen  sechsten  Grades,  welche  ver- 
möge gewisser  Invarianten-  oder  Covariantenbedingungen  deu  Charakter 
von  speciellen  Gleichungen  tragen,  sind  einmal  jene  hervorzuheben, 
deren  Invariantenrelationen  ihre  Reduetion  auf  Gleichungen  niedrigerem 
Grades  involviren,  dann  aber  auch  jene,  dnrch  deren  Invarianten- 
beziehongen  zwar  nicht  ihr  Grad  reducirt  wird,  welche  aber  durch 
andere  bemerkenswerthe  Eigenschaften  unser  Interesse  erregen,  insofern 
sie  mit  Modnlargleichongen  oder  Maltiplicatorgleichnngen  identificirt 
werden  können.  Wir  wollen  einige  wichtige  Fälle  dieser  speciellen 
Gleichungen  sechsten  Grades  im  Folgenden  eingehender  imtersuchen, 
insbesondere  um  auf  die  Art  und  Weise  hinzudeuten,  wie  die  hier 
einschlägigen  Fragen  mit  unaem  Mitteln  behandelt  werden  können. 
Der  uns  zunächst  interessirende  Fall  ist  der  Fall,  in  welchem  £  -»  0, 
und  die  Resultante  jRm  >»  —  2  A„  von  l  und  m  von  Null  verschieden  ist. 
Hieran  schliessen  sich  die  Untersnchnngen  Aber  den  Fall  ü='0,  .4„-e:0, 
die  zu  drei  ünterabtheilnngen  von  Bedingungen  Veranlassnng  geben, 
jenachdem  das  Verschwinden  von  Ar,  eine  Folge  davon,  dass  l  und 
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m  einen  linearea  Factor  gsmeinschaftlich  besitzen,  oder  daas  l  pro- 
portional »1  ist,  oder  endlich,  dass  2  oder  m  selbst  identisch  null  wird. 
Im  letzten  Falle  wird  sich  zeigen,  dass,  wenn  eine  der  drei  quadrati- 
schen Formen  verschwindet,  nothweudig  auch  die  zwei  andern  null 
werden,  and  die  Form  (f,  f)*  entweder  das  Quadrat  oder  die  vierte 
Potenz  einer  Form  zweiten  resp.  ersten  Grades  ist,  so  dass  also  nar 
noch  diese  beiden  Möglichkeiten  zu  besprechen  sind,  um  den  Fall 
B  ^  0,  Ay,  =  0  völlig  zu  erschöpfen. 

Zum  Schlüsse  weisen  wir  noch  auf  die  beiden  Fälle:  A*=~Q, 
€•=0  und  B  ■=■  Const  X  4*,  C  »- Const.  X  j1'  hin,  unter  welchen 
Bedingungen  sich  die  allgemeine  Gleichong  sechsten  Grades  durch 
lineare  Transformation  auf  Gleichungen  mit  einem  einzigen  Parameter 
rednciren  lässt. 

283.  Erster  FaU:  B  =  0,  ^„^0.  Die  typische  Darstellung 
der  Form  f=  a^  für  £  =0  am  Schlüsse  des  letzten  Paragraphen  lehrt: 
,fy erschwindet  die  Invariante  R,  so  ist  die  Gleichung  sechsten 
Grades  ^^0  algebraisch  lösbar,  und  ihre  Wurzeln  sind  drei 
Elementenpaare  einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  durch 
die  linearen  Factoren  von  v  =■  0  bestimmt  sind." 
Denn  dnrch  die  Substitution 


gebt  die  unter  Nr.  281  gegebene  Gleichung  (V)  flber  in 
Cif  +  C^f  +  CsV -\-  G.  =  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien  y,,  y,,  y,;  die  Wurzeln  von 
f^  0  werden  alsdann  durch  di^  drei  quadratischen  Gleichungen: 

(  —  yi*n  =  0,    l  —  y^m  =  0,    l  —  y^m  =  0  (1) 

geliefert  Da  nach  Yoraussetzung  A„  ^  0,  also  l  und  m  keinen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben,  so  kann  man  diese  beiden  quadratischen 
Govarianten  auf  die  cauonische  Form: 

durch  eine  gemeinschaftliche  lineare  Transformation  bringen  (vergl. 
Nr.  130),  wobei  |  und  i}  die  linearen  Factoren  von  v  =  0  sind.  Als- 
dann gehen  die  drei  quadratischen  Formen  (1)  über  in: 

cj*  —  Cgi)*  -=  0,    c,'6*  —  '^'n*  •=  0,    V'fi'  —  V»)'  —  0 
und  diese  drei  Gleichungen  repräsentireu  drei  Punktepaare,  welche  zu 
den  Punkten  £  =  0,  i]  =  0  harmonisch  liegen,  was  zu  beweisen  war. 
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284.  Zweiter  FaU;  erste  Unterabtheilung:  il  =  0,  Ar=0.  Wir 
nehmen  an,  das  Verschwinden  von  A„^AitAnm  —  Ai^  sei  dadurch 
bedingt,  dass  l  und  tn  einen  gemeinschaftlichen  linearen  Factor  a 
haben.     Da  aber  die  Bedingung  R^O  eine  lineare  Relation: 


Au  A,„,  A,^ 
A„,  A„.^  A^ 
l       m        n 


c.  l  +  c^m  +  c,rt  =  0  (vgl.  Nr.  135,  IVb) 


zwischen  den  drei  Covarianten  l,  m,  n  ioTolvirt/  so  muss  auch  »  mit 
/  nnd  m  denselben  linearen  Factor  a  gemeinschaftlich  haben. 

Die  Bedingungen  fflr  nnEem  Fall  lassen  sich  demnach  anch  in 
der  Form  schreiben 

l  =  a.r,    m  =  as,    n  =  rtt,  (1) 

wobei    die   linearen    Factoren  r,  s,  t   Ton   einander  verschieden  sein 

sollen.     Aus  diesen  drei  Bedingungen  (1)  gehen  direct  die  Relationen 

(Uy^O,     (wa)»  =  0,     (jia)'  =  0  (2) 

herYor,  während  nach  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 

a»  =  (l,  m)  =  v    ist. 

Nun  ist  aber  die  Oovariante  l  nichts  anderes  als  (f,  £)*•  und  es 
liegt  die  Frage  nahe,  ob  eine  dieser  beiden  Formen  f  und  k  den 
rationalen  linearen  Factor  a^  besitzt  Um  dies  zu  untersuchen, 
hat  man  nur  die  Ueberschiebungen  von  k,  resp.  f  Aber  a  zu  bilden 
und  nachzusehen,  welche  derselben  identisch  verschwindet.  Man  6ndet 
alsdann: 

(fcff)»ifc, —  0  (3) 

und 

wr.-o.       ■  (4) 

Die  erste  Gleichung  lehrt:  k  besitzt  den  Factor  «x  quadratisch, 
die  zweite:  f  enthält  ihn  cabisch*). 

Denn  multipHciren  wir,  um  die  Bedingungen  (2)  zum  Beweise 
einführen  zu  können,  (kaykx  mit  (»"5)^0,  so  erhalten  wir  unter  An- 
wendung des  Identitätssatzes: 

*)  Daga  die  Deutung  dieae*  beiden  Qleicbungen  richtig  ist,  kann  man  sofort 
erkenDeo,  wenn  mha  eine  Form  f^^o^  >Q>t  Bilfe  zweier  linearer  Formen  a^  and 
ß^  TermOge  der  Identität 

darzuatellen  rersucbt  Firhebt  man  dieselbe  anf  die  n"  Potenz  und  entwickelt 
rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsatz,  so  ergiebt  eich  nomittelbac  unter  der 
Voraosseteung  (f,  o)"~*  =■  0,  dass  f  den  Factor  o*+'  besitzt. 
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(*o)'J;,(rs)  =  (*i,)>((*s)r,— (tr)«,|  —  (i,  a's)'  —  (k,  «•,)' 

^  (««)*  —  (»»«)*  ^  0, 
Da  aber  (r$)  ^  0  ist,  so  musB  (kaykx  •—  0  seio.  Es  enthält  deai- 
uadi  in  der  That  k  den  Factor  a^  sweifacb,  und  folglich  nach  der 
Theorie  der  biquadratiechen  Formen  auch  die  Hesse'sche  Fonn  ^  von 
k.  Weil  sich  »an  aber  alle  zweiten  Ueberschiebungen  toq  f  über 
l,  m,  n  als  lineare  Functiooeu  von  k,  ^,  P,  Im  daretellen  lassen,  so 
niass  auch  jede  dieser  Formen  (/",  I)*,  (f,  m)*,  (/",  «)*  den  linearen 
Factor  a  quadratisch  enthalten,  d. 'h.  es  muag  sein: 

(f,  ly  ^  a^^{a«)  (ar)  ^  al  ■  v>  (5) 

(f,  ,„f  =  aj(a«)  (as)  =  a»  ■  (C,  (Ö) 

wo  9)  niid  ii>  quadratische  Formen  sind,  die  für  x  =^  a  uicbt  rer- 
scbwinden.  Ueberschiebt  man  diese  beiden  Formen  dreimal  über  a', 
so  müssen  diese  Ueberschiebungen  wegen  (a,  a)  =  0  verschwinden, 
d.  h.  man  hat: 

(«^  ■  9 ,  0^)*  =  «^  (««)■'  (rtr)  ^  0 
(«1  ■  ^,  «*)*  =  a^(aa}'(as)  =  0. 
Multipliciri  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  —  s, ,  die  zweite 
mit  r^  und  addirt,  so  kommt 

o.  (<■«)'  ((».)  r.  -  (ar)  >.)  -  ri  (o«)'  (rs)  -  0, 
oder: 

o3(o")'-0, 
d.  h.  f  besitzt  den  Factor  «,  cubisch.     Man  hat  also  den  Satz: 

„Haben  die  drei  quadratischen  Formen  /,  m,  n  einen  gemein- 
samen Factor  Ui,  so  besitzt  f  denselben  dreifach." 
2S6.    Umkehnmg.   Diese  Bedingungen  sind  nötbig  und  hinreichend. 
,Deim  besitzt  f  den  Factor  a,  dreifach,  so  ist  zunächst 
«*(««)*  =  0. 
Multipliciren  wir  anderntheils  (kaykx  mit  a^,  so  erhalten  wir: 


oder,  weil  beide  Terme  rechts  gleich  sind: 

(kayk^  ■  aj  =  {aby(atty{ba)b^-a* 

=  (a«)*(6a)6^-  {ö^(tia)  —  a,(ta)}*. 
Entwickelt  man  rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  und  führt 
die  Multiplication  aus,  so  besitzt  jedes  Glied  den  Factor 
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Es  verschwindet  demnach  auch  die  linke  Seite;  folglich  besitzt  k  and 
mit  ihm  ^  den  Factor  cd  quadratisch.  Daraus  ergiebt  sich  endlich 
unmittelbar,  dass 

(i.)<-(m«)'-(««)>-0. 
Denn  es  ist: 

(1,  «")■-(«*)'('■'')', 

also 

«*  (lay  =  {aay  { Jc^  (aa)  -  o.  (Ao)  j  *  -  0, 
weil 

(kayK  =  0,  (aayal=0. 
Ferner  ist: 

also 

f^{may  =  {kay  {k^{la)  —  l{ka)]^  =  0, 
weä 

{kayk^-^O,  {iay  =  o. 
Endlich  ist: 

{nay=(kmy(ktty, 
also 

a"  {nay  =  {k  «)*  { A,  {ma)  —  m^  (ka) }  *  —  0, 
weil 

{kayk,  =  0,    (ma)*  =  0. 

Die  drei  quadratischen  Formen  {,  m,  n  besitzen  also  in  der  That 
einen  gemeinsamen  Factor  a  und  es  ist  demnach  R-^O,  A„  '~  0. 

286.  Zweiter  FaU;  etceite  ünter(ä>theiUt»g.  Die  Resultante  von  I 
und  m  verschwindet  aber  auch,  wenn  l  und  m  zwei  lineare  Factoren 
gemeinschaftlich  haben,  d.  h.  wenn 

m  —  e-l,  (l) 

wo  Q  eine  Proportionalit&tsconstante.  In  diesem  Falle  ist  aber  aacb 
n  nur  bis  auf  eine  Constante  von  l  und  m  verschieden.    Denn 

n  =  (Ä,  my  =  Q  (k,  ly, 
und  da  (k,  ly  -»  m,  so  hat  man: 

«  ■=  p  •  m  =  9*  •  i. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  aber  gilt  zunächst  der  Satz: 

„Sind   die   drei  quadratischen  CoTarianten   l,  m,  n   einander 

proportional   und   von  null  verschieden,  so   kann  Au    nicht 

verschwinden." 

Wir  beweisen  diesen  Satz  indirect.    Ware  nämlich  ^  =*  0,  also 

l  und  damit  auch  n  und  m  ein  volles  Quadrat,  so  hätte  msm  zunächst 

Äu=~2G+~~=0  (vgl.  Nr.  267) .  {2) 
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(/■,»)'--|*+f  <4  +  i»'     1 


(3) 


Demnach  ist 

fr.»- 

f')'■=-^+ 

f^ 

oder  wegen  (2) 

fr«-f') 

-(sc 

Weil  aber 

«  =  (»*/,  30  iat  auch 

(A» -?')■= 

=(^' 

und  also  durch 

Comparation 

(/■,0'- 

6? 

,-pP.  (4) 

■|)(r,0'  (5) 


Nun  soll  aber  l  das  Quadrat  einer  linearen   Form  tCa  sein;  dem- 
nach können  wir  die  letzte  Gleichung  auch  schreiben: 

(f,  a')*  =  {o«)*a*  =  g^5a*  =  0onst.x«^. 
Durch  einmalige  Ueberschiebung  dieser  Gleichung  Über  a^  folgt: 
(aayal  =  0, 
ä.  h.  /'besitzt  den  Factor  a^  Tieriach. 

Dann  ist  aber  auch  k  das  Biquadrat  von  a.   Denn  iu  der  Gleichung 
a\h,  «)  =  (a6)*a*.a,ft;(o«)  =■  (aa)o,6J  ((a«)6,  -  (6«)«^}* 
verschwindet    wegen    (attfa^  =  {bafb^  =  0   die    ganze   rechte   Seite 
und  es  ist  sonach 

{k,  a)  -■  0,    also    k  =  Const.  x  «*. 
Bilden  wir  daher  die  Covariante  l,  also  die  vierte  Ueberschiebung 
von  f  über  k,  so  ist  diese  vierte  ueberschiebung  null,  weil   sowohl  /' 
als  k  den   linearen  Factor   a,  vierfach   besitzen.      Es   wäre   demnach 
unter  der  Annahme  Ät,=~0 

(.f,i)'-l-0, 
das  ist  aber  gegen  die  Voraussetzung,  und  sonach  muss  A,,  ^  0  sein. 
287.  Schärfere  Formuiirung  tmserer  Foraussdmnge».  Wir  können 
nun  unsere  Bedingungen  schärfer  abgrenzen.  Sind  die  drei  quadra- 
tischen Formen  einander  proportional,  so  mups  l,  wegen  Au^O,  zwei 
von  einander  verschiedene  lineare  Factoren  besitzen,  d.  h.  es  muss  sein: 
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m=  (fl  =  (f-a-ß     uad     B  ■=  p'  •  a  •  (S, 
wo  a  und  ß  die  beiden  linearen  Factoren  sind.    Es  ist  demnach 

{ißy  —  o,.(mßy  =  o,  {»ßy^o.  -^ 

Da  aber: 

nt  =  ffa-ß  =  (k,iy  =  <f{k,  aßy 

ist,  80  erhalten  wir  hieraus: 

((i-,  ««',«■)• -ft«-«'- Ol 
und  ebenso:  {k,  ajS')*="0) 

Ebenso  folgen  aus  diesen  Gleichungen  (1)  für  die  Form  ^  die 
beiden  Relationen: 

(^,«'«-0) 

wie  man  erkennt,  wenn  mau  diese  Ueberschiehungen  mit  {aßy  mvHü- 
plicirt,  und  alsdann  (ttßy{kk^y  nach  dem  Identitätssatze  entwickelt 
Nun  sind  die  zweiten  Ueberschiehungen  von  f  über  l  und  m  lineare 
Functionen  von  k,  J  und  P.  Wenn  wir  daher  (/",  l)'  und  (/",  «)* 
noch  viermal  über  a^-ß  schieben,  so  verschwinden  die  so  entstehenden 
Invarianten,  d.  h.  es  ist: 

In  die  Relationen  (2^)  k5unen  wir  noch  die  Sjmbole  von  /  ein- 
führen.   Es  ist: 

(i,  a'ßy~{aby{al¥^,  «»/JJ*  -  (a&)*(fl«)'(Ä«)(6/»)  -  0- 
Blultipliciren   wir   diesen   Ausdruck   mit  (ußy,   und    wenden   auf 
(aby(aßy  den  Identitätssatz  an,  so  kommt: 

0  -  (»J)' («ft* (<.«)•  (6«)  (6«  -  (»-)' (6«)  (bß)  I (a»)  Qiß-)  -  (6«) (S«  I'. 
Entwickelt  man  die  rechte  Seite  nach  dem  binomischen  Lehrsatz, 
so  findet  man,  dass  alle  Glieder  bis  Euif  das  erste  w^en  der  Re- 
lationen (3)  für  sich  allein  verschwinden.  Es  muss  sonach  das  erste 
Glied  selbst  null  sein,  d.  h.  wir  haben  statt  der  Relationen  (1)  die 
beiden  folgenden: 

(o«)'.(».)(a«>-01 

(<.«■•(««(».)• -o|'  w 

wobei  die  zweite  aus  der  ersten  durch  Vertauschung  von  tx  mit  ß  ge- 
wonnen wurde.  Hiezu  treten  die  beiden  Relationen  (3),  welche  wir 
schreiben  k&nnen: 

(»«)•(,«■ -Ol 

(aß)'(aay=.Ol  '•  ' 
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Die  vier  Uleichangen  (4)  und  (5)  mflssen  also  znaammen  bestebea, 

weno  flt  E=a  p-i  nsi  ff.a-ß  und  n  =  if*-cfß  ist 

Nun   kann   das   erste  Gleichungapaar  (4)  aus  drei   verschiedenen 

Uraachen  verBchwinden.     Es  kann  sein 

{««)«  =0,       (a^)(a«)*  =  0*)  (I) 

(aa)"         =0,      {aßf         =0  (2) 

(ö«)  {aßf  —  0,      {aß)  {aay  —  0.  (3^ 

Demnach  spaltet  eich  der  Fall 

in  drei  Gruppen,  deren  jede  wir  nun  einzeln  untersuchen  wollen. 

288.  Erste  Gruppe  mm  Bedingungen.    Es  eei: 

(««)•  -0,  (1) 

(a«)'(»«-0,  (2) 
und  hiezu 

(aay(aßy  =  0,  [S) 

(a/J)*(oß)»  — 0.  (41 

Sondert   man  von   den   ersten   drei  Bedingungen    einen    Monienl 
den  Factor  (aay,  ab,  so  sind  die  übrigbleibenden  Factor^i 

(a«)>,    (a«)(o«,    (»/))• 
die  Coef&cienten  ron  ec^  und  ß^  in  der  Entwicklung 
(««■«;-  {(a««.-(<.»)|S,)>. 
Multiplicirt   man  demnach  diese  Relation    wieder   mit  (attf,    no 
kommt: 

(»«)' «;(««•  -  (oo)*(««'«:  -  2(o.)'(».)«.^,  +  (»«)■«  -  0. 
Es  ist  daher: 

(flc)*o»  =  0,  d.  h. 

„der  Factor  a^  ist  ein  cnbiscber  Factor  von  f. 
Dieser  Fall  fahrt  also  zu  dem  nämlichen  Resultaten  wie  der  bereits 
vorhin  behandelte: 

l  •=  ar,    m  =•  as,    n  =  at. 

289.  Zweite  Grtqipe  von  Bedingungen.   Es  mSge  ferner  stattfinden: 

(»")■     -"•  (»«•     -"l.  (11) 

(o»)'(a|S)'-0,      (o«'(<.»)'-0(  '■"> 

Versucht   man   die   Form  f  mit   Hilfe   der   linearen  Factorea  a^ 

und  ßt  darzustellen,  so  erhält  man  aus  der  binomischen  Entwicklung 


•)  Der  Fall  (o^*  —  0,  (oo)  (aß)'  —  0  ist  nicht  Terscbiedeu  von  (1);  denn 
er  entsteht  dnroh  Tertaiuohung  von  a  mit  ß. 
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unter  ÄBwendung  der  Relationen  (IT)  das  fi«suUat: 

(a«'  o; 6(a«(a«) «.  ß,  j(««'.;+f  (ofl>(o«)' .;  ßi  +  (oa)'  «j , 

d.  h.  die  Form  secheten  Grades  zerfällt  in  das  Product  einer  biquadra- 
tisclieu  Form  yf,  multiplicirt  in  die  CoTariante  1  =  aß.  Die  Gleichung 
sechsten  Orades  kann  also  in  diesem  Falle  durch  Division  mit  der 
bekannten  Covariante  l  auf  eine  biquadratische  reducirt  werden.  Der 
biquadratiache  Factor  steht  aber  noch  in  engerem  Znsammenhange 
mit  I.  Untersucht  man  nämlich  wie  bisher  auch  die  Ueberschiebungen 
von  k  über  Potenzen  von  a  und  ß,  so  zeigt  sich,  dasa  die  vierte  Ueber- 
schiebuug  von  k  über  a'ß  und  Ober  ß^a  verschwindet.  Denn  man 
erhält,  wenn  man  um  auf  die  Bedingungen  zu  gelangen, 

(kaf  (kß)  =  2  {aiy  (aaf  (ba)  (bß) 

mit  (aß)*  multiplicirt: 

(oj)' (««'(««)■  (6«)  (»«-(»«)■(»«)  (6«{  (»« («°) -(«« (i«)  r 

-  (»«)•(»<.)  (bßf  -  4(6«'  (baf  (a«)'  (»«  +  6{a«)'  (a«'(W)>  (bß)' 

-  4((.<.)'(J«>(a«)'(a«'+(»«'(»«)'(i«)'(6«  -  0. 
Es  ist  also  in  der  That 

(k,  a*ß)*  =  0     und  ebenso     (k,  ß^af  —  0, 
und  deshalb  auch  [vgl.  Nr.  287  (2.)  und  (2^)] 

(^,  t^ß)*  =  0     und     (^,  ß'a)*  —  0 . 

Will  man  also  k  oder  d  durch  a  und  ß  darstellen,  so  verschwinden 
aus  diesem  Grunde  die  Coefficienten  der  ungeraden  Potenzen  von  «j 
und  ßx,  d.  h.  k  sowohl  als  J  werden  dadurch  in  die  Normalform 
transformirt  Demnach  sind  a  und  ß  gemäss  der  Theorie  der  biqaadra- 
tischen  Formen  (vgl.  Nr.  179)  nichts  anderes,  als  die  linearen  Factoren 
einer  der  drei  irratjonalen  quadratischen  Govarianteu,  in  welche  die 
Form  t  von  k  sich  spalten  lässt,  d.  h. 

„Die  Form  f  ist  das  Product  einer  biquadratiscben  Form  in 
einer  ihrer  irrationalen  quadratischen  Covarianten." 

290.    Dritte  Grippe  von  Bedifigwtgm.    Ist  endlich: 
(o«)(a^)«-0,    {aß){aaf-(i, 
(a^yiaßy^O,     (a^)*(ö«)»-0, 
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30  reducirt  sich 

|(«())<..r-  [{aß)«,-(a„)ß,)' 
auf  äie  drei  Glieder: 

(««<o5  -  (oO)'ri  -  20(««>(o«)'«3«  +  iaa)'ßl, 
d.h.  f=-0  reducirt  sich  durch  die  Substitution  o^  =*, ,  ^J  =  a^  auf 
eine    quadratische   Gieichung.     Untersucht    man    überdies    die    Ueber- 
schiehungeD  von  k  über  a  und  fi,  so  findet  sich,  dass  nicht  nur 

(k,  a'ßY  =  0     und     (&,  aß^  =  0, 
sondern  auch,  dass 

(jfca)*  =  0     und     (kßy  =  0, 

wovon  man  sich  leicht  auf  dem  nun  schon  öfters  eingeschlagenen 
Wege  fiberzeugen  kann.  Daraus  geht  aber  hervor,  dass  k  das  Quadrat 
von  l  ist;  denn  in  der  binomischen  Entwicklung 

htiaßY^  {(*iS)a.-(*«)^.j* 
verschwinden  alle  Glieder  bis  auf  das  Glied  (ka)*  {kß)*  al  ßl . 

391.     Zus(»r»nenfassung  der  Besidtate.     Wir  haben   demnach  fol- 
gende Sätze:     Ist 

m  ^  ^  ■  l  ^  Q-a-ß, 
so  ist  * 

1)  entweder  Ux  ein  cubischer  Factor  von  f,  und  a,  ergiebt  sich 
rational  nach  der  Methode  für  Aufsuchung  des  grSssten  ge- 
meinschaftlichen Theilers  von  f  und  l, 

2)  oder  /'zeriallt  in  eine  biquadratische  Form  und  die  Covariante  /, 
welche  zugleich  Factor  der  Form  t  von  jener  Form  k  ist, 

3)  oder  endlich  f  lässt  sich  durch  die  Substitution 

*i  =  «i  j  iCg  =  ßl 
auf  eine  quadratische  Gleichung  rednciren. 
292.  Zweiter  FaÜ;  dritte  ünierabtheihtng.  Die  Resultante  Ä„  ver- 
schwindet endlich  auch,  wenn  eine  der  quadratischen  Formen  l  oder  m 
null  ist.  Terschwindet  /,  so  ist  t»  a  priori  null,  da  ja  m  i=  (k,  If  ist. 
Man  kann  aber  auch  beweisen,  dass,  wenn  m  -=  0,  nothwendig  auch 
l  verschwinden  mnss.  Nehmen  wir  nämlich  an,  l  sei  >0,  weitn 
tn  =  0,  dann  ist  wegen 

0  =  (^,  w)^  =  -^  m  +  ^  I  (vgl.  Nr.  265,  2) , 

^1  =  0,    also     G  =  0, 

nnd  demnach,  da  ja  A^  =  (l,  m)*  =  0  =  y  {B"  +  ÄC)  auch  B  —  0. 
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Es  ist  aber 

und  somit  verschwindet  auch  Au. 
Nun  ist  (vgl.  Nr.  266,  5) 

0  =  (/,  t»r  =  Y  +  f  *  +  g  ^, 
also 

Schiebeo  wir  andemlheils  (f,  m)*  zweimal  über  f,  so  erhalten  wir 

((/■,»)",/)■ -T(''.n'  + Tt^.fl" 

Dieser  Aasdruck   ist  null,   da  (f,  mf    verschwiadet;  da  aber   {    nach 
Annahme  von  null  Terschieden  sein  soll,  so  ist 

Schieben  wir  diesen  Ausdruck  sweimal  über  h,  so  kommt 

(^,t)>+4^-o_|/-+4^. 

Daher  ist: 

Es  mÜBste  also  auch  wegen 

I*  ~>  0  sein,  was  gegen  nnsere  Annahme  ist 

Wenn  also  eine  der  drei  quadratischen  Formen  verschwindet,  so 
verschwinden  auch  die  beiden  andern. 

Nehmen  wir  nun  an 

(1)  i  — 0,     (2)  Ä^O. 

Dann  ist,  wegen  (/",  I)*  —  2^  +  y  i  =  0 

d.  h.  nach  der  Theorie  der  biqnadratischen  Formen:  i  ist  entweder  ein 
volles  Quadrat,  etwa 
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oder  auch  Jt  iai  ein  Biquadrat,  etwa 

Im  ersten  Falle,  in  welchem  (aß)  ^0,  ist  also  nach  Torauasetsung 

(-=(/■,  ft)*  =  0 . 
Weil  aber  nach  Nr,  253  (1)  in  jedem  Falle  (f,  hy  gleich  null  ist,  so 
bat  man  auch:  - 

da  die  ElementareoTarianten  rechts  verschwinden.    Ersetzen  wir  links 
k  durch  it*ß^,  so  erhalten  wir 

»J(»«)(««|«,(o«  +  ft(a«))_0. 
Nun  sind  a  und  ß  von  einander  rerschieden  und  da  diese  Relation  fflr 
jeden  Werth  von  y  gilt,   so   müssen   die  Coefficienteu   von  a^   und  ß, 
einzeln  verschwinden,  d.  h.  es  muss  sein: 

ai(aa)(aßy  =  0 
a^(fl«)'(a^)  =  0. 

Multipliciren  wir  die   erste  Gleichung  mit  a^,  die  zweite  mit  —  ß^ 
und  addiren,  so  kommt: 

ai(aa)(aß)  t(aß)a,  -  {aa)ß.)  -  ol(a o) (»fl (« /))  _  0, 
also: 

a^{au){aß)—(i. 

Versucht  man  daher  al  vermittelst  der  Identität 

«•(.«•-((«/5)»,-(»«)fc|' 
darzustellen,  90  reducirt  sich  die  binoiniscbe  Entwicklung  in  diesem 
Falle  auf 

»S(<.«< -(««•«; -(<.«)'«, 

d.  h.     „Die  Form  f  reducirt  sich  auf  eine  binomische  Gleichung,  wenn 

iJ  =  0,     1  =  0,     i  — «»/J».« 
Ist  aber  neben  1  =>  0  die  Form  h  ein  Biquadrat,  also 

dann  ist  immer  noch: 

(/■,  *)'-o, 

also  wegen  (1) 

d.  h.     n^^  Form  f  besit-zt  den  linearen  Factor  a  vierfach." 

Umgekehrt:     Besitzt  f  einen  vierfachen  linearen  Factor  a,  so  ist 
h  ein  Biquadrat  und  l  identisch  null.    Denn  es  ist  dann: 
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«•(fttf)-.{a6)*a*-(a«)«^/Jl 

-»  (aa)atbl  {{aa)b^  —  (6a)aj,}* 
■=  0,     wegen  oi  (««}'  ■=  0. 
Also:  Qc,  a)  =  0,    d.  h.  fc  =  «i  . 

Deahalb  ist  aber  auch  (/",  *)*  =  0,  d.  h.  i  =  0,  wie  behauptet 
wurde. 

jlflWMrihmjj.  Ist  k  identisch  null,  dann  ist  f  entweder  eine  Octaeder- 
fonn  und  kann  nach  der  in  Nr.  195  gegebenen  Methode  aufgelöst 
werden,  oder  f  besitzt  einen  linearen  Factor  a,  mindestens  (OnH'ach 
[Tgl.  §  19,  Ober  die  Formen,  für  welche  (/",  f)*  —  0]. 

293.  Dritter  Fall:  ^  =  0,  C  — 0.  Wir  wollen  endlich  noch 
zwei  Fälle  erwähnen,  in  welchen  die  InTariantenrelationen  zwar  nicht 
auf  algebraisch,  so  doch  mit  Hilfe  elliptischer  Functionen  lösbare 
Gleichungen  herfahren.  (Vgl.  Clebsch  g  114  der  „Binären  Forme»".) 
Bildet  man  nämlich  das  Formensystem  der  Modulargleichung  (Jacobi, 
„Fundamenta",  S.  27)  mit  dem  einen  Parameter  u: 

jfi  +  4„V  +  öwV  —  5«**»  —  4m«  —  ««  -=  0  (1) 

fflr  die  Transformation  Hinfter  Ordnung*),  so  zeigt  sich,  dass  die  In- 
Tarianten  Ä  und  C  identisch  verschwinden.  Umgekehrt  bat  dann 
Clebsch  (a.  a.  0.)  gezeigt,  dass  f—'al  sich  durch  eine  lineare  Trans- 
formation in  die  Form 

?>-S'  +  B6V+16£"l'-42J.I»~6ii'  (2) 

mit  dem  einen  Parameter  Z,  welche  aas  (1)  durch  die  Substitution 


1 

hervorgeht,  stets  tlbernihren  lässt,  sobald  ihre  Invarianten  Ä  und  C 
rerschwtnden.  In  diesem  Falle  besitzen  die  beiden  quadratischen  Co- 
varianten  l  und  p.  einen  gemeinsamen  Factor  und 

ist  die  erwähnte  lineare  Transformation  der  Form  f  in  ip. 

*)  Zur  Brkl&rnng  mOge  biet  beigefügt  werden:    Ist  k  der  Modal  des  ellipti- 
■chen  Intwrali  /  -  ■■■    —  ,  1  der  Modul  des  neuen  Integrals,  daa  am 

ihin  darcb  eine  Tntniformfttion  fflofter  Ordnung  bervorgebt,  dann  besteht  iwiechen 
V^t  — w  und  Yl  —  v  die  flleichang  (1). 
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294.  Vierter  Faü:  B=l-A*  C-^—J-A'.  Eine  zweite 
Gleicbimgsgattuag  mit  einem  einzigen  Parameter  repr^entirt  die 
Mnltiplicatoi^leichnng  von  Brioscbi: 

a«-4^  +  256*»Ä'*(£+ 1)  =  0,    (A'*=l-i;»),  (3) 

auf  welche  die  Frage  nach  dem  Multiplicator  Jff  fQhrt,  vermöge  welchem 
die  Beziehang  besteht: 

dy     ^  1     __^       dx 

Dieser  Multiplicator  M  hängt  mit  v  in  (1)  durch  die  Gleichnng 

und  mit  e  in  (3)  dnrch 

zusammen.    Setzt  man  in  (3)  ^  =  A '  -  ,  so  kann  man  sie  nach  Clebech 
in  der  Form  schreiben: 

«o£*  +  6a, 6»,  +  ^th-W  +  «Ol'  -  0,  (4) 

wobei 

aj  =  l|!(».Ait«Ä'»,    08  =  256  p  ■***'» 
nnd 

Oo*^  +  9«,a5=-0. 
FOr  diese  Gleichung  (4)  findet  man  nun  durch   directe  Rechnung  die 
beiden  sie  charakterisirenden  Inyarianteneigenscbaften : 

B-^A'.    C ±^A>, 

ond  umgekehrt  sind  dieselben  genfigend,  um  die  allgemeine  Form  f 
durch  die  aus 

—  8  («i'ö«*  +  V  V)  %-n  =  ^  —  ^^ 

sich  ergebende  IVansfoimation  in  die  Form  (4)  Überzufahren. 

AnmerTttmg  1.  Die  Uodulargleichung  (1)  wurde  von  Hermite  zur 
Auflösang  der  Gleichung  fünften  Grades  benutzt.  Er  fand,  daas  diese 
Gleichung  sechsten  Grades  eine  Resolvente  fünften  Grades  besitzt, 
für  welche  (7  — >  0  ist,  die  sich  also  in  die  Form  brittgen  lässt: 
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Brioachi  dagegen  ging  von  der  Multiplicatorgleicbong  (3)  aus  und 
kam  von  dieser  auf  dieselbe  Keeolvente  wie  Hermite,  (Vgl.  die  dies- 
bezüglichen interessanten  historischen  Entwickluagen  in:  Klein,  „Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder",  insbesondere  §  3,  S.  144.) 

Aitmerkung  2.    Ich  erwähne  hier  noch  der  Vollständigkeit  halber 
die  beiden  BriU'schen  Normalformen  der  Gleichung  sechsten  Grades 

afi  +  2p3f'  +  33«*  +  4»-x»  +  3«»  +  2y«  +  3  —  0 

afi  +  aa^-^ba?-\-cx^+  1  =0, 
in  welche  sich  jede  Gleichung  secfaBten  Grades  nach  Adjunction  einer 
Wurzel  einer  Gleichung  fünften  Grades  (vgl.  Nr.  273—276)  linear  trans- 
formiren  lasst.    Die  Diecriminante  dieser  Gleichungen  zerfallt  in  zwei 
rationale  Factoren  (vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  XX,  S.  330). 

§  31.    Simultanes  System  einer  qnadratisoben  und  oubisohen  Form. 

295.  Allgemeine  Betrachtungm.  Die  simultanen  Systeme  mehrerer 
binärer  Formen  spielen  in  vielen  Problemen  der  Mathematik  eine  her- 
vorragende Rolle.  Ich  erinnere  nur  an  die  Lösung  der  Gleichung 
neunten  Grades,  welcher  die  neun  Wendepunkte  einer  Gurre  dritter 
Ordnung  geniigen,  an  die  Dreitheiluog  elliptischer  und  hjperelliptischer 
Functionen,  an  die  Reduction  elliptischer  Integrale  erster  Gattung 
auf  die  Normalform,  an  die  Theorie  rationaler  Curven,  an  die  Unter- 
suchungen über  apolare  und  involutorische  Systeme  etc.  Es  erscheint 
daher  angezeigt,  an  Beispielen  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  derartige 
Systeme  aufgestellt  werden.  Die  einfachsten  und  sofort  al^emein  zu 
behandelnden  derartigen  Systeme  sind  simultane  Systeme  von  n  linea- 
ren Formen,  die  aus  den  «  Formen  selbst  und  den  — -5 —  Deter- 
minanten (ab)  bestehen;  ferner  das  simultane  System  von  n  quadra- 
tischen Formen,  das  wir  bereits  früher  aufgestellt  haben.  Es  bietet 
auch  wenig  Schwierigkeiten,  die  Formen  des  vollständigen  Systemes 
zu  ermitteln,  das  entsteht,  wenn  ein  bereits  bekanntes  volles  System 
mit  dem  vollen  System  von  n  linearen  oder  n  quadratischen  Formen 
Qberscboben  werden  soll.  D^egen  werden  die  Untersuchungen  bereits 
compUcirter,  sobald  es  sich  auch  nur  um  das  simultane  System  von 
zwei  Formen  handelt,  von  denen  keine  quadratisch  oder  linear  ist. 
Wir  werden  demnach  im  Folgenden  zwei  Beispiele  ins  Auge  fassen; 
in  dem  ersten  wird  eine  der  Grundformen  eine  quadratische  Form  sein, 
die  andere  cubisch;  im  zweiten  werden  beide  Formen  den  dritten  Grad 
besitzen.  Wir  wenden  uns  nun  dazu,  das  simultane  System  einer 
■  quadratischen  und  cubischeu  Form  zu  studiren. 
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S96.    Disposition  der  Aufgabe.    Die  beiden  gegebenen  Formen  seien 

f-'l,    9-'l; 

das  yoUe  System  von  f  besteht  aus  den  zwei  Formen 

f,  ^,j, 

das  von  9  aus  den  vier  Formen        « 

9=,    z/,    Q,    B^Äjj.  (2) 

Dnrch  Ueberschiebnng  vollständiger  Systeme  entstehen  wieder  voH- 
ständige  Systeme.  Das  volle  simultane  System  von  f  and  <p  erhalten 
wir  also,  wenn  wir  Producte 

mit  Prodncten 

r-r-'^'-Q'-A'j^ 

(Iberschieben,  d.  h.  mit  einander  mn)tipliciren  nnd  auf  alle  möglichen 
Arten  zur  Faltung  bringen.  Da  bei  der  Faltung  Invarianten  nicht 
betheiligt  sind,  und  da  femer  Q  Functionaldeterminante  von  9)  nnd 
^  ist,  so  können  wir  in  diesen  Prodncten  von  Factoren  Ä/f  und  Äjj 
absehen  und  höhere  Potenzen  von  Q  nach  der  Belation 

C--i  [d'  +  Ä^^v') 

durch  ip  und  ^  ersetzt  denken.  Unsere  Aufgabe  redncirt  sieh  daher 
darauf: 

„Alle  jene  nicht  zerfallenden  Formen  zu  finden,  die  aus  den 

Faltungen 

hervorgehen,  wenn  9,  x,  X,  a  alle  möglichen  Werthe  an- 
nehmen." 

Wir  gehen  hiebet,  wie  früher,  schrittweise  vor,  indem  wir  zunächst 
solche  Producte  V  mit  ff  falten,  die  nur  eine  Form  q>",  oder  ^J'',  oder 
Q  enthalten.  Erst  in  zweiter  Linie  werden  Faltungen  mit  Pro- 
ducten  V  untersucht,  die  mehr  als  eine  der  drei  Formen  zu  Factoren 
haben, 

297.  Erste  Orwppe  von  üä>erseki^tngm.  Wir  haben  demnach 
zunächst  zu  untersuchen:  Zu  welchen  Formen  geben  die  Ueberschie- 
bnngen 

Veranlassung?  Ana  dem  ersten  Operationsymbol  ei^eben  sich  nur 
zwei  Formen: 

(f,  J)     und     (/■,  ^y~Afj, 

äotdan,  InTUiulsn.  ü.  Sl 
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wie  aus  der  Theorie  zweier  quadratischer  Formen  bekannt  ist  Das 
zweite  Operationssymbol  fahrt  zunächst  zu   folgenden   sechs  Formen: 

(/■,  V),   (f.  »)',   (T,  9)',   (P,  r')',   (/',  v'f,   (T,  9')'- 

Von  diesen  sind  aber  die  vierte  und  fönfte  Form  peducibel.     Denn 

(f,  V*)*  enthält  das  zerfallende  Glied  (/",  ^f  ■  if,  ipf 
und 

(r,  v*)'    „     ,,      „       „  (r,vY-(r,vy- 

Die  vier  anderen  Formen  weisen  dagegen  keine  zerfallenden  Glieder  anf. 
Höhere  Potenzen  von  f  und  ip  brauchen  nicht  mehr  Qberschoben  zu 
werden.  Denn  jede  solche  Üeberschiebung  {fv,  (fy"')"  würde  a  priori 
ein  Glied  besitzen,  welches  zerfallt,  nämlich  das  Glied 

Das  dritte  Operationssymbol  endlich  liefert  Oberhaupt  nur  drei  Formen 

(«,  rt,  («,  fl",  iQ.ry, 

von  denen  die  erste  als  Fuoctionaldeterminante  einer  Functionaldeter- 
minante  reducibei  ist,  während  die  beiden  anderen  Formen  in  das 
System  aufgenommen  werden  mOssen. 

298.  Zweite  Gruppe  von  Ufi>erscki^m«gen.    Wir  Dberschieben  nun 
Producte  V  über  fi  von  der  Form 

Allein  da  die  drei  ersten  Producte  den  Factor  J  besitzen,  so  wird 
jede  der  Ueberachiebungen 

ein  Glied  enthalten,  welches  eine  Potenz  von  A^^t  zum  Factor  hat, 
also  zerfällt     Es  erübrigt  daher  nur  noch,  die  Ueberschiebungen 

(/■«,  f«)- 

zu  untersuchen.  Hiebei  muss  a  a  priori  grösser  als  3  und  demnach 
Q  mindestens  gleich  2  sein.  Wir  haben  somit  zunächst  die  drei 
Formen: 

(T.vQy,  (f.vQy,  (A»«)'. 

Nur  die  letzte  derselben,  eine  Invariante,  entlült  kein  zerfnilendes 
Glied;  die  erste  d^egen  enthält  das  Glied  (^  pf  ■  (/",  QY,  die  zweite 
das  Glied  (/",  9))'  ■  (/*,  Qf.  Weitere  Ueberachiebungen  zu  untersuchen 
ist  nberflüssig;  sie  besitzen  stets  Glieder,  welche  die  Invariante  {f,  qiQy 
zum  Factor  haben. 

299.  Zusammenfassung  der  Sestiltale.    Das  simultane  vollständige 
System  von  f  und  91  besteht  demnach  aus  folgenden  15  Formen: 
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Drei  cubisclie  Covarianten :         91,  Q,  (f,  ^)  ^  & 
■Drei  quadratische    „  ^  ^,  (f,  ^)  ^  © 

Vier  lineare  „  (f,  ^f,  {P,  9)\  {f,  QY,  (A  QY 

Fünf  Invarianten:  A/;,  Aja,  Aja,  (A  9>Y.  (Z^.  f  ■  Qf  ■ 

Zwischen  den  fünf  Invarianten  muss  eine  Relation  bestehen.  Denn 
die  beiden  Formet)  f  und  91  besitzen  nur  sieben  Constsnte,  von  denen 
drei  durch  lineare  Transformation  zum  Yerachwinden  gebracht  werden 
kSonen:    demnach  k&nnen  nur  vier  von  einander  unabhängig  sein. 

300,  Emfukruwf  einfacherer  Symbole  für  die  Formen  des  Sysiemes. 
Fat  die  symbolische  Rechnung  ist  es  wiederum  vortheilhaft,  jene 
Formen  des  Systemes,  die  noch  nicht  durch  ein  einfaches  symbolisches 
Product  dargestellt  sind,  durch  eines  ihrer  Glieder  zu  ersetzen.  Solche 
Formen  sind  die  beiden  lineareu  Covarianten  (f,  QY  und  (/^,  QY  und 
die  beiden  Invarianten  (f\  9)*)",  (f,  y  ■  QY-  Setzen  wir  nämlich 
* 

(f,  ipY    =(oa)=«,  =p 

ir,'PY-(aaY{ba)h^q  =  (f,p), 

so  lassen  sich  an  Stelle  der  beiden  andern  linearen  Covarianten  (f,  Q)- 
und  (/^,  QY  '"^  Formen: 

(p,  ^■~{pj)^,=r  (1) 

rssp.:  (e,  j.)  -  (»PI  e.  -  s  (2) 

und  an  Stelle  der  beiden  erwähntet!  Itivariirnt^n  die  Formen 

(/■,  py  =  {apf  =       F  (3) 

reap.  ,    (©,  J')' =  M    -  - -M  (4) 

einfShren. 

Denn  es  ist: 

(f.  «)•  -  (a'.,  (<"')^.''.r 
und  (a^{aay  ^x  =  (p,  ^)^t'  ist  ein  Glied  dieser  Ueberschiebung. 
Es  ist  femer: 

Greifen  wir  auch  hier  das  Glied  heraus,  das  durch  Faltung  der 
Factoren  al  mit  ai,  bi.mit  d^  entsteht,  so  können  wir  dasselbe  durch: 

(aa)»(a^)(/>^)fc.  ^(pd)(bJ)K 

darstellen.  Das  symbolische  Product  {p/3){bd)bi  ist  aber  ein  Glied 
der  Ueberschiebung  (p,  Q>idi)hi  ^i^)  ^  {p,  &),  und  demnach  lässt  sich 
in  der  Tbat  (f^,  ©)*  durch  (©,  p)  =  —  (p,  Ö)  ersetzen. 

21* 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


»- 

"',• 

f- 

"',' 

p  _ 

(««)' 

A„- 

■  (.«hf 

F- 

■(.'VY 

324  Dritter  TbeU. 

Des  weitern  besitzt  die  Invariante  (/*,  9*)*  das  Glied 
(«.)■  (bßy  (ca)  (,cß)  -  {f,  y)«  -  (apf  -  F 
DDd  endlich  die  InTariante  (/^,  tf,-  0'  — (o*ft*(^,  oJ-C^^)^^^)"  da« 
Glied: 

«^)  ■  (a«)'(S<r)  ■  (M)(cW ((M)S.  A,  rt" («,  J.)'. 

Die  Tabelle  dee  simultanen  FormeuBystemes  wird  demnach  nach  Ein- 
fDhning  dieser  neuen  Symbole: 

3  —  (ep)e.; 
4)     ^„-(oi)',         Aj^  —  (^^,)',  A,j—(aÄf, 

M--(Sp)'. 

Die  UeberachiebnDgea  dieser  Formen  geben  zu  zahlreifhen  Re- 
lationen Veranlassung,  welche  bei  den  verschiedenen  Aufgaben,  io 
denen  gerade  dieses  simultane  System  eine  Rolle  spielt,  von  Wichtig- 
keit werden.  Wir  gelangen  zu  diesen  Relationen  einmal,  indem  wir 
frühere  allgemeine  Theorien  über  simultane  Systeme  oder  Functional- 
determinanten  benutzen,  dann  durch  directes  ueberachieben,  ins- 
besondere der  quadratischen  Über  die  linearen  Formen,  and  der  linearen 
unter  sich,  endlich  aber  anch,  indem  wir  versuchen,  ein  und  dieselbe 
Form  auf  mehrere  Arten  darzustellen.  Jedem  dieser  drei  Wege  ent- 
sprechend, wollen  wir  nun  eine  Reihe  von  Relationen  ermitteln. 

301.  Erste  lieihe  von  Relationen.  Das  simultane  System  von  f 
und  ^,  welches  aus  den  sechs  l^ormen 

f,     J,    &,     Äfj,     Ajj,    Äjj 
besteht,  liefert  sofort  eine  Reihe   von   Relationen,    die   wir  schon   in 
der  Theorie  simultaner  quadratischer  Formen  aufgestellt  haben.     Wir 
erhielten  damals  (vgl.  Nr.  127): 

2  Atm  ■=•  A/fA^j  —  A^'i\  /x^ 

A,%  =-0,    ^^e  =  0    j 

(2)  2(^,  0)  =  A^^{-  Afj^  \  (II) 

(3)  —  2©'  =  A/fJ*  -  2  AjjfJ  +  Ajj  fA 

Die  letzte  dieser  Relationen  liefert  sofort  die  in  Nr.  299  erwähnte 
Invarianten- Beziehung ;  denn  ersetzen  wir  in  ihr  x  durch  p  und  setzen 
einstweilen  i/^PT  =  ■''; 
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SO  bomuit: 

-  2JIP  —  A,iV  -  2AfjF-  L-\-  AjjF".  (lH) 

Wie  wir  hier  daa  Quadrat  der  beiden  schiefen  Formen  S  und  M 
durch  gerade  Formen  dargestellt  haben,  so  können  wir  auch  die 
Quadrate  der  drei  anderen  schiefen  Formen,  q,  r,  s  des  Syatemes  durch 
gerade  Formen  darstellen.     Han  findet  nämlich  in  einfacher  Weise 

.f-r-F-^p-A,, 


i'-^L-Ip-Aj. 


(1) 

(2)  i'-^L-^p-Ajj     ,  (IV) 

(8) 

indem  man  entweder  die  früher  aufgestellten  Sätze  Ober  Functional- 
determinanten  zu  Grunde  legt,  oder  noch  kürzer,  indem  man  Iden- 
titäten wie  px  (ah)  =  Ox  (pp)  —  6«  (ap)  und  die  beiden  analogen  quadrirt 
302.  Zweite  Reihe  von  Bdationen.  Wir  können  ferner  Formen- 
beziehungen  aufstellen  durch  directe  Ueberschiebnng  der  Formen  p,  q, 
r,  s  unter  eich  oder  Über  die  Formen  f,  A,  Ö.  Sie  sind  durchwegs 
leicht  zu  berechnen,  und  wir  können  uns  daher  auf  solche  Beispiele 
beschränken,  die  wir  später  bei  der  typischen  Darstellung  von  f  und 
9  verwenden  werden.  Das  sind  zunächst  die  Ueberschiebungen  von  f 
über  die  linearen  Covarianten.     Man  findet: 

(f,  !>)  -       S     ('gl.  Nr.  SM) 


(f.  >-)--s+i^MP«) 
ff,  i)--^\\A,ji-^A„f\ 


(') 


Zur  VerificatJon  der  drei  letzten  Relationen  dieser  Gruppe  mögen  die 
Entwicklungen  dienen: 

«  3)  -  tt  (/;  rt)  -  («*)(*!>)».  -  Y  (»»)  I  (M»-  -  W- ) 

(/;  ••)  -  K  (P,^))-  (ii^)Ca^)«.l  t»^)».^,  -  e,#,  +  Y  A,j(fiig) 
[»gl.  Nr.  ia5  (2)] 

(/',s)-((/;(8,l'))-(8l')(«8)«.  — ((»,aj>)- \(A«J-Aijf,v)- 


•)  In  Clebsch,  „Binare  Formen"  ist  (/,  r)  =  +  s, 
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Wir  fUgen  binzu: 
('P>  -  -  ((^,  P),  P) (^P)' i 

(»p)  -  m  p),  p)  -  wp)'  —  M 

(v)  -  Vf,  p),  (p,  ^n  -  (-«  -1),  r")'  -  -  («y)' 
f«»)  -  i.(f,p>,  (8,p))  -  ((■/;  e),y')" l^A„L  —  . 


jF\ 


(VI) 


M  =  ((^,  rt,  (8,  ri)  -  (U,  8),  y')"  ■ 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  Gruppen  (V)  uad  (VI)  von  Relationen  lassen 
sich  nun  auch  sofort  die  Werthe  jener  InvarianWu  anechreiben,  welche 
entstehen,  wenn  wir  die  Form  f  zweimal  über  irgend  ein  Producfe  zweier 
linearer  Govarianten  schieben.     Man  findet  unmittelbar: 

(f,  M?  =  (3>  ?)  =  0 

(f,  Prf  =  (q,r)  =  -i-M 

(f,  PSf  =  (q,  5)  =  -  ~  ^AffL-  Ayj  FJ 

(f.  qry  =  -  *-A,,(p,  r)= V  A,,L  (VIT) 

(f,  Ssy y  A^f(p,  s)=-jA;fM 

(f,  rsf  •=■(—  s-^  ^AjjP,  s")  =  2  AijA 

303.  Dritte  Meihc  von  Helatumev.  Die  dritte  Heihe  von  Rela- 
tionen hat  ihren  Ursprung  in  der  Fundamentatrelation  dieses 
simultanen  Systemes 

e~(i;^)  =  (r,p).  (Viii) 

Wir  beweisen  dieselbe,  indem  wir  die  Form 

®  =  (a^)  a^J^  =  (aßy{aa)a^ß^ 
mit  Hilfe  des  Tdentitätssakes  umformen.     Man  hat  nämlich 

8-  (<.«"(»«) 0.&  -  (a-)<«ß)ß,  {-.Cß)  -  fc(«")l 

-  (a,)(»(i)(a«».fe  -  {aay(aß)ßl 

-  -  (a«:)'(«ß)ßl, 

da  das  erste  Glied  rechts  identisch  verschwindet.  FOhren  wir  aber 
in  {aay(aß)ßx  das  Symbol  px  =(na)*ai  ein,  so  kommt: 

®=.  -  (pß)ßl=(<p,p). 
Aus  dieser  fundamentalen  Relation  (VIII)  gehen  insbesondere  folgende 
wichtige  Beziehungen  hervor: 
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S;steine  einselner  und  simntlftner  Formen  höheren  Grades. 
S  —  (ß,  p)  —  ((9,  p),p)  —  (ip,  p)'  —  (oji)' «. 

Jif  -  -  (s,  p)  -  -  ({«.,  Pf,  p)  -  -  {-py 


■    (IX) 


(8,0-/ +  (9,  3) 
Was  die  letzte  dieser  Relationen  betrifft,  eo  ergiebt  sieb  ihre  Richtig- 
keit aus  folgender  Entwicklung.     Es  ist 

—  («2)  «S  +  p'  -=  (9.  a)  +  P*- 

Wir  wollen  damit  die  Uotersucbungen  über  die  Covariauteubeziebungeu 
des  simultanen  Systemes  von  f  und  p  bescbliessen  und  nun  zu  einigen 
Anwendungen  abergehen, 

304.     Tffpisclie  DarsteUtmg.    Die  beiden  Formen  f  und  91  lassen 
sich  mit  Hilfe  zweier  ihrer  vier  simnltanen  linearen  Invarianten  typisch 
darstellen.     Gehen  wir  zu  dem  Zwecke  wiederum  von  Identitäten  wie 
(M)'«;-|(«3)ft-(«J>)?.i" 

(m)X- |(«s)y, -(<■!')  S.1' 

aus,  80  ergeben  sich  fQr  die  erste  derselben  die  Werthe  der  typischen 
Coefflcienten  unmittelbar  aus  den  Relationen  in  Nr.  302.  Man  bat 
beispielsweise: 

F»-/-=(o2)»-i^  — 2(op)(«ff)i.,g.  +  (ai))'s* 
-  if,  qy-Pl  -  W,  Pg)P,i,  +  (f,  py  ■  Ql 


^.'-AffF-p^^-^-F-ql 


oder 


p  f-  i^iip.+i'., 

ein  Resultat,   das  wir  auch   schon  an   anderer   Stelle   (Nr.   301,   IV) 
ermittelt  haben. 

Die  typischen  Coefficienten  für  die  zweite  Identität 

berechnet  man  mit  Hilfe  der  in  Nr.  303  entwickelten  Relationen: 
®  =  fVi  P)   =  («P)  f^l 
s  =  (y,  P)*'=(«P)*a»- 
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Aae  diesen  ergiebt  sicli  sofort: 
(apf         =  (sp)  =  -M 

(«p){<^qy^(e,q^'  =  (e,F.f-^Affp*y^--^Aff(0pyn^^.Äff 

{aqf  =  i(aq)al,  ^f  =  ((aq)«l,  Ff-  |^,,p»y 

-F.(«5)(ao)»-|j//-(«S)(ai))»=F-(pg)--4-^//N)- 

In  ebenso  einfacher  Weise  würden  sich  die  typischen  Ooefficienten 
berechnen  lassen,  wenn  wir  f  und  91  durch  irgend  zwei  andere  lineare 
Covarianten  hätten  darstellen  wollen. 

305.     Ausnahmefälle  für  typische  Darstellung.     Die  typische  Dar- 
stellung wird  unmSglich,  sobald  die  beiden  Invarianten 
F-(ap)' 
L-(^p)' 
gleichzeitig  identisch  Terachwinden ;  denn  in  diesem  Falle  verschwinden 
auch  alle  Invarianten 

i}>9),  (pr),  (ps),  (qr),  (gs),  (rs), 
wie  ein  Blick  auf  die  Relationen  (VI)  Nr.  302  lehrt,  und  demnach 
sind  die  vier  linearen  Covarianten  nicht  mehr  von  einander  unabhängig. 
Das  Verschwinden  von  F  und  L  sagt  aber  nichts  anderes  aus, 
als  dass  f  und  jd  den  gemeinsamen  Factor  p  besitzen.  In  diesem 
Falle  muBs  aber  9  den  linearen  Factor  p  quadratisch  entlialten.  Denn 
moltipHciren  wir 

(ap)  A^  —  {äp)a,  —  (o^)i^  Ü) 

mit  a,  //.  +  ^s,  o^  =.  2  (o,  ^,)j, ,  (2) 

ao  kommt: 

{iap)J.  -  {Ap)a:,^  {a,^,  +  z/,«.)  =  2({a^a,  zl,),j,,. 
Ersetzen  wir  aber  hierin  y  durch  jt,  so  erhalten  wir 
(»j,)'z«;-(^y)'a--2j,.(«,j,). 
Die  linke  Seite  ist  null  wegen  F=  L  =  0;  also  isl  auch 

{ö,i')  =  f«j')'««  =  o, 

d.  h.  9)  besitzt  den  Factor  p  im  zweiten  Grada 

Ebenso  findet  man  umgekehrt^  dass,  wenn  <f>  einen  linearen  Factor 
von  f  qnadratiüch  besitzt,  F  und  L  verschwinden  niQsseu  und  sonach 
p,  q,  r,  s  einander  proportional  sind. 
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F  und  L  verBchwinden  auch,  wenn  äJ  proportional  f  ist,  also 
wenn  3  =  0;  dann  kann  aber  Qberhaupt  nicht  oiebr  von  einem  simul- 
tanen System  von  f  und  9)  die  Rede  sein. 

306.  Eesttllante  von  f  und  <p.  Um  die  Resultante  von  f  uud  91 
aufzustellen,  benutzen  wir  die  nämlichen  Principien,  wie  wir  sie  beim 
Aufsuchen  der  Discriminanteu  der  Form  fünfter  und  sechster  Ordnung 
verwendeten.  Es  möge  l  der  .  gemeinsame  Factor  von  f  und  (p  eeiu. 
Diesen  Factor  besitzt  alsdasn  insbesondere  ancb  die  erste  Ueber- 
schiebung  von  tp  Über  K,  Sei  ^  der  zweite  lineare  Factor  von  f,  v 
der  zweite  von  iip,  i.),  so  können  wir  unsere  Bedingungen  formu- 
liren: 

Versuchen  wir  auf  Grund  dieser  Annahmen  die  Invarianten  des 
Sjstemes  zu  berechnen,  so  wird  sich  zwischen  denselben  eine  Rela- 
tion ergeben,  die  gemäss  der  Voraussetzung  und  nach  dem  Grade  in 
den  GoefBcienten  nur  die  Resultante  von  f  und  9)  sein  kann. 

Wir  berechnen  zunächst  die  Invariante  F  '=>  {apf.  Die  Form  p 
war  dai^estellt  durch: 

p  B  {aaftt  ,    oder  weil    a*  =>  A^, 

p  =  («A}(ap)a^  =  ((«A)a»,  c)  =  (Xv ,  ^). 
Nun  ist: 

-Cc) -(«(•)» +  (*-)(•, 
SO  kommt: 

(i«,f)-i{vf.)+\i.av)-p. 

Bilden  wir  somit  die  zweit«  Ueberschiebung  {apY  =  F,  so  erhalten  wir 

oder  weil  a\^=i.-  ^,  und  demnach  das  erste  und  dritte  Ueberschtebungs- 
glied  gleich  null,  so  wird: 

F-(»;,  hi(vf)av)f-(.ve.){Xv)-A„.  (1) 

Berechnen  wir  sodiinn  die  simultane  Invariante  Afj,  so  findet  man: 

A/j  -  {Jl)  (^rt  -  (»«'(OJ)  (»rt . 
Der  Ausdruck  rechtü  iüt  nichts  anderes  als  die  zweite  Ueberschiebung 
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Nun  ist  aber: 

(aX)  (av)  («rt  -  ((«  J)  ri,  fv)'  -  ßv,  ^v)  -  -i  (rrt  (ir), 
somit: 

2^,^-(..rt(A»).  (2) 

Setzen  wir  äen  Werth  von  (ffi)  (Av)  in  die  Relation  (1)  ein,  so  kommt: 
F—2Afj-Aff==0. 
Diese  Relatioii  besteht  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  f  and 
91  einen  gemeinsamen  Factor  haben.  Sie  ist  überdies  vom  Grade 
2-^3-^5  in  den  Coefficienten,  und  ihre  linke  Seite  darf  somit  als 
Resultante  Ton  f  und  qi  betrachtet  werden. 

§  33.    Dos  slmoltane  System  zweier  oubisoher  Formen. 

307.  Erste  Formnlirung  der  Aufgabe.  Das  vollständige  System 
einer  cnbiscben  Form  besteht  aus  den  vier  Formen: 

«l  -  f,  (r,  ff  -  '1,  V,  4  -  e,  (^,  4"  -  A^j. 

Es  sei  tp  eiue  zweite  cubiscbe  Form;  die  Formen  ihres  vollen 
Sjstemes  wollen  wir  bezeichnen  mit 

"'.-9,   dp.fr-r,   ((P,  c)-i:,   (F,  f)>-^,,. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  simultane  System  der  beiden 
Formen  f  und  9  zu  ermitteln.  Nach  den  allgemeinen  Sätzen,  §  38, 
erhalten  wir  dasselbe,  wenn  wir  die  beiden  Producte 

über  einander  schieben,  d.  b.  also  mit  einander  multipliciren  und  das 
Product  U-  V  auf  alle  möglichen  Arten  in  bekannter  Weise  falten. 
Enthält  eine  solche  Ueberschiebung 

i?  =  (ü,  K)e  =  (/^'-  ■  (A .  ^^,  ^. .  Ä>. .  pi'.y! 
kein  zerfallendes  Glied,  so  liefert  sie  eine  Form  des  Systemes. 

308.  Bedtidüm  der  Aufgabe.  Die  Zahl  der  zu  faltenden  Producte 
Ü-  V  lässt  sich  von  vornherein  rednciren,  insofern  sich  bis  auf  wenige 
Ausnahmen  leicht  erkennen  lässt,  welche  derselben  auf  UeberschiebungeD 
mit  zerfallenden  Gliedern  führen. 

Erstens:  Producte,  welche  höhere  als  die  zweite  Potenz  von  ^ 
resp.  P  enthalten,  bleiben  unberücksichtigt,  wegen  der  bekannten 
Relation : 

J'  +  2q'  +  Ajjf*  =  Q. 

Zweitens:  Enthält  TJ  eine  Form  id  und  gleichzeitig  V  eine  Form 
F,  so  sind  höhere  Faltungen  als  die  zweite  ausgeschlossen,  da  stets 
Glieder  mit  dem  Factor  Äji^  =  (^,  F)'  gebildet  werden  können. 
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Drittens:  Bei  Ueberscbiebuugen ,  welche  den  Grad  3  Übersteigen, 
kann  Ü  nur  Einen  Factor  /  oder  Q,  und  V  nur  Eineu  Factor  91  oder 
K  enthalten,  da  diese  Formen  von  gleichem  Grade  Bind  und  somit 
stets  Glieder  auftreten  würden,  welche  die  dritten  Ueherschiebungeu 
(/",  (p)',  (/",  K)',  (tp,  Q)'  zum  Factor  haben.  Bei  niedrigeren  üeber- 
schiebnngen  ist  aber  ohnehin  der  Fall  ausgeschlossen,  dass  U  oder  V 
aus  mehr  als  aus  einem  Factor  besteht,  wenn  dieser  dritten  Grades  ist. 

Viertens:  Ueherschiebungen  einer  Potenz  von  f,  oder  Q,  Ober  eine 
Potenz  von  P',  bleiben  unberücksichtigt,  da  schon  (f*,  F'*)*,  oder 
(ö*i  ^*y  Glieder  enthalten,  welche  Producte  früherer  Ueberschiebungen 
sind,  nämlich:  (/",  r)*  f/",  r)*  oder  (Q,  Ff-iQ,  rf. 

Von  allen  Productcn  U-  V  sind  also  nur  jene  za  falten,  in  welchen 
t)  sowohl   U  als   V  nur  eine  Form  enthält, 
2)  U  (oder  V)  eine  Form,  V  (oder  U)  eine  zweite  Potenz  von 
r  (resp.  J). 

309.  Aufstellung  der  einednen  Format.  Wir  bilden  nun  die 
einzelnen  ueberschiebungen : 

1)  u-t;   r=v 

Ihre  Ueberschiebung  liefert  drei  Formen: 

(f.  »)  -  ».  (A  v)'  -  ®.  (f,  ff  -  J- 

2)  ü—f,    V—r,    oder     Ü—J,    V  —  ip. 
Wir  erhalten  sechs  Formen; 

if,  r).  if,  F)\  {f,  n' 

{V,J),    iq>,jy,    (y.F')». 
3}  Ü=J,     V~F. 

Es  entstehen  die  zwei  Formen: 

(^,  F)     nnd     {^,  Ff. 
4)  (/  =  e  und   r 

sei  ii^end  eine  Form  des  zweiten  Systems.    Als  erste  ueberschiebungen 
treten  die  Formen  auf: 

C«,  9),  («,  f),  («,  K), 

und  entsprechend 

(K,  f),    («,  J); 

sie    sind    als    Functionaldeterminanten     von    Fnnctionaldeterminanten 
reducibel. 

Als  zweite  Ueberschiebungen  erhält  man: 

(8,  ?>)■,  (e,  py.  (e,  k)' 

iK,  ff,  («,  ^'. 
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Von  diesen  ist  (Q,  K)*  reducibel;  denn  falten  wir  das  Product 

zweimal,  und  bilden  insbeBondere  das  Glied 

G  =  a^a^(aF)  (aF)  {aJ)  {aJ), 
so  lässt  sich  auf  dasselbe  der  Productaatz  unmittelbar  anwenden  und 
man  findet 

G-o,a.(ar)(«F)(a/<)(«^ 

-  i  o. .,  |(r.r  (Jay  +  (ra)>  (^  «)■  -  (r^f  (<..)■  | . 

Das  erste  Glied  recLts  iat  wegen  {^a)^  oder  {FaY  null.    [Vergl. 
Nr.  145,  (1).]   Das  zweite  ist  (f,  Ff   (v,  ^)*,  das  dritte  (f,  Jf  ■  (/",  fpf. 
Es  ist  somit  das  Glied  G  reducibel,  folglich  (§,  Kf  selbst. 
Als  dritte  Uebersehiebungen  erhält  man  endlich: 
(«,  1»)',  («,  fl',  (8,  JT)' 
(«,  O",  (^,  *")■■ 

Von  diesen  üebersciiiebungen  sind  die  beiden  letzten  reducibel. 
Es  ist  nur  uöthig,  dies  von  {K,  d^f  zu  zeigen;  für  die  Form  (y,  F^f 
folgt  die  Keducibilität  aus  der  entsprechenden  Bedeutung  der  Formen 
Q  und  F.     Die  dritte  Polare  von  JE  ist: 

ferner  die  dritte  Polare  von  di 

ludem  wir  das  Product 

{UF)  al  Fy  ■  J^  Axy  ^1, 

auf  alle   möglichen    Arten    dreimal    falten,    erhalten    wir   die    Ueber- 
achiebnng 

(K,  j-f  -  i  («r)  («^)'(r^,)  ^u  + 1  («(') (<.^,)(c^)(«4 . 

Die  Differenz  dieser  beiden  Glieder  ist  aber  null,  da  sie  den 
Factor  {«Ff  enthält  (vergl.  Nr.  145),  folglich  sind  beide  einander 
gleich,  und  wir  erhalten: 

(ÜT,  d*f  =  {aF)  {ajy  (r^,)  ^„. 
Ersetzen  wir  hier  ^,  durch  (abya^bx,  so  k9mmt: 
[K.  J')'  =  iahy  (a  jy  {aF)  (Fa)  &. 

=  (aF) {Fa) h  ! (p^Ka«)  —  (o^) (ba)]*. 
Entwickelt  man   rechts   nach   dem   binomischen   Lehrsatz,   so   ist 
das  erste  und  letzte  Glied  null  wegen  des  Factors  {b^''.     Es  reducirt 
sich  also: 
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{K,^y 2{ar){.l7a){aa){ha){a^){hJ)h, 

=  —  2{aF){a^){bJ)(na)b,{{rh){aix)  —  (afc)(Fa)l 
=  —  2(o«)*(a^)(r6)(a^)(6z*)i^. 
Da  rechta  der  Klammerfactor  {auf  auftritt,  so  suchen  wir  diesen 
Ausdruck  mittelst  der  Reihenentwicklung 

{aafa^a.~&.e,-\-\  J{yx) 

amzuformen.     Ersetzt   man   nämlich   in   ihr  y  durch  /4,   x  durch  F, 
,   so  kommt: 

{aay(nJ){aF)  =  {@F){&J)  +  {  J(^F). 
Tragen  wir  dies  in  (K,  J^f  ein,  so  erhalten  wir: 
{K,  /fif 2b,{hA){Fb)  {{&F){&J)  +  \  J{^F)\ 

=  +  2h,{bJ){0J){hF){ßF)  +  J{^F){bd)Q}F)h^. 
Für  das  erste  Glied  liefert  der  Productsatz: 

(6^)(öz/)(6F)(©/7)  „  1  { ibjy  {0Fy + {ß^y  (bry-  {JFyipef } . 

Das  erste  Glied  in  dieser  Summe  ist  null  wegen  (&^)*.  Man  er- 
hält also: 

{K,  d-f  _  (e,  jy.  (f,  rf  -  (d,  r)'-if,  (f, »))'  +  J-(f,  (^,  r))'. 

Die  beiden  Covarianten  {KA'y  and  [(^F^f  sind  somit  reducibel 
und  das  ganze  Formensystem  der  zwei  cubischen  Formen  f  und  <p 
besteht  also  aus  26  Formen. 

Eine  biqoadratische : 

(/■,  ?>)  =  (««)  «i«i  =  fr- 
Sechs  cubische: 

f,  -p,  Q,  K  (f,  D,  (v,  J). 

Sechs  quadratische: 

J,  F,  (f,  g>f  =  Ö,  iJ,  F),  (Q,  vT,  {K,  ff. 
Sechs  lineare: 

(/■,  Ds  (9,  ^)',  (/■,  Fy,  (9,  ^y,  («, '')',  (^,  ^r- 

Sieben  lararianten: 
Ajj,Ar^,A^rAf,'Py-J'AQ.'^.(Q,  9)',  («,  0'- 
Von  den   linearen  Formen  erhalten  zwei  eine   besondere  BezeicbnuDg. 
Wir  setzen 

{f,Fy  =  {aFfa,'=n,  =  7C 

{%  jy  =  (ajya^=-  p^  ~  p. 
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310.  Exposition  der  folgenden  Aufgaben.  Nachdem  wir  im  Vor- 
hergehendes die  Formen  ermittelt  haben,  auB  denen  das  volUtändige 
System  von  f  und  9)  bestehen  muss,  wird  unser  nächstes  Ziel  nach 
den  Beziehungen  und  Relationen  gerichtet  sein,  welche,  sei  es  zwischen 
den  Formen  des  Systemes  selbst,  sei  es  zwischen  deren  Ueberechiebungen 
bestehen.  Die  allgemeinen  Wege,  welche  dazu  fahren,  sowie  die 
hiebei  sich  einstellende  Nothwendigkeit  der  Einführung  neuer  gleich 
berechtigter  Formen  an  Stelle  alter  Formen,  haben  wir  wiederholt 
an  den  geeigneten  Stellen  klar  gelegt.  Wir  greifen  liier  indes  der 
sy.itemati sehen  Alethode  vor,  indem  wir  uns  zunächst,  in  Folge  der  , 
Wichtigkeit  der  sieh  hiebei  einstellenden  Resnttate,  mit  den  linearen 
Covarianten  p  und  x  beschäftigen,   deren  erste  Ueberschiebung  Ober 

f  und  9)  sowohl,  als  deren  Quadrate  wir  vor  allem  berechnen  wollen. 
Hiebei  ist  es,  wie  Oberhaupt  bei  allen  kommenden  Untersuchungen, 
stets  hinreichend,  die  Berechnungen  fiir  eine  je  zweier  gleich  berechtigter 
Formen  {f,p)  und  (ip,it),  oder  (/",  x)  und  {fp,  p),  oder  p^  und  jt* 
durchzuführen,  da  die  Besultate  für  die  andere  der  beiden  Formen 
einfach  durch  Vertauechung  yon  a  mit  a  gewonnen  werden. 

311,  Die  ersten  Ueberschiebimgen  von  f  imd  fp  über  p  und  x.    Die 
erste  Ueberschiebung  von  f  über  p  ist  dargestellt  durch: 

(f,?) -<(«■«)  («4'- 

Subtrahiren  wir  auf  der  rechten  Seite  die  Grösse 

80  erhalten  wir 

(/•,!.) -(o«)l«:("^)'-«!(a^)'l 

_  (a«)  |o.(«z()  +  »,(«^1  ia.(aJ)  -  a,{aj)\. 
Der   letzte  Factor   rechte  ist  aber  gleich  —  (ait)^x  gemäss  dem 
Identitätesatze.    Folglich  ist: 

(/■,  P)  =  -  (a«r^.  !«.(«^)  +  «.(a^)I , 
oder: 

(f,  p)  «  -  2((a«)>'«,«.,  J)  =  ~  2(Ö,  ^)-  (1) 

Also  ebenso: 

(9,^)--2(e,  F).  (2) 

£s  ist  femer: 

(A«)-aJ(ot)(jr)V 

Vertanscht  man  wegen  des  Factors  (ab)  das  Symbol  a  mit  b  und 
nimmt  die  halbe  Summe,  so  kommt: 

(/■,")-     y(«»)I  «IC'')' -«("'')') 

-  -  I  ('tyi^.  {".(IT)  +  b.(aF)), 
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oder:                (A  «)  =  -  {(abfa^h,  r) (^,  F).  (3) 

Also  anch: 

(,p,p)~-(C,J).  (4) 
Diese  beiden  Ueberschiebungen  aini]  also  bU  aufs  Vorzeichen  ein- 
ander gleich,  und   man   gewinnt  daher  aus  (3)  und  (4)  die  Funda- 
mentalrelation: 

(/■,«)  +  (»',P)-0.  (ö) 

312,  Eine  Untersuchung  über  die  Ft4niJamenlalrelation^f,  x)+{<p,p)-  0. 
Ehe  wir  dazu  Übergehen,  die  Quadrate  von  p  und  x  zu  berecfanen, 
wolleu  wir  uns  die  Frage  vorlegen,  ob  nicht  die  Formen  p  ond  x 
bereits  durch  die  Relation 

(.r,')  +  (<P.r')-'>  (1) 

vollständig  definirt  sind.  Die  zu  stellende  Fr^e  können  wir  in  der 
Form  aussprechen:  Für  welche  Werthe  von  y  und  e  wird  die  Summe 
der  beiden  Polaren  /^  -\-  91, 

identisch  null?  So  lange  f  und  91  Formen  beliebiger  Ordnung  sind, 
xrird  es  nicht  möglich  sein,  wenn  nicht  anderweitige  Bedingungen 
stattfinden,  solche  Werthe  zu  bestimmen.  Nur  in  dem  Falte,  wo  f 
und  qi  quadratische  Formen,  giebt  es  unendlich  viele  Werthe.  Bei 
Formen  dritter  Ordnung  findet  man  nur  ein  einziges  Werthsystem, 
bei  biquadratischen  Oberhaupt  keines,  wenn  nicht  eine  bestimmte 
simultane  Invariante  verschwindet  Dies  lehrt  schon  eine  einfache 
Constanten  abzählung. 

Wenn  wir  nun  hier  für  cabisehe  Formen  die  Frage  beantworten 
wollen,  so  verlangt  zunächst  die  Identität: 

f.  +  v.-  0, 

da  sie  unabhängig  von  x  erfüllt  sein  soll,  dass  die  Coefficienten  von 
Xi',  2x,Xj,  Xf*  für  sich  allein  verschwinden.  Das  liefert  drei  Gleichungen 
ersten  Grades  für  die  Verhältnisse  der  vier  Grössen  y,  y^  «,  s^,  nämlich: 

«offi  +  «I  y»  +  «0^1  +  «i«a  —  0 

«I  Vi   +  OtVi  +  «1  'S!   +  «i«!  —  0 

«iSi  +  Osy»  +  %«!  +  «s«s  -=  0. 
Gemäss  der  Theorie  der  Auflösung  linearer  Gleichungen   (vergl. 
Bd.  I,  Nr.  111)  sind  also  die  Werthe  von  y^  y^  0,  e^  proportional  den 
einzelnen  Determinanten  der  Matrix 

Oo  a,  Co  o, 
F=    ä,  ^  ä,  «s    . 
Of  (I3  a,  Oj 
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Es  iat: 

"l  «0  «l  "1*'^     "i"  ß*ßt 

QVi=    ««aittii     =    «iV    «."«s     ßißt*    -=aia,ß3(aa)(aß)(ttß). 
rtj  rtj  «ä  flj^        ff,  ttj*    ^' 

Vertansclit  man   rechts   a   mit  ^   und  nimmt  die  halbe   Summe, 
so  kommt; 

99,-       |-«,(««'(»«)(a« 
oder: 

Ebenso: 

(■S,  —  —  Y  "i  C"'')' —  — -^  »1 

»«1—       v"i(«^)'  — 


?«•—  - 


Man  erkennt,  p  und  »  siod  die  einziji^eD  Werthe,  fUr  welche  die 
Identität  (1)  besteht,  and  sie  sind  demnach  darch  sie  vollständig 
definirt. 

Bei  quadratischen  Formen  wäre  die  Matriz  V  nur  zweizeilig  ge- 
wesen; zwei  lineare  homogene  Gleichungen  mit  vier  Unbekannten 
werden  aber  durch  unendlich  viele  Werthe  befriedigt;  bei  biquadrati- 
Bchen  Gleichungen  aber  wäre  die  Matrix  V  vierzeilig  gewesen,  nnd 
die  Bedingung,  dass  vier  lineare  homogCDe  Gleichungen  mit  vier  Un- 
bekannten durch  ein  bestimmtes  Werthsystem  derselben  befriedigt 
werden  könneB,  ist  gerade  durch  das  Verschwinden  dieser  Determinante 
V  ausgedruckt. 

313.  Serechnung  von  p^  und  xK  Unsere  nächste  Aufgabe  ist,  p^ 
aU  lineare   Function  quadratischer  Covarianten  darzUBtellen.     Es  war 

p  =  {ß^yß.  =  {ajya,. 
Fahren  wir  für  ^  seinen  Werth  {abya^bx  ein,  so  wird: 

j.-(oi,)'(o«(i«&. 

Multipliciren  wir  die  beiden   so   erhaltenen  Wertbe  ftlr  p,  so  kommt: 

y'-(»^)'.,(<,6)'(o«(i,/))fe. 

Hierin  fordern  die  beiden  quadratischen  Klammerfactoren  zur  Be- 
nutzung der  Identität  auf: 

Wegen  der  rechts  auftretenden  Factorcn  (6-^)*,  (o-^)'  reducirt 
sich    also   der  Werth  von  J>'   nach   Einführung   dieses   Wertlies  von 
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(aJ)'{ai)'  aaf: 

i)*  —  —  2iaa)(J>a)(aß){bß)(a^){bJ)a^ß^. 
Diesen  Ausdruck  wird  man  wegen  der  vier  erst«n  Factoren  mit  Hilfe 
des  Productaatzes  umformen.     Man  erhält: 

If--  {aJ)(bJ),.ß.  ((»»)■(*«-  +  (<./i)'(i«)'-(<.t)'(««'l  • 
Die   beiden   ersten   Glieder   rechts   gehen   durch  Yertanschung  von  a 
mit  b  in  einander  über,  sind  also  einander  gleich;  daher: 

p*-=(aby{aßy(aJ)(bJ}a^ß^  —  2(aay(bß)''{a^){h^)a^ßs.     (6) 
Der  erste  Term  rechte  ist  nichts  anderes  als  das  Product 

{ahf{aJ)(bA)(aßfa,ß,  =  Äjj-F.  (7) 

Um  den  zweiten  Term  umzuformen,  benutzen  wir  wegen  des  Factors 
(auf  die  Reihenentwicklung:  * 

(»»)■»,«. -8.8f  +  |jM-  (8) 

Denken  wir  uns  in  ihr  y  durch  ^  ersetzt  und  alsdann  den  Werth 

von  {aaf{aA)a!c  in  den  zweiten  Term  (6)  eingetragen,  so  wird  derselbe: 

--2iaa)\a^)u,-{hßf{bd)ß,^-2{pß}\bJ)ß.\@A@'d)+\j^}J\. 

Transformiren  wir  die  Factoren  vor  der  Klammer  nochmals  durch 
dieselbe  Reihenentwicklung  (8),  so  kommt: 

—  2(aa)»(o^)ß^-(&/i)»(&^)/), 

=  ~  2{&J)e^{&A)&',  —  2Jd^(&^)@^  —  '^'  ^ 

2(Ö^){0'^30^@;-  2J{®,^)  '-^^.  (9) 

Das  erste  Qlied  rechts  ist  aber  nach  dem  Prodnctäatze : 

2(®  j)  (&j)  e,  ©;  =  { (&zf)*&'  +  {&jye  -  {&&fj  \ 

=  2A»^&  —  ÄSB-^.  (10) 

Es  wird  also,  wenn  wir  die  in  (7),  (9)  und  (10)  berechneten 
Werthe  in  (6)  eintr^en  und  Überdies  — 2(0,  J)  durch  (/,  p)  ersetzen 
[vergl.  Nr.  310,  (1)] 

J^''AjjF-2Abj&-\-(Ass-^Pj  ^  +  Jif,  p),        (11) 

lind  demgemSss,   da  /  bei  Yertauachung  von  a  mit  a  das  Zeichen 
wechselt: 


^  J  -  2Aw  ®  +  {a.>»  -^)f  -  J{ip,  n).         (12) 

n,  IL  88 
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314.  ^•positüm  der  folgenden  Aufgaben.  Die  Toraasgegangenen 
Abschnitte  dienten  dazu,  ans  über  einige  Eigenschaften  jener  beiden 
linearen  Corarianten  p  und  n  zu  instruiren,  die  im  ganzen  System 
eine  bo  hervorragende  Rolle  spielen.  Wir  können  nmi  wiederum  zn 
einer  syatematiachen  Methode  zurfickkehren,  die  ima  Über  die  Be- 
ziehungen der  Formen  des  Systemes  Aufschluss  verBchafTen  soll.  In- 
dem wir  diese  Relationen  zu  ermitteln  streben,  werden  wir  tms  gleich- 
zeitig veranlasst  sehen,  gewisse  Ueberechiebungen  des  Systemes  durch 
ein  geeignetes  ihrer  Glieder  zu  ersetzen.  Wir  beginnen  damit,  die 
lieber  Schiebungen  der  einzelnen  Covariantengruppen  des  Systemes  der 
Reihe  nach  zu  studiren,  so  weit  sie  fSr  uns  Interesse  haben.  Daran 
schliessen  sich  die  Untersuchungen  über  die  Relationen  zwischen  den 
Invarianten  des  Systemes,  deren  nothwendig  zwei  eiistiren  müssen, 
da  zwei  cnbische  Formen  nur  8  —  3  ■»  5  unabhängige  Constante  be- 
sitzen, während  doch  7  Invarianten  im  Systeme  auftraten. 

315.  Die  biquadratis(^  Covariante  fr.  Die  einzige  Form  vierter 
Ordnung,  die  im  simultanen  System  von  f  und  9  auftritt,  ist  die 
schiefe  Covariante:        fr  -=  (^  91)  =  (öK)o|aJ. 

Von  den  Ueberschiebungen  dieser  Form  über  andere  besprechen 
wir  hier  vier,  die  ein  allgemeineres  Interesse  haben,  nämlich  die 
dritte  Ueberschiebuug  Über  f  und  <p,  die  erste  über  p  und  x.    Es  ist: 

c»,  rf  -  ((««)«>;,  K)'  -  i  (»«)!(«'')'(«»)«,+ («i)'(«!')».i 

-  i  (<.«)(oi)(<.i)  |(oi)«,  +  (.i,)».l . 

Das  letzte  Glied  {aVjOx  in  der  Klammer  kann  durch  ^  (ah)a, 
ersetzt  werden,  da  die  Identität  besteht: 

und  {ab)ax  hier  mit  {aa)bx  gleichbedeutend  ist     Man  erhält  also: 

oder,  da  ^  =  (afc)*  a.  fii: 

(»,  0'  -  I  (^«)("-«)  ".--  Y  (V,  ^-  -\f-         (1) 
Folglich  auch,  da  fr  durch  Yertauschung  von  a  mit  a  sein  Zeichen 
ändert: 

(»,»)'-  +  !«■ 

Zur  Berechnung  der  ersten  üeberschiebnng  von  fr  über  p  und  x 
gehen  wir  aus  von  der  Fundamentalrelation  Nr.  310,  (5) 
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Schieben  wir  diese  Relation  einmal  über  f,  so  kommt: 

0  -=  {ab)  (o«)  a,  61  +  (ab)  (ap)  a^  bl .  (2) 

Das  zweite  Glied  geht  aus  der  Reihe 

hervor,  wenn  wir  in  ihr  a  durch  b  und  y  durch  p  ersetzen;  es  folgt  dann 

(«i)C«J.)a,H--(»,rt  +  |ey.  (3) 

Vertauschen  wir   im   ersten  Glied  der  Relation  (2)  a  mit  b  und 
nehmen  die  halbe  Snmme,  so  erhalten  wir: 

(a6)(a«)o,6|  =  y(flb)a.&,{(a«)6,-(fc«)a,)  - -~(ofc)»a.6,-«.    (4) 

Tragen  wir  diese  WertÜe  der  beiden  Glieder  ans  (3)  und  (4)  in 
(2)  ein,  so  erhalten  wir: 

o--^-(»,j))  +  yei>, 


oder: 

und  demgemäse 


(»,p)-i]^'-  +  Sp\,  (5) 

316.    Die  cabisdien  und  quadratischen   Covarianten.     Die  Formen 
dritter  Ordnung,  welche  das  simultane   System   aufweist,  wollen  wir 
genau  so  beibehalten,  wie  sie  der  Faltungsprocess  bei  Aufstellung  des 
Systemes  geliefert  hat.     Es  sind  sechs  an  der  Zahl: 
f,  <p,  Q,  K,  (f,  F),  (9,  J). 

Zu  weitem  Cntersucbungen  von  Ueberachiebungen  derselben  (iber 
einander  oder  über  andere  Formen  haben  wir  hier  keine  Veranlassung. 

Von  den  sechs  quadratischen  Formen,  die  im  Systeme  auftreten, 
wollen  wir  drei  durch  andere  ersetzen,  nämlich  die  drei  Formen  (^,  F), 
(G>  9")*  "iDd  {K,  fy.  Die  GrOnde,  die  nns  hiezn  bewegen,  sind  rein 
praktischer  Natur.  Clebsch  hatte  dieselben  ersetzt  durch  die  drei 
Functionaldeterminauten  der  drei  andern  quadratischen  Formen  jd, 
r,  ö.  Wir  wollen  an  ihrer  Stelle  einführen:  (/",  «),  (/",  p),  (y,  «), 
also  Ueberschiebungen  über  lineare  Formen.  Dass  wir  (^,  r)  durch 
(f,  3t)  ersetzen  können,  geht  ans  Nr.  311,  (3)  hervor. 

Berechnet  man  ferner  die  zweite  üeberschiebung  von  Q  über  tp,  so 
findet  man  Folgendes.     Die  zweite  Polare  von  Q  ist  [vgl.  Nr.  146,  (2)]: 
g,Ql  =  {aJ)al^^, 
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Ersetzen  wir  darin  y  durch  a,  und  multipliciren  mit  «,,  ao  kommt: 

Der  Ausdruck  rechts  entsteht  aber  aus  (aayoga-c,  wenn  wir  darin 
y  durch  z/  ersetzen  und  mit  ^,  multipliciren.  Wir  erhalten  [vergl. 
Nr.  313,  (8)]  daher: 

also  wegen  Nr.  311,  (1) 

(«,»)• !■(/■,  y)+ij^.  (1) 

Mau  darf  also  in  der  Tliat  (Q,  ipf  durch  {f,p)  ersetzen  und 
demgemäss  auch  {K,  ff  durch  (qo,  s).  Die  sechs  quadratischen  Formen 
sind  also: 

^,  ®,  f^,  (f,  P).  iv, «),  (/",  «)  =■  -  (9,  P). 

317.  i>te  5cc^  linearen  Formen.  Von  den  sechs  linearen  Formen 
des  Systemes  behalten  wir  die  beiden  Formen  p  und  n  im  Folgenden 
bei.     Dagegen  ersetzen  wir  die  vier  übrigen  durch 

(J,p),  (^,«),   (r,p),   (f,n). 

DasB  dies  gestattet  ist,  kann  man  leicht  zeigen.  Denn  da  die  zweite 
Polare  yon  Q,  wie  schon  erwähnt,  sich  auf  {ajJ)a*/l^  reducirt,  ao 
wird 

(ö,  r)»-.(a^)(of)«^,. 
Nun  ist  aber  die  lineare  Form 

».-(oC)'«., 
also 

W,  »')■  -  ((«c)"«.,  ^  -  {',  ^  (1) 

und  ebenso 

(iT,  ^f  -  ((«  ^)'«„  F)  -  (p,  r) .  (2) 

Man  erhält  femer: 

(9,,  ^')'-(«^)'(»^,0^„, 

oder,  weil: 

(»,  ^')'-{(<.^)'«.,  4)-(P,4,  (3) 

und  ebenso 

(/■,n' -((<•<')'«.,  >',)-(«,<')■  (4) 

Die  sechs  linearen  Covarianten  des  Systemes  sind  also: 
p,   «,   {^,p),   i^.Jc),   <f,p\   {F,n). 

318.  Weitere  lineare  Covarianten.  Den  eben  besprochenen  sechs 
Formen,  insbesondere  den  beiden  Ueberschiebungen  von  f  und  y  ober 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


Systeme  oiDzelner  uod  «imultaner  Formeo  hüheren  Grades.  341 

P" ,  resp.  ^,  sehr  nahe  liegend  sind  auch  die  beiden  üeberschiebuiigeii 
von  f  nud  9)  aber  die  andere  quadratische  Form  %,  nämlich  {f,  &f 
und  (9),  &f.    Wir  erhalten: 

=  I  {(««)*(ai)(«6)6.  +  (fca)'(Ä«)(«a)<^,} 
=  I  (aa)Co6)(a6)  {(aa)t,  +  («6)a.) 

-    ■  (a«)(«6)X«&)««  -  -  I  (aa)(6«)(a6)»a,, 
oder,  weil  {ftbfaxhx=/l  und  nach  Nr.  309,  (9,  z()*^2), 

(/-,»)■- -|(^,y)'--ii>,  (1) 

also  auch 

i,f,Sf--y(P',D'--\n.  (2). 

Wir  haben  damit  auch  für  die  beiden  wichtigen  linearen  Co- 
varianten  p  und  «  einen  neuen  Ausdruck  gefunden. 

Eine   zweite   Reihe  einfach  zu  berechnender  verwandter  linearer 
Covarianten  ergiebt  sich  ans  den  Ueberschiebangen  von  f  und  9  über 
Producte  und  Potenzen  von  j)  und  %,  also  die  Covarlanten: 
{f.  ■ff,  (f,^')'.  (f, -')'■<  (V.P"),  {f.P")',  (»,<^)'. 

Da  wir  die  Werthe  von  p*  und  ar*  bereits  als  lineare  Functionen 
quadratischer  Formen  ermittelt  haben,  so  hat  die  Berechnung  dieser 
CoTarianten  keine   weitere  Schwierigkeit.     Wir  schieben  die  Relation 

zweimal  über  f  und  erhalten: 

CA  Py  =  («i«)'«.  =  Ajj  (f,  ry  -  2Aej  if,  &y  +  (Aee  -  -J)  (f,  Jf 

—  A^j«  -\-  AbjP  +  J{ahy{ap)h„ 
weil  ja  die  Ueberschiebung  (/",  Jf  =  0  ist.     Es  ist  aber 

somit 

(/;  !>■)■  -Ajjx  +  Aajp  +  HJ,  p),  (3) 

und  ebenso 

(^,z')'  —  A^^p  +  A»p,c~J{r,x).  (4) 

Ferner  ergiebt  sich: 

(».rt'— ("?)■«.— ^-«^(9,  l')'  -  2^«^  (<P,  e)'  +  ('l«»  -  ^')  (»■,  ^)' 

+  J(ji,  (ap)ai)'. 
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Id  dieser  Relation  ist  einestheila  (9),  Ff  =  0,  und  anderntheils: 
(9),(ajj)oa'  =  (op)(«a)»a^~(a«)'{ö,(j>«)+I>^(«a)| 
=  Caa)V  +  (a«)'(p«}a.. 
Da  aber  vegen  der  FundameotalrelatioD  (/",  %)  +  {tp,  p)  =  0: 
(aay(pa)a,~'{(pa)al,  fl|)«  =  ((fcjr)fc|,  aiy  =  (06)^(6«)«^=  (^,«), 
BO  erhalten  wir: 

(ip,  {ap)aiy=Jp  +  (^,  jt). 

£8  wird  sonach,  nnter  Berüclisichtigung  dieser  Werthe  der  einzelnen 
Glieder,  and  wegen  Nr.  318,  (2): 

(9,P'r  ■=  Asjz  +  {Ae^+^)p  +  J(z»,  ™),  (5) 

also  aucb 

f/-,  «>)■  -  ^»/.p  +  (^es  +  Q «  -  J(<',  ?)•  (6) 

Nun  kann  man  die  üeberschiebung  (<p,  p^y  auch  schreiben: 

i(9,p)>p); 

weil  aber  (y,p)  ■=  —  (/',  «),  so  ist  auch 

(9,  ?■)■  -  -  (if, '),  rt*  -  -  (f,  "-Pf, 

und  ebenso 

(/■,«■)'--«?>,»),■«)•--(?>,?■«)*■ 

Diese  beiden  letzten  linearen  Covarianten  haben  sonach  dieselben 
Werthe,  die  wir  bereits  in  (5)  und  (6)  berechnet  haben. 

319.  Die  Invarianten  des  simiüianea  Systems.  Von  den  sieben 
Invarianten,  auf  welche  wir  durch  Aufstellung  des  Systenies  geehrt 
wurden,  behalten  wir  folgende  vier  bei:  J,  Ajj,  Af,p,  Ajf.  Die 
drei  übrigen:  (f,  Kf,  {q>,  Qf,  (Q,  K)'  ersetzen  wir  durch  andere,  indem 
wir  die  Qbrigen  Invarianten  des  simultanen  Systemes  ^,  ^ ,  &  zu 
Hilfe  nehmen.    Es  ist  nämlich: 

if,  Kf'^(aF){aaf{aF)={{aafa,oi,,  ff  =  (®,  F)'  =  Ae^ ,    (1) 
und  ebenso 

{>p,qf^Aej. 

F^ner  ist  ein  Glied  der  Üeberschiebung  (§,  Kf  dargestellt  durch: 

e-(«^)(<<r)(<..)'(^r). 

Die  rechte  Seite  geht  aus  der  schon  mehrmals  benutzten  Eteihen- 
entwicklung  hervor: 

wenn  wir  in  ihr  y  durch   J,   x   durch    F   ersetzen   und    mit    {^F) 
multipliciren.    Wir  erhalten: 
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G  =  iJF)  ((ör)(ö^)  +  j  Ji^n] 

=  {/IF)  (&P)  (©^)  +  Y  'f^^P- 
Man  kann  somit  (Q,  K)^  ersetzen  durch  das  erste  Glied  rechts 

a  =  (^F)(ÖFK®-^)-  (2) 

welches   nichts   anderes   ist,    als    die    simultane    Ia?ariante   der   drei 
qnadratiachen  Formen  ^,  F  und  6. 

Diese  Form  &,  lässt  sich  auch  noch  auf  eine  andere  Weise  dar- 
stellen.   Wir  hatten  gefunden  [vergl.  Nr.  311,  (1)] 

(/•,j>)=(aj))o5  =  2(.^,  »)"i2(^»)^.S,. 
Aus   dem    Ausdrucke    rechts   geht   aber  i2  herror,    wenn    man  diese 
Relation  zweimal  über  F  schiebt;  man  erhält  also: 

iiaf)  al.  Ff  -  2  ((^6»)  ^.  ©^,  Ff , 
oder 

(or)*(ap)  =  -2ß. 
Es  ist  aber 

(a Ff  (ap)  =  ({o F)' a^,p)  =  («,  p) ; 
also  ist 

2Si  =  (p,3i). 

£8  erübrigt  noch,  den  Werth  der  nicht  zum  System  gehörigen 
Invariante  Ae»  zu  bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  ersetzen  wir  in  der 
Reihenentwicklirag 

(aayagU^  ==  ©a©,  +  ^  '^iy^) 
jf  durch  h  und  x  durch  ß  und  multipliciren  die  Entwicklang  mit 
{bßf;  dann  erhalten  wir: 

(<.«)'(a6K.«(6«'  =  (S«'  {(««(ei)  +  ^  (6«) 

-  (8,  {ift'i./).)  +  •^' 

-Äm  +  '~  (3) 

Um  den  Ausdruck  links  umzuformen  beachte  man,  dass  wegen 
des  Factors  (ab)  es  Tortheilbaft  ist,  a  mit  b  zu  vertauschen  und  die 
halbe  Summe  zu  nehmen;  dann  wird: 

(<.«)'C4W(a4)(«/l)  -  I  (oi.)(««  ((»»)-(6«'  -  (6.)>(oW  I 
-  I  (»»)(««  !(»«)(*«  +  (4«)C««I 
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Die  boiden  Terme  rechts  Btimmen  fibereio;  also  iat: 
(oo)'(i./J)'(oS)(o«  -  (.ah)\„ßf(aa)tbß)  -  (^F/  -  A^^.     (4) 
Substituirt  man  daher  (4)  in  (3),  so  erhält  man: 

Af,a  =  Äjp  —  -g  ■  (5) 

Fassen  wir  wiederum  die  sie1>en  Invarianten  des  Systemes  zu- 
sammen, so  sind  dieselben  reprüsentirt  durch: 

Ajj,  Af^p,  J,  Ajf,  Ajtft,  Afr»,  a^^Rjee. 
Zwischen  diesen  sieben  Invarianten  mQssen,  wie  schon  früher  er- 
wähnt, zwei  Relationen  beBtehen.     Wir  wollen   sie  im  Folgenden  be- 
rechnen. 

320.  Invairiantetvrelation  für  St?.  Zunächst  weiss  man  aus  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen,  dasB  das  Quadrat  der  schiefen 
Invariante  £1  sich  darstellen  lässt  durch  [vgl.  Nr.  134,  (2)  ^)]  die 
Determinante : 

Ajj,  A(tj,  Afj 
•  2Sl' -°'    Ajs,  A^s,   Aps    • 

Aj/r,    Atfp,     Af,f, 

Wir  bezeichuen  diese   Determinante   mit   TJ  und  ihre  Unterdeter- 

miuanteu  mit  V^.    Diese  Unterdeterminanten  Ua  sind  nach  der  Theorie 

Act    quadratischen   Fonnen    nichts    anderes    als  die  zweit«u   üeber- 

schiebungen  von  Functionaldetenninanten  der  drei  Formen  ^,  F,  ©. 

Denn  ersetzen  wir  die  dort  [vgl.  Nr.  134,  (1)  j3)  und  y)]  mit  f,  y,  i(i 

bezeichneten  quadratischen  Formen  durch  ^,  resp.  8,  F  und  demnach 

dj  =  (y,  ^),    fr,  =  (^,  f),   d,  =  (/;  y)  durch   (©,  P^,  resp.  (F,  J), 

(^Ö),  so  erhalten  wir  unmittelbar  die  folgenden  sechs  Relationen: 

2^.»,  =  2((0,  F),  (Ö,  F)Y  =  AasAp^  ~  A],^,       =  +  l/,. 

2^,,^,  =  2((r,  ^),  (F,  ^)Y~=AppAjj  ~  A]r^       «  +  U„ 

2^*,*,  =  2((^,  @),  {J,  &)Y  =  AjjAs»  -A'ja        =  +  (7„ 

2^*,»,  =  2({@,  F),  {F,  ^)Y  =  A^jAps-  AppAje U^ 

2A»,s.  =  2((8,  F),  (^,  &)Y=AajAfo—  AbhAjp-'  -f  IT,, 
2^*,»,  =  2((F,^),  {/l,&)Y  =  -^d%^^r~  ■A-äAAdp^—  V^. 
Diese  Unterdeterminanten  spielen  bei  der  typischen  Darstellung 
von  /i,  F  und  %  eine  besondere  Rolle.  Denn  sie  sind  es,  welche  die 
typischen  CoefGcienten  liefern.  Sie  dienen  ferner  dazu,  die  Relation, 
welche  das  froduct  SlJ  mit  den  andern  fundamentalen  Invarianten 
bildet,  in  einfacher  Weise  darzustellen. 


Digitized  by  ^lOOQ  IC 


(I) 


S;st«iiie  einzelner  uod  aimullaner  Formen  hSbercu  Grades.  345 

321.  InvarianlenrdaHon  für  Ü  ■  J.  Man  bat  für  das  Product 
dieser  beiden  Invarianten  den  symbolischen  Ausdruck: 

2j-a  =  (o«)*  ■(>«), 

oder,  indem  wir  den  Identitätssatz  benutzen: 
2J.ß_(»»)-{(o,,)(.»)  -  (o»)(.rt| 

-(o.)>(o),)(«») -(«»)'(«»)(„,,) 

—  {("p)''.,  (««)"!)'  —  ((oa)»;,  («ji)«;)' 
-({f.p),  (9,-')f  -  ({f,"),  i.v,r))'- 

Nun  besteben  aber  Dach  dem  FrQheren  die  Beziebnngen: 

(/■,«)--  (^.«'Y 

(v,  p) (F,  ^) 

(/■,  F)--2(»,  ^0    ■ 

{^,£)--2(e,r)\ 

Demnach  wird  die  Relation  fDr  2(r-i2:  * 

2  J-  a  —  4  ((»,  ^),  (8,  F))'  -  ((^,  r),  (F,  4)' 
-  ((r,  z(),  (F,  ^))'  -  4{(e,  F),  (J,  »))>, 
oder: 

4J-ß=  f/«-4f/,s. 

Biemit  seien  die  ünteraucbungen  Über  die  Relationen  der  Formen 
des  Systems  von  f  und  ip  beschlossen. 

322.  Zusammenfassung.  Ehe  wir  zu  Anwendungen  der  bisherigen 
theoretischen  Untersuchungen  übergehen,  dflrfte  es  angezeigt  sein,  eine 
tabellariacbe  üebersicht  über  die  gewonnenen  Resultate  zu  entwerfen. 

Die  26  Formen  des  aimnltanen  Systemes  von  f  und  tf>  sind  durch 
fo^ode  Symbole  dargestellt: 

t  =  (aa.)  al  al , 


f  —  al,                  J  —  (abya,b., 

«-(aF)'»„ 

Ajj 

f-'i.                  (=■-(«/))■«,(!„ 

p-iaS'"., 

A,, 

Q—iaJ)alJ.,     S-(ai.)'o,«,, 

i^.P). 

A^r 

K-(aF),lF.,     (f,p), 

(^,  '), 

Ä^s 

v.n,                (»>,«), 

(I^.P), 

Ar, 

C»,  4.               (/•,«)--(?>,?), 

C^,  »), 

J-  (0«)» 

a^(^p)(FS)(je). 

Zwischen  den  Ueberschiebungen  dieser 

folgende  Relationen: 
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(/■,  8)'--|p, 

(»,/)' \p 

(I) 

(»,  9)'  -  -   'f  z, 

(».9»)"-  +  |« 

(f,p)  --2(«,^), 

(»,!>)-       yI^»  +  ®pI 

(") 

[f,z)  --2(8,C), 

(»,«)  --tI/^p  +  s«), 

(f,  »)  --KD 

daher:  (/-.«j  +  Cv.pl-O 

aii) 

j,-  _  ^^^^  _  'iÄ„j» + (_4«,  -  ^-V + •'(/■•  y) 

(IV) 

(V,  p»)*  =  .le^«  +  {Ass  +  'l')i*  +  J(^,  ff)  =  -  (/■,  ;rp)' 


(V) 


^ee  =  J/'^- Y  (VI) 

2a  =  (p«},    2ß*-(^^^^ee^r^).  (VII) 

Die  Unterdetenninanteu  (/"»  dieser  Determinante  {Ajj  Ä^%  A^^) 
sind  den  sechs  Invarianten,  die  zum  simultanen  System  4er  drei 
FuDctionaldeterminanten  (Ö,  C},  ip',^,  (■^,0)  gehören,  proportional. 
(Vergl.  Nr.  320.)    EndUch  ist: 

4aj=  t;„  -4  1/,,.  (VIII) 

§  33.     Anwendungen  des  Bünnltanen  Fonnenaystenu 
Bweier  oubioolier  Formen. 
323.    Typische  Darstellung  der  quadraiischen  Govia^nten  A,  0,  f^. 
Die   ersten    Anwendungen,    die   wir    von    den    im    Torhei^egangenen 
Par^raphen  gewonnenen  Resultaten  machen,  beziehen  sich  auf  typische 
Daratellangen  von   Formen  des  Systemes  unter   Zugrundelegung    der 
beiden  linearen  Covarianten  p  und  a.     Um  eine  der  drei  quadratischen 
Covarianten    A,  F   oder  9,   etwa   die   Govariante   d,   typisch  darzu- 
stellen, gehen  wir  wiederum  aus  von  der  Identitöt 
(jj;i)^,  =  (^n)i>^  —  i^Jp) «,. 
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Wir  erheben  sie  auf  die  zvreite  Potenz  und  erhalten: 

4  ß'  ^  =  {^nfii'  ~  2  {dp)  {dx)pn  +  (^p)»». 
Für  die  typischen  Coefficienten  {■dii}*,  {Jp)(/]Ti),  (dp)*  ergeben 
sich  aber  unmittelbar  die  Werthe: 

(Jp)'  =  2  E;„  -=  2  { Ajj  Aee  -  Ahe  ] 
(dp)  (dx)  =Uü      =AsF  AjA  -  Aqj  Afd 

(ä%f  =  —   üjj  =  —  { A4A  Äf,^  —  A),j  ] . 

Denn  es  ist  (vergl.  Nr.  320  and  322): 

2  P»  =  4((^,  ©),  (d,  ©))'=((/;p),  (/;p))*  =  (a6)*(«p)(6p)=  (dpY 
U^  =  n(P',^),i&,^)r  =  i(f>p),if,n)Y'=(abr(ap)(b^)^(dp)(d7,) 

I  u,, = ((4  n  (^,  nr-iif, «),  (/;  «)r = (aby(a«)(bn) = (d*y. 

In  derselben  Weise  gelangt  man  zu  den  typischen  Coefficienten 
TOD  F  und  &.   Man  brau6ht  nur  die  Ueberschiebungen: 

((9,  "),(?>.  »))',    ((t,  «),  (y,  p))',    ((9,  p),  (y,  ?))' 

ar.  rt,  (9>,i'))',  ('/■, »),  (?>>  1'))',  ((/■, »),  (»,  «))■ 

zu  berechnen. 

324.  Die  typischen  Coefficienten  von  f  und  <p.   Ebenso  bietet,  nach- 
dem wir  die  Ueberschiebungen 

(/■,  j'T,  (f.P^y,  (f,^'y 
(<p,p'y>  iviPf)',  (v,  «')* 

bereits  berechnet  haben,  die  typische  Darstellung  von  /'  und  91  mit 
Hilfe  der  linearen  Corarianten  p  und  n  keine  Schwierigkeiten  mehr. 
Wir  haben  die  für  diese  Ueberschiebungen  gegebenen  Relationen  (vgl. 
Nr.  322)  nur  noch  einmal  Über  die  Formen  p  und  x  zu  schieben  und 
hiebei  die  sich  aus  den  Betrachtungen  in  Nr.  323  ei^ebeaden  Werthe 
für  (dp)',  (dxy  ete.  zu  benutzen. 

Sind  auf  diese  Weise  die  typischen  Coef&cienteu  berechnet,  so  istr 
die  typische  Darstellung  von  /"und  tp  wieder  durch  die  Idenittäteu: 

(pxfal  =.  {(a7c)p^  ~  (ap)^^V 

(p«)«a|=  iCa>r)p--(«i')«,)» 
anmittelbar  gegeben. 

Die  leicht  auszuführende  Rechnung  ergiebt,  dass  f  und  ip  in  der 
typischen  Darstellung  bis  auf  einen  Invariantenfactor  als  die  beiden 
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erateu  Differential quotienteu  einer  gewissen  Form  vierten  Oratles  er- 
scheinen, nämlich  der  Form: 

-=  Aft"  +  4Bj/k  +  3C/ä*  +  AOpjc"  +  Ex*. 

Diese  Eigenschaft  hat  Clebsch  für  das  Problem  der  Transformation 
dritter  Ordnung  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ausgebeutet. 
Da  sie  auch  noch  anderweitig  interessante  Bezieliungeu  bietet,  so  wollen 
wir  bei  Betrachtung  dieser  Form  F  noch  ein  wenig  verweilen. 

325.  Die  ersten  Folaren  der  Form  F  nach  p  und  x.  Wir  werden 
zunächst  noch  in  anderer  Weise  zeigen,,  dass,  wenn 

F^f«  +  <pp 

ist,  die  ersten  Differentialquotienten  von  F  nach  p  «nd  je,  oder  was 
dasselbe  ist,  die  ersten  Polaren  nach  p  und  x  proportional  sind 
den  Formen  f  resp.  91. 

Setzen  wir  nämlich  etwa 

F=ri, 
80  ist: 

4{F,  K)  =  4r|(r)i); 

und  wegen  der  Voraussetzung  auch 

4(F,  «)  -  3(/-,  k)«  4-  {^,  ^)f+  3(7>,  x)p  +  <p{p,  x) 
=  3(a3r}alÄa  -f  S{aa)a%pt  +  ^{p,  a). 
Berücksichtigen  wir,  dass  (/,  «)  =■  —  (93,  p),  so  wird 
4r5(rw)  =  —  3(ap)«lXx  -\-  ^{an)alpt  +  vCp«) 
=  5al\{ax)p,  ~  (ap)x,)  +  ^(pn) 
^i<p{px)  =  S£lip. 
Demnach  ist: 

r',(rn)  =  2Sig>,  (1) 

und  ebenso  findet  sich: 

rl(rp)--2Sif.  (2) 

326.  Bas  System  der  Form  F.  Dasselbe  besteht  bekanntlich  aus 
den  Formen: 

Jf  -  (F,  Fy,   tr  =  {F,  Ji),   ir  -  (-F,  F)*,  >  =  (F,  ^^)». 
Mit  Hilfe  der  Relationen  (1)  und  (2)  können  wir  dasselbe  leicht  durch 
die  simultanen  Formen  von  f  und  <f  ausdrücken. 

Ueberschiebt  man  nämlich  diese  beiden  Relationen  dreimal  über- 
einander, so  kommt: 

{rr^'(r,)(r,p)  =  iii'J. 
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Vertauscht  man  links  r  mit  r^  and  nimmt  die  halbe  Summe,  so  kommt: 

-|(".)'(i'«)-4a'J, 

oder,  da  {pn)  =  2ß: 

i>=  — 4ßJ.  (!) 

Ebenso  findet  man  durch  einmalige  Ueberschiebung  von  (1)  und  (2): 

(rr,)(r«)(r,p)rJt-E,  =  —  4ß''(y,  f)  =  4ß**. 
Vertauscht  man  wieder  r  mit  r,  und  nimmt  die  halbe  SummS,  so  kommt : 

—  Sl^p  «       4il'», 
oder 

z/„-=  — 4afr.  '  (2a) 

Zur  Berechnung  von  ip  und  Jf  benutzen  wir  die  in  Nr.  322  auf- 
gestellten vier  Relationen: 

(»,/-).__|p,         (»,y)>_+|,  I 

(»,  p)  -  ^  (^1  +  ©Ji),     (9,  «) I  C^P  +  »■■)) 

Ea  ist  dann: 

jr  —  (i?,  —  4fl»)'  —  —  4a(f7l  +  ifp,  »)' 
- -4a  ((*,/■;.)<  + (9, /-j,)') 
--4ß|((»,/)-,»!)  +  ((»,  y),rt| 

4fl(-  "-(p«)  +  -5-(«p)j, 

also: 

j>=+12ß».  (3) 

Femer  geht  mit  Bücksicht  auf  die   Formeln  (2  a)  und  (2  b)  und 
(1)  und  (2)  Nr.  325  aus  der  Identität: 

{F,  ^p)  {p,  «)  =  {F,  p)  (Jf,  «)  -  {F,  «)  (^j,,  p) 
die  Relation  hervor: 

f,-2ß  =  (-2flO{-4a--|{P'i.  +  ©Ä}) 

-  (+2^9.)  (-  4ß- 1  (^JT  +  @p)),      ■ 
oder: 

ijr  —  2fl  •  { 9.(^«  +  &p)  —  f(fp  +  ®«)  1 .  (4) 

Die  eben  angestellten  Berechnungen  zeigen  eioen  merkwürdigen 
Zusammenhang  zwischen  den  drei  Formen  F,  p,  x  einerseits  und  den 
beiden  Formen  f  und  (p  andererseits.  Sind  die  Ooefficienten  einer 
biquadratischen  Form  so  beschaffen,  dass  die  Invariante  j  proportional 
der  Invariante  (pn),  dass  also  die  Relation  (3) 
12ß*=j> 
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besteht,  so  stimmt  das  simultane  System  von  F,  p,  »  Qberein  mit 
dem  simultanen  System  zweier  cnbischen  Formen  f  und  91,  welche  p 
und  X  zu  linearen  Govarianten  haben.  In  der  Tbat  reducirt  sich  auch 
durch  die  Relation  (3)  die  Zahl  9  der  Constanten  von  F,  p  nnd  x 
auf  8  willkQrliche,  was  mit  der  Zahl  der  unabhängigen  GoefGcienten 
von  f  und  <p  übereinstimmt. 

327.  Resultante  von  f  und  tp.  Die  Resultante  zweier  Formen  J^, 
und  jF^,  alsS  iIf„F„  ist  bis  auf  den  Factor  {px)^  gleich  der  Resultante 
der  beiden  Formen  x^Fi  —  «i-fj  and  p^Fi  — Pi-Fj,  d.  h.  es  ist: 

Cp3r)*Bf„F,-  Rn,F,~«,y,.p,F.^p,F„  (vgl. Bd. I Nr. 256). 
wenn  JF,  und  F^  Formen  dritten  Grades  in  x  sind.  Sind  nun  F^  und 
F^  die  ersten  Differentialquotienten  ron  F,  so  ist  einestheils  Rf^.f, 
gleich  der  Discriminante  B  von  F  und  anderntheils  ist  wegen  der 
Relationen  (1)  und  (2)  Nr.  325 

-ß*,f,-jr,F„J:i,F,— ftf,  =  Rtäf.  —tilf, 

also  bis  auf  einen  Zahlenfactor  gleich 

Man  hat  also  die  Relation  (von  einem  Zahlenfactor  abgesehen): 

oder  weil,  wiederum  von  numerischen  Factoren  abgesehen, 

Ü  =  6j]^  -  »^  =  6-  12*Ü*  —  64Ä*- J", 
so  ist:  JI/.y  =  32{27iJ  — 2^^*). 

328.  FäUe,  in  denen  die  typische  Darstellung  ttnmogli^  ist.  Sind 
alle  sechs  linearen  Formen 

P,  iAp),  iF,P) 

X,  {J,  x),  (F,  x) 
einander  proportional,  so  kann  eine  typische  Darstellung  durch  lineare 
PormeD  nicht  mehr  geleistet  werden.  In  diesem  Falle  verschwindet 
zunächst  jedenfalls  i2  ■«  (j>n).  Dies  kann  eine  Folge  des  Verschwindens 
aller  Unterdeterminanten  Uik  sein  oder  nicht,  und  je  nachdem  werden 
entweder  alle  linearen  Covarianten  identisch  verschwiudeu ,  oder  alle 
einander  proportional  sein,  oder  bei  nicht  verschwindenden  Ua  zwei 
von  einander  verschiedene  lineare  Formen  existiren.  Wir  wollen  daher 
der  Reihe  nach  folgende  zwei  Fragen  nntersuchen: 

1)  Welche  Eigenschaften  haben  /"and  tp,  wenn  iJ  =  0,   it7a^0? 

2)  Welche  Eigenschaften  haben  f  und  ip,  wenn  Ua  =  0,  und  also 
auch  ß  —  0? 

329.  BeantworUmg  der  ersten  Frage.    Wir  setzen  vorans: 

Ä  —  0,     tr»  ^  0. 
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Wenn  Si  yerBchwindet,  also  immer  p  fQr  einen  bestimniten  Wertli 
von  X  mit  l-n  fibereinstimmt,  so  muss  wegen  der  Relation: 

die  Ueberschiebung: 

(/•,«)+*■(?■,?)-(/■+ i(p,») 

identisch  rerscliwinden.   Das  Verschwinden  der  Functionaldeterminante 

(f+i,p,,)-0 
lehrt  aber,  dass  f-\-X<f>  eine  Potenz  von  n  sein  mnss.    Wir  haben 
also  in  diesem  Falte: 

d.  fa.  es  giebt  eine  Combination  der  beiden  Formen  f  und  p,  welche 
ein  vollständiger  Cubus  ist. 

Umgekehrt:    Ist  f-\-  Xgt  ein  vollständiger  Cubus,  also 

daDn  ist  die  zweite  Uebersohiebung  von  f  -i-  liip  über  f ,  wegen 
((P,  (7)"  _  0: 

f-^f')'  (1) 

und  femer  ist  die  zweite  Ueberschiebnng  aber  d,  wegen  (/",  ^'  =  0: 

J«-r(^r)'  .     (2) 

Aus  der  Comparation  von  (1)  mit  (2)  folgt: 

und  demnach; 

330.    Beaniwortaftg  der  zweiten  Frage.     Wir  setzen  voraus: 
p-«  =  0,     und  demnach     ß  =  0,     »und*™l,  2,  3. 
In  diesem  Falle  sind   aber  auch  p  und  tc  identisch   null.     Um  diesen 
Lehrsatz  zu  beweisen,  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  ^,  resp.  f  iden- 
tisch verschwindet;  dann  ist  auch 

(y,  ^)»=p  =  0,     und     (/,  ^)»  =  3r  =  0. 
Nun  ist  (vgl.  Nr.  323) 

Da  aber  U^  =  0,  so  folgt 

(^p)'  -  0 
und  ebenso  (^^p)'  =  0,  {ßp)*  =>  0  etc. 

Diese  Relationen  lehren,  dass  /i,  f,  B  den  Factor  j)  im  ersten 
Qrade  besitzen.    Nun  ist  aber: 
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Di«  linke  Seit«  ist  ddII;  folgtich  aoeh,  wenn  p^O  irt: 
(M,  e:.,j>)  — 0. 

E*  ixt  aber  (vgl  Nr.  322): 

also 

fa  j>/  a,  =  0 
DDd  ebenso 

(«p)*«,  =0, 
<].  h.  die  cabiscben  Formen  (  nnd  91  besitzen  j»  als  qiiadratiad>a 
Factor,  DanuiB  folgt  nach  der  Theorie  der  cabiächen  Formen,  dasa 
auch  ^  und  P  ihn  qaadratisch  enthalten.  Ebenso  aber  aocb  9.  Denn 
wenn  f  nnd  7  den  Factor  p  quadratisch  enthalten,  so  besifart  iltn  aadi 
/*-{-  ilfi  und  demnach  anch  die  Hesse'sche  -^z+j^  dieser  Form.  Non  ist 

Hierin  besitzen  jJ/^z^,  jÜ,  f  den  Factor  p  quadratisch,  dso  anch  0. 
Wenn  aber  .£^,  P' ,  9  dies«i  Factor  quadratisch  enthalten,  so  ist 

Bilden  wir  also: 

^  (^p)  ^,  —  ^  (ej))  »,  =  ©,  ^,  ( (^P) »,  -  (»i>)  ^, } 

='  p  ■  {je)s^^t = p-{^,  0), 

HO  ist,  da  die  linke  Seite  verschwindet  und  p  von  Null  verschieden 
sein  soll: 

(z/,  »)  =  (/-,  p)  =  oj(ap)  =  0, 

d.  h.  f  besitzt  den  Factor  p  im  dritten  Grade,  und  also  ebenso  auch  f. 
Wenn  aber  f  und  tp  reine  Guben  sind,  dann  verschwinden  ihre 
Hease'schen  Formen  und  folglich  ist,  wie  behauptet  wnrde: 

331.    Folgerungen  für  f  vnd  <p.     Wir  setzen  also  voraus 
p  — 0,     «  =  0. 
Wenn  p  und  n  identisch  verschwinden,  so  müssen  ihre  CoefScienten 
p,  Pj  »,  JTj  einzeln  null  sein,  d.  h.  (vgl.  Nr.  312)   es  niQssen  die  De- 
terminanten der  Matrix 
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r= 


a.     Og     a,     «, 
verschwindeo.    Es  mögeo  hiebei  zunächst  weDJgstenB  die  Minoren  dieser 
DetermiDanten  von  null   verschiedeo  sein.     Wir  multiplicireD  alsdann 
mit  dieser  Matrix  Zeile  für  Zeile  die  Determinante 
0  0 


0  0 

0  0 

Daa   Product  ist  einerseits  Null,   i 

schwinden. 


0 

f^i     —Fl 
.  alle  Determinanten   von    T  ver- 
Andererseits  ist  es  dargestellt  durch  die  Matrix: 

/■„  e„  9,1  K,  I 
f«  e,.  v«  K„\- 

f„    &    »>■,    -K»  I 
Sie  verschwindet,  d.  h.  ihre  einzelnen  Determinanten  sind  null,  nicht 
aber  deren  Minoren.   Greifen  wir  min  etwa  die  erste  Determinante  heraus 

/■.ü     fts     9k     -0.  (1) 

fn     Qii     <P^ 
Da  die  Minoren  nicht  verschwinden,  so  muss  <p  eine  lineare  Fanction 
von  f  und  Q  sein.     Denn  die  Determinante  (1)  läsat  sich  schreiben: 

o,«t  +ösa!j,     Öi»i  +  fta^,     Ol«!  +  fh^     ='^- 

Zerlegt  man  diese  Determinante  in  ihre  8  Sammanden  und  fasst  gleiche 
Potenzen  von  x  zusammen,  so  müssen  die  Coefficienten  von  x'  einzeln 
verschwinden.     Nun  ist  z.  B.  der  Goefficient  von  x^ 

«.  «. 
«■  ^ 

d.  h.  es  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

*öo  +  i«.  +  <>«o  —  0 
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Daraus  geht  aber  die  Richtigkeit  der  Behauptung  direct  herror,  dasB 
fp  =■  al  eine  lineare  Function  f='a^  und  Q  •=  Qi  ist. 

Wenn  also  p  und  x  identisch  null  sind,  so  ist  <p  keine  selbst- 
ständige Form,  sondern  eine  Covariante  f-{-nQ.  Dies  gilt,  so  lange 
die  Minoren  der  Determinanten  ^  0  sind.  Verschwinden  auch  diese 
identisch,  die,  in  so  weit  sie  aus  den  beiden  ersten  resp.  aus  den 
beiden  letzten  Colonnen  von  V  entnommen  sind,  nichts  anderes  als 
die  Coefficienten  toh  ^  and  F  darstellen,  ao  sind  f  und  g>  vollstän- 
dige Guben,  da  J  und  P'  in  diesem  Falle  null  sind. 
Wir  haben  demnach  folgende  Resultate; 

„Ist  A  ^  0,  aber  Ua  im  Allgemeinen  von  null  verschieden, 
80  existirt  eine  lineare  Gombination  f  ~\-  lip,  welche  dem 
Cubus  der  linearen  Form  Jt  proportional  ist." 

„Ist  Un  =  0,  i  und  Ä  =  1,  2,  3  und  daher  ß  =  0,  so  ist 
entweder  <p  =  Const.  (/  +  ftQ),  oder  f  und  9  sind  vollstSn- 
dige  Guben;  in  diesen  beiden  Fällen  ist  eine  typische  Dar- 
stellung durch  p  und  x  unmSglich." 

§  34.     Di«  SclLwestarfoimen. 

332.  Einleitende  Bemerhmgen.  Wir  haben  uns  bisher  mit  der 
Aufstellung  des  Systemes  jener  Grundformen  beschäftigt,  welche  die 
Eigenschaft  habeu,  dass  alle  Co-  nnd  Invarianten,  die  eine  bestimmte 
Form  besitzt,  rationale  und  ganze  Functionen  derselben  sind. 

Einem  solchen  System  gegenßber  steht  nun  eine  Reihe  anderer 
Systeme  von  Formen  von  der  Kigenschaft,  dass  sämmtliche  Co-  und 
Invarianten  von  f-^a^  zwar  noch  rationale  Functionen  derselben 
sind,  aber  nicht  mehr  ganze.  Dies  ist  von  vornherein  einzusehen. 
Denn  die  Form  f  besitzt  zunächst  (n  -\-  1)  Constante.  Vier  derselben 
können  durch  lineare  Transformationen  bestimmte  Zahlenwerthe  an- 
nehmen; die  ursprüngliche  Form  hängt  alsdann  von  den  n  —  3  trans- 
formirten  Constanten  und  der  Transformationsdeterminante  ab,  d.  i, 
von  n  —  2  Parametern.  Es  muss  also  bereits  zwischen  »  —  1  Inva- 
rianten der  Form  f  eine  Relation  bestehen.  Nehmen  wir  die  beiden 
Variabein  x^  und  x^  als  zwei  weitere  Parameter  hinzu,  so  hängt  jede 
Covariante  der  Form  f  von  n  willkOrlichen  Grössen  ab;  demnach  sind 
auch  stets  »  -j-  1  Covarianten  von  f  durch  eine  Relation  verknöpft, 
deren  Coefficienten  nur  numerische  Gonstante .  sind.  Wenn  nun  das 
vollständige  System  von  f  aus  s  Formen  besteht,  so  mOasen  zwischen 
denselben  s  —  n  Relationen  existiren.  Jede  Covariante  lässt  sich  aber 
durch  die  s  Formen  rational  und  ganz  darstallen.    Eliminirt  man  ver- 
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möge  der  s  —  »  RelatioaeD  aus  jeder  solchen  Darstellung  s  —  n  be- 
stimmte Formen,  ein  Process,  der  immer  rational  ausf^rbar  ist,  aber 
im  Allgemeinen  zu  einer  gebrodieaen  Fonction  fdhrt,  so  ist  jede  Go- 
variante  durch  eine  rationale  und  gebrochene  Fanction  von  n  bestimmten 
CoTarianteu  dargestellt  Diese  n  ausgewählten  Govarianten  bilden  in 
diesem  Sinne  eio  System,  und  die  Aufgabe,  ein  solches  System  von 
Formen  hersustellen,  ist  auf  unendlich  mannigfaltige  Weisen  lösbar, 
da  ja  auch  die  s  Formen  des  vollständigen  Systemes  nicht  a  priori 
fest  sind,  sondern  stets  durch  andere  ersetzt  werden  köoneo.  Der  ein- 
fachste Fall  eines  solchen  Systemes  von  n  Formen  ist  jener,  in  welchem 
der  Nenner  dieser  rationalen  Functionen  eine  Potenz  von  f  ist, 
während  die  Zähler  Aggregate  von  Prodiicten  ganz  bestimmter  Co- 
varianten  sind. 

Wir  werden  uns  hier  nur  mit  diesem  einfachsten  Falle  beschäf- 
tigen und  verweisen  wegen  der  allgemeinen  Untersuchungen  auf  Clebsch: 
„Binäre  Formen",  siebenter  Abschnitt.  Hier  sei  nur  noch  erwähnt, 
dass  die  Aufgabe,  jene  Formen  zu  ermitteln,  durcb  welche  sich  alle 
Formen  des  Systems  rational  ausdrücken  lassen,  im  innigsten  Zu- 
sammenhange steht  mit  der  typischen  Darstellung  von  Formen,  sowie 
mit  der  Aufgabe,  Covariantenrelationen  herzustellen,  wie  auch  aus  diesen 
einleitenden  Betrachtungen  hervoi^ehen  mag  (vgl.  auch  Nr.  335). 

333.  Jedes  symAolische  JProduci  ist  gleich  einer  ratvmalm  Fttnction 
von  CovarianUm,  deren  Nenner  eine  Potena  von  f  ist.  Um  ein  beliebiges 
symbolisches  Product  P  durch  eine  rationale  Function  von  Formen 
darzustellen,  deren  Nenner  eine  Potenz  von  f  ist,  können  wir  auf  fol- 
gende Weise  verfahren.  Wir  denken  uns  zunächst  dasselbe  in  Sym- 
bolen von  /■  =  a"  ■=  üi^  =  c^  etc.  allein  dargestellt  uud  erinnern  uns, 
dass  wir  frßher  gesetzt  hatten: 

/.  =  «:  '«i^ir^:.- 

Es  ist  dann  in  Analogie  mit  a,  «=  a,a^  -f-  o^a^  auch  f^  =  /i^i  -f-  d^, 
und  andemtheils  ist  f^  x,  -f-  ft  ^g  nach  dem  Euler'schen  Satze  auch 
identisch  mit  f=a*.  Jeder  £lammerfactor  {ah),  {cd)  etc.  des  sym- 
bolischen Products  lässt  sich  aber  nach  dem  Identitätssatze  ersetzen 
durch 

(a6) ^r—~  -•  (1) 

Enthält  das  symbolische  Product  P  v  solcher  Klammerfactoren,  so  geht 
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dasselbe  durcli  Substitution  ihrer  Wertbe  (1)  in  einen  Quotienten  Qber, 
dessen  Nenner  eine  Potenz  von  f  ist,  und  dessen  Zähler  ein  Aggregat 
von  Producteu  ist,  die  sich  aus  Factoren  Oj,,  6«,  c^  .  .  .  erster  Art, 
und  Elammerfactoren  (af),  {bf),  (cf) . . .  etc.  zusammensetzen,  während 
Klammerfactoren  vom  Typus  (ah),  (ac),  (hc)  . . .  etc.  aidit  mehr  vor- 
kommen. Bas  Symbol  a  kann  also  beispielsweise  nur  mehr  iD  einer 
Form  vorkommen  wie; 

*.-«;-'(«0',  (2) 

deren  unsymbolische  Bedeutung  die  folgende  Untersuchung  klar 
legen  soll. 

334.  Alle  Formen  ip  haben  die  Form  f  als  Factor.  Zunächst 
wollen  wir  zeigen,  dass  jede  Form  ^  in  die  Factoren  f-u  zerföllt,  wo 
u  ein  Aggregat  von  symbolischen  Producten  ist.  Dies  ist  för  i  =  0 
und  h  ^  1  von  vornherein  ersichtlich.     Denn  fOr  k  '=^0  hat  mau 

%  =  a^-"  {äff  ^^  a^^  fu,  wo  «^^1; 
für  i  «  1  folgt 

^  (a6)oJ~'^~^  ^  0  =>/"•  M„  wo  «1  >=■  0. 
Wir  setzen  nun  voraus,  der  Satz  gelte  bereits  &ii  k  ^  g,  und  zeigen, 
dass  er  alsdann  auch  fQr  k^  q  -j-  l  giltig  ist.     Es  sei  demnach: 

Die  erste  Polare  von  Vp  wird: 

(n—(f)a'^-f-^a^{af)V  +  ^a^{af)^^-{n~  l)6;^'&/a6) 
=  «/;  +  Const.  X  /  ■  l/p^. 
Ersetzen  wir  hierin  y^  durch  f^  und  y^  durch  — /,,  so   erhalten    wir, 
wenn  wir  jene  Grösse,  die  dadurch  aus  U^^  wird,  mit  M  bezeichnen: 
(«  -  ß)  <^^^  (o/)eti  +  p  C«  -  1)  ar«  (ab)  b'-»  (o/l^'  (bO 
=  0-\'ConBi.X  f-M.  (3) 

In  dieser  Identität  ist  das  erste  Glied  links  eine  Form  ^  und 
zwar  gerade  die  nächstfolgende  Form  i/^^t  (vom  Factor  »  —  ^  abge- 
sehen). Das  zweite  Glied  rechts  besitzt  den  Factor  /;  können  wir 
also  zeigen,  dasa  der  zweite  Term  links  ebenfalls  diesen  Factor  entr 
hält,  so  ist  der  zu  führende  Beweis  erbracht  Nun  ist  aber: 
o^ fc^-» (ab)  (6/0 («0''"'  =  ('T^^r^-  (a&)  (*/■)  («/?"' H~* 

=■  «r*  K'"  (f^)  (^f)  («/^  ■  ^'  (ffy~* 

=  { «p-  *r*  («*)  (fin  («/)  ■  ( («0^  -•  «r '  -  (f>f)^'  «r*  i  ■ 
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Die  in  der  Klammer  stehende  Differenz  besitzt  den  Factor 

(ofi  h,  -  (Sfl  a,-r.{ab)-f-  (ah) . 
Eb  besitzt  daher  in  der  That  der  zweite  Term  links  in  (3)  den  Factor 
f  und  damit  auch  der  erste  Term,  was  zu  beweisen  war. 

335.  Definition  der  Schwesterformen.  Jede  Form  ^t  zerfSllt  also, 
in  das  Product  »« '  f\  die  Formen 

nennen  wir  „Schwesterformen"  (formes  asaociees)  der  Form /*.  Die 
Anzahl  der  Schwesterformen  einer  Form  f  ist  n,  oder  wenn  wir  f  mit 
eiuachliessen  gleich  n  +  1,  denn  k  kann  nur  die  Werthe  0,  1,  2,  ...  » 
annehmen.  Indess  ist,  wie  wir  schon  oben  gesehen  haben,  Uo=  1, 
Ml  =  0. 

Es  ist  femer: 

'H-\if,ff--iB. 
Demi  man  bat: 

oder       c»0'«r"-|"r''r'(«*)'-/'-i(/'.  fl'A 

Hieraus  erhält  man  Uj,  wenn  man  von  dieser  Gleichong  die  erste 
Polare  bildet  und  wie  in  Nr.  334  (3)  y  durch  ^,  y^  durch  —  d  ersetzt 
Dann  kommt: 

(«-2)or'(«0'+2»:-'(«/-)(»-i)(V)>;-'(«')-(»-2)/'((/'./')',/)- 

Der  zweite  Term  links  verschwindet,  da  er  durch  Yertanschong  von 
a  mit  h  nur  sein  Zeichen  ändert;  demnach  wird: 

»,-T~nf,n',n- 

Auf  anali^  Weise  findet  man  der  Reibe  nach: 

<;--Uf,n'f-'i(f,n'(f,n'r+'^{(f,/y]'+io\^i{f,r);n}' 

u.  s.  w. 
Diese  Formen  u^  sind  es  also,  durch  welche  sich  jede  Covariante  von 
f  rational  darstellen  läest     Insbesondere   bilden  sie  die  typischen 
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Coefficieiiten,  wenn  die  Form  f  selbst  durch  sie  auegedrückt  werden 
soll.    Zn  dem  Zwecke  hat  man  nur  f{y)  dnrch  die  lineare  Substitution 

{-/',»■+/;».-/, 

.vom  Modul   ^  =  /*,  x,  -f"  /i  =''t  ^  /^  2»  traDsformiren  und  erhält  daua 

/>-. .  /■(!,)  _  „.  !■  +  (j) »,  i->  ,  +  (;)«,!"-,■  +  •■«.,• . 

So  erhält  man  heispielBweise  für  »  =  4 

f  ■  /W  -  «.I'  +  -l».!'!!  +  6»,  {■,■  +  4»,  £,'  +  »,  rf 

Will  mau  nan  ii^end  eine  CoTariante  P  von  f  durch  die  Schwester^ 
formen  Uf,u^...u^  darstellen,  so  genUgt  bereits  deren  Änfangaglied, 
das  im  Falle  einer  Invariante  mit  dieser  zuBammenfällt.  Mau  ersetzt 
alsdann  im  Äufangsglied  die  ursprünglichen  Coefficient«n  ag  a, . . .  o« 
durch  die  typischen  u^=^  \,  Uj  ^  0,  Uj  *■  „  etc.  und  dividirt  mit 
einer  passenden  Potenz  von  f.  So  ist  in  unserm  Beispiele  n  ==  4 
die  Form  3  keine  Schwesterform.  Wenn  wir  daher  in  der  Deter- 
minante 


j  =  6 


die  Coefficienten  a,-  durch  die  Schweaterformen  Uj  ersetzen  und  mit  /* 
difidiren,  so  kommt: 

Mau  erkennt  zugleich  in  dieser  Gleichung  jene  einzige  Relation,  welche 
zwischen  den  fünf  Covariauten  7on  f^al  bestehen  muss.  (Vgl.  auch 
Nr.  162  und  Clebsch,  a.  a.  0.,  7.  Abschnitt) 

336.  Stdlung  der  Schtoestcrformen  zum  vollständigeti  System  von  f. 
Betrachtet  man  die  Nr.  335  gegebenen  Darstellungen  der  Scbwester- 
formen  Ug,  Uj,  u,,  u,,  v^,  u^,  u«  genauer,  so  sieht  mau,  dass  diese  sieben 
Formen  ganze  und  rationale  Functionen  von  f,  von  üeberschiebungen 
zweiten  Grades  {f,  f)**  in  den  Coefficienten  von  /'  und  von  Ueber- 
scbiebnugen  dritten  Grades  {{f,  ff^,  f)  sind.  Nachdem  nun  bereits 
Hermite  im  Jahre  1854,  Crelle's  Joum.  Bd.  52  seine  grundlegenden  Ge- 
danken über  associirtfi  Formen  und  typische  Darstellung  veröffent- 
licht hatte,  unterwarf  später  Clebsch  diese  Begriffe  einer  allgemeinen 
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Untersuchnng  nnd  &s^^  sich  insbesondere  auch,  welche  Stellung  das 
einfachste  System  von  associirten  Formen  »o  "i  •  •  -  *^  ^t''*^  vollen 
System  von  f  einnehme.  Dabei  zeigte  sich,  dass,  was  eben  die  ersten 
sieben  Formen  schon  rermathen  lassen,  jede  Form  Ui  eine  ganze 
und  rationale  Function 

1)  der  Form  f  selbst, 

2)  der  Formen  {f,  /^"=  Gsi, 

3)  der  FaDctionaldeterminanten  ((/",  /")**,  f)  =  En 

ist.  Die  Anzahl  dieser  Formen  f,  Gat,  Sn,  ft  >=  1,  3  . . . »  ist  in  der 
That  gleich  der  Anzahl  der  Schwesterformen  Uf,Ui...u^  und  es  han- 
delt sich  nur,  Recursionsformeln  herzustellen,  welche  die  Formen 
f,  Gikj  Htk  einerseits  mit  den  Formen  u^  andererseits  in  Beziehung 
setzen.  Bestätigt  sich  die  eben  aufgestellte  Behauptung,  so  können 
wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Jede  Covariante  und  Invariante  von  f  ist  eine  rationale  ge- 
brochene Function  der  (n  -f-  1)  Formen  f,   Gn,   Htk,   deren 
Nenner  eine  Potenz  von  f  ist" 
337.    liecursionsformeln  fwr  Gn  und  Mn.    Um  die  gesuchten  Be- 
ziehungen  aufzustellen,  verfahren   wir  ganz  nach   der  sehon   im  Ein- 
gange dieses  Paragraphen  gegebenen  allgemeinen  Methode.     Wir  er- 
setzen in  den  Formen 

G»  =  («'')"  ar"*r" 

—  l  (a6)"(I^-»o^*^'c^'(ac)+a;-«*i^-**-»(ic)(^i 
=  {ab)"  (ac)  o^'*-'  J;-«*  (--• 

den  Elammerfactor  (ab)  durch  -^ — — ^ — ,  und  die  Grösse  (ac)c^^ 

durch  {af).    Dann  erhalten  wir: 

Ä..  •  /"  -  T"-' T" («0  ((«0  K  -  (»n «.)"  ■ 

Entwickelt  man  rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  und  ersetzt 
sofort  (afya^  durch  f-u^,  so  kommt: 

— ■•(-!)*  (t*)»ir—(?)«i-«*.i-i-/'+«.*A 
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